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В рамках численного моделирования выполнено сравнительное исследование итерационного
и функционально-аналитического алгоритмов решения обратной задачи рассеяния при восстанов-
лении возмущений скорости звука и поглощения. Математическая сторона этих алгоритмов была
ранее изложена в работах Р. Г. Новикова для уравнения Шредингера. В настоящей работе для слу-
чая двумерного скалярного уравнения Гельмгольца продемонстрированы эффективность итерацион-
ного алгоритма при восстановлении рассеивателей средней силы и преимущества функционально-
аналитического подхода при восстановлении сильных рассеивателей, что соответствует известным
теоретическим оценкам сходимости этих алгоритмов. Для улучшения сходимости итераций ис-
пользуется процедура фильтрации в пространстве волновых векторов, реализующая постепенный
учет высокочастотных составляющих пространственного спектра функции рассеивателя.
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ВВЕДЕНИЕ

Акустические волны могут распространяться прак-
тически в любых природных средах при соответству-
ющем выборе частотного диапазона. Это обстоятель-
ство привело к бурному развитию «дистанционных»
или «неинвазивных» методов акустической диагности-
ки природных сред, среди которых особую роль зани-
мает акустическая томография [1–3]. Решение томо-
графических задач, как правило, основано на линейном
приближении, которое приводит к простым соотноше-
ниям между искомыми характеристиками исследуемой
области и параметрами акустических сигналов, про-
шедших через нее. В случае отклонения от линейного
приближения для уточнения результатов восстановле-
ния используют многошаговые итерационные процеду-
ры в совокупности с различными методами регуляриза-
ции, основанными на априорной информации [1]. С ма-
тематической точки зрения акустическая томография
является частным случаем более общего класса обрат-
ных задач рассеяния. Известны математически строгие
функционально-аналитические методы решения обрат-
ных задач [4–10], позволяющие избежать применения
итераций и дополнительных процедур регуляризации
при восстановлении акустических рассеивателей раз-
личной силы [11, 12].

Несмотря на всю свою привлекательность, приме-
нение этих алгоритмов для характерных условий на-
турного эксперимента требует большого количества
приемно-передающих преобразователей, что не всегда
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удается обеспечить на практике. Перспективным реше-
нием этой проблемы является применение предложен-
ного в работе Р. Г. Новикова [13] итерационного алго-
ритма решения обратной задачи рассеяния для урав-
нения Шредингера при фиксированной энергии. В от-
личие от строгих функционально-аналитических мето-
дов [4–10] этот подход дает приближенное решение, но
является весьма гибким и может быть адаптирован для
решения различных задач акустической томографии,
в том числе и по неполным данным. Следует отметить,
что в [13] получены математически строгие оценки
сходимости для рассматриваемого итерационного ал-
горитма, что выгодно отличает его от других извест-
ных итерационных алгоритмов решения обратных за-
дач акустического рассеяния [1], вопросы сходимости
которых были рассмотрены в основном качественно,
исходя из физических соображений. Ранее рассмат-
риваемый итерационный алгоритм был применен для
решения обратной задачи для уравнения Шрединге-
ра [14], а также в акустических приложениях при вос-
становлении скорости звука [15]. В настоящей рабо-
те в рамках численного моделирования анализируются
возможности итерационного алгоритма [13] в задачах
акустической томографии при совместном восстанов-
лении возмущений скорости звука и поглощения, что
больше соответствует реальной ситуации, например
при ранней диагностике злокачественных новообразо-
ваний в мягких биологических тканях. Результаты вос-
становления сравниваются с данными, получаемыми
функционально-аналитическим алгоритмом [16, 17],
возможности которого в задачах акустической томо-
графии подробно исследовались ранее [18, 19].

УЗФФ 2023 2340102–1

mailto:zorin.ss19@physics.msu.ru


Международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов–2023»
Секция «Физика», подсекция «АКУСТИКА» УЗФФ № 4, 2340102 (2023)

1. ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ
АКУСТИЧЕСКИХ РАССЕИВАТЕЛЕЙ

ИТЕРАЦИОННЫМ АЛГОРИТМОМ Р.Г. НОВИКОВА

Предполагается, что исследуемая область окружена
по периметру источниками и приемниками, располо-
женными в точках с радиус-векторами x и y, соот-
ветственно. Внутри области томографирования распо-
лагается неоднородность, которая характеризуется ско-
ростью звука c(r), r — двумерный радиус-вектор про-
извольной точки, и амплитудным коэффициентом по-
глощения α(r, ω), ω — циклическая частота. При по-
стоянном невозмущенном значении плотности среды
и в пренебрежении влиянием течений пространствен-
ное распределение комплексной спектральной ампли-
туды акустического давления p(r), описывается урав-
нением [20]:

∇2p(r) + k20p(r) = v(r, ω)p(r), (1)

где v(r, ω) = ω2
(

1
c2
0

− 1
c2(r)

)

− 2iω α(r,ω)
c(r) — функция

рассеивателя, c0 и k0 = ω/c0 — скорость звука и вол-
новое число в фоновой среде, временная зависимость
полей ∼ exp(−iωt). Источники и приемники предпола-
гаются квазиточечными. В этом случае акустические
поля p(r) описываются классическими запаздывающи-

ми функциями Грина G0(r,x;ω) = − i
4H

(1)
0 (k0 |r− x|)

или G(r,x;ω) в отсутствие или в присутствии рассеи-

вателя, соответственно; H(1)
0 — функция Ханкеля 0-го

порядка 1-го рода. Требуется восстановить рассеива-
тель v(r, ω) на основе экспериментально измеряемых
полей — данных рассеяния G(r,x;ω). Описанная по-
становка задачи является весьма общей для двумерных
обратных задач и рассматривалась ранее в [11, 12] при
моделировании различных вариантов функционально-
аналитического алгоритма [9, 16, 17].

Следует отметить, что в рассматриваемом итераци-
онном алгоритме [13] в качестве исходных данных вы-
ступают амплитуды рассеяния f(k, l;ω) (k, l — вол-
новые вектора падающей и рассеянной плоских волн:

k2 = l
2 = k20), которые характеризуют рассеянные по-

ля в дальней зоне [11, 12]. Тем самым, применение
итерационного алгоритма [13] требует пересчета дан-
ных рассеяния в виде акустических полей G(r,x;ωj),
излученных и принятых квазиточечными преобразова-
телями на границе области томографирования, в ам-
плитуды рассеяния f(k, l;ω), т.е. как если бы область
томографирования облучалась плоскими волнами и ре-
гистрировались рассеянные поля плоскими приемни-
ками. Возможный вариант такого пересчета подробно
описан в [11], а его упрощенная версия предложена
в [15].

Рассматриваемый итерационный алгоритм [13] ис-
пользует известное соотношение между данными в ви-
де амплитуды рассеяния f(k, l; ω) и искомой неодно-
родностью (рассеивателем) v(r, ωj) [10, 11]:

f(k, l; omega) =
1

(2π)
2

∫

Re

exp(−i lr)v(r, ω) u(r,k; ω)dr,

(2)
где u(k, r; ω) — поле в области рассеяния Re (двумер-
ной в рассматриваемом случае), возникающее в ответ
на падающую плоскую волну u0(r,k; ω) = exp(i kr).
В случае, когда отклонение параметров среды распро-
странения от их фоновых значений мало (слабый рас-
сеиватель), то (2) приводит к так называемой борнов-
ской оценке рассеивателя [1]:

ṽ(k − l, ω) = f(k, l; ω). (3)

Искомая функция v(r, ωj) находится из (3) обратным
Фурье-преобразованием:

v(r, ω) =

∫

B2 k0

exp(−i ξr) ṽ(ξ, ω)dξ, ξ = k− l, (4)

где интегрирование ведется в пространстве волновых
векторов ξ по области B2k0

в 2D случае представ-
ляющей круг с центром в начале координат и радиу-
сом 2k0. Когда первое борновское приближение не вы-
полняется, оценка рассеивателя может быть основана
на следующем соотношении (см. (2.10) в [13]):

ṽ(k− l, ω) = f(k, l; ω)−
1

(2π)
2

∫

Re

exp(−i lr)v(r, ω) [u(r,k; ω)− exp(i kr)]dr, (5)

которое, с учетом (2), представляет собой тождество. Соотношение (5) позволяет предложить простую в плане
численной реализации, но при этом весьма эффективную в смысле сходимости [13], процедуру итерационной
оценки рассеивателя ṽ(k− l, ω):

ṽ(n)(k− l, ω) = ṽ(n−1)(k − l, ω) + f(k, l; ω)− f (n−1)(k, l; ω), n = 1, 2, 3..., (6)

где n — номер итерационного шага, f (n−1)(k, l; ω) —
амплитуда рассеяния, которую нужно вычислить на
(n− 1)-ом шаге по оценке рассеивателя ṽ(n−1)(k, l; ω).
В качестве начального приближения ṽ(0)(k, l; ω) мож-
но выбрать борновскую оценку (3), но это не
обязательно; выбор начального приближения может

быть основан, например, на априорной информа-
ции о восстанавливаемых функциях. Таким обра-
зом, при численной реализации рассматриваемого
итерационного алгоритма (6) требуется лишь уметь
делать Фурье-преобразование, т.е. выполнять пере-
ход ṽ(n−1)(k, l; ω) −→ v(n−1)(r, ω) (4), и решать
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прямую задачу, т.е. по восстановленному рассеива-
телю v(n−1)(r, ω) вычислять амплитуду рассеяния
f (n−1)(k, l; ω), что может быть выполнено на основе
результатов [11, 15].

2. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Параметры моделей, рассматриваемых далее, носят
преимущественно иллюстративный характер и выбра-
ны с целью исследования возможностей рассматрива-
емого итерационного алгоритма. При численном моде-
лировании рассматривалась двумерная область VS ра-
диуса R0 = 4 λ0, где λ0 = 7.7 е.д.д. — длина вол-
ны в фоновой среде, выраженная в условных единицах
дискретизации длины (е.д.д.). Вдоль периметра томо-
графируемой области располагались с равным угловым
шагом 60 приемоизлучающих преобразователей. Поля
G(y,x;ω), являющиеся исходными данными рассеяния
для решения обратной задачи, рассчитывались путем
решения уравнений Липпмана–Швингера [21] в при-
сутствии в области томографирования неоднородности
v(r, ω). Точность результатов восстановления v̂(n)(r, ω)
функции v(r, ω) на n-ом итерационном шаге оценива-
лась с помощью невязки:

δ(n)v ≡

√

∫

VS

∣

∣ v̂(n)(r, ω)− v(r, ω)
∣

∣

2
dr

√

∫

VS

| v(r, ω)|2 dr
;

результаты восстановления, полученные с помощью
функционально-аналитического алгоритма, и соответ-
ствующие им невязки по решению обозначаются как

v̂(r, ω) и δv. Однако, в реальной ситуации невязки δ(n)v ,
δv рассчитать нельзя, так как искомая функция v(r, ω)
заведомо не известна. Для оценки сходимости итера-
ций также рассчитывалась невязка по амплитуде рас-
сеяния:

δ
(n)
f ≡

√

∫ 2π

0 dφ
∫ 2π

0 dφ′
∣

∣

∣
f̂ (n)(φ, φ′)− f(φ, φ′)

∣

∣

∣

2

√

∫ 2π

0
dφ

∫ 2π

0
dφ′ |f(φ, φ′)|2

,

здесь f̂ (n)(φ, φ′) — оценка амплитуды рассеяния на n-
ом итерационном шаге; аналогично вычислялась невяз-
ка δf для результатов, полученных функционально-
аналитическим алгоритмом. Как показало численное
моделирование, а также результаты предыдущих ис-

следований [15], характер поведения δ(n)v и δ
(n)
f совпа-

дает в рассматриваемых обратных задачах. Для сокра-
щения объема работы и иллюстративного материала

далее будут приводиться только значения невязок δ(n)f .
Для описания силы восстанавливаемых рассеи-

вателей, т.е. для оценки того, насколько силь-
но они искажают падающее акустическое по-
ле, рассчитывались дополнительные набеги фазы

∆ψ =
∫

lRe

[k0 − k(r) ] dlr = k0
∫

lRe

∆c(r)/c0
1+∆c(r)/c0

dlr, кото-

рые приобретает волна, распространяясь вдоль тра-
ектории lRe через рассеиватель с относительным

контрастом скорости ∆c(r)/c0 ≡ {c(r) − c0} /c0;
k(r) = ω/c(r), dlr — длина элемента траек-
тории в окрестности точки r; амплитудное за-
тухание волны при прохождении через рассеива-

тель оценивалось как exp
(

−
∫

lRe

α(r, ω) dlr

)

. Так-
же вычислялась норма данных рассеяния в виде

‖f(φ, φ′)‖ ≡
√

∫ 2π

0
dφ

∫ 2π

0
dφ′ |f(φ, φ′)|2, где φ, φ′ — уг-

ловые компоненты волновых векторов k = {k0, ϕ},
l = {k0, ϕ

′}. Норма ‖f( ϕ, ϕ′)‖, наряду с дополнитель-
ным набегом фазы ∆ψ, характеризует силу рассеива-
теля (см. работу [18] и ссылки в ней).

Область сходимости рассматриваемых итераций
можно расширить, если ввести дополнительную филь-
трацию пространственного спектра восстанавливаемых
рассеивателей. Подобного рода фильтрация эквива-
лентна рассмотрению в (4) вместо области B2k0

круга
меньшего радиуса 2τ (n)k0, τ (n) < 1 [13, 15], где па-
раметр фильтрации τ (n)изменяет в ходе итерационно-
го восстановления. В рассматриваемой работе введение
такой фильтрации позволяет постепенно учитывать вы-
сокочастотные составляющие пространственного спек-
тра рассеивателя, отвечающие за мелкомасштабные де-
тали функции v(r, ω), восстановление которых пред-
ставляется наиболее сложной задачей.

Рассматривалось восстановление рассеивателя
v(r, ω), действительная и мнимая части которого
представлены на рис. 1, а,б. Максимальный допол-
нительный набег фазы составляет ∆ψ ≈ 0.64 π при
прохождении волны через этот рассеиватель вдоль
оси ОХ на участке с положительным контрастом
скорости (т.е. при ∆c(r)/c0 > 0, Re v(r, ω) > 0),
норма данных при этом составляет ‖f(ϕ, ϕ′)‖ ≈ 4/π.
Максимальное амплитудное поглощение в рассивате-
ле — в ≈ 1.8 раза происходит при распространении
волны вдоль оси OY . Тем самым, описанный рас-
сеиватель является достаточно сильным и не может
быть восстановлен с приемлемой точностью в рамках
борновского приближения. На рис. 1, в, г приведены
сечения вдоль оси ОХ действительных и мнимых
составляющих исходной функции v, результатов ее
восстановления v̂(103) обсуждаемым итерационным
алгоритмом за n = 103 шагов, а также оценки v̂,
полученной функционально-аналитическим алгорит-
мом [11]. Как видно на рис. 1, в, г, местонахождение
неоднородностей, их форма и амплитудные значения
восстанавливаются с высокой точностью в отсутствие
помех. Следует отметить, что попытка восстанов-
ления этого же рассеивателя в первом борновском
приближении (т.е. в приближении однократного
рассеяния) дает неудовлетворительные результаты
(см. рис. 1, в, г). В качестве иллюстрации характера
сходимости итераций, на рис. 1, д приведен график

зависимости невязки δ
(n)
f от номера итерации n,

а также значения коэффициента фильтрации τ (n) на
различных итерационных шагах.

При дальнейшем увеличении силы рассеивателя ре-
зультаты восстановления итерационным алгоритмом
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Рис. 1. Общий вид действительной Re v(r, ω) (а) и мнимой ℑ v(r, ω) (б) составляющих исходного рассеивателя, для которого
максимальный дополнительный набег фазы составляет ∆ψ ≈ 0.64π, норма данных рассеяния ‖f(ϕ, ϕ′)‖ ≈ 4/π, максимальное
амплитудное поглощение в рассеивателе — в ≈ 1.8 раза; центральные сечения при y = 0 действительных составляющих
рассеивателей (в): истинного распределения Re v (жирная пунктирная линия), результата восстановления функционально-
аналитическим Re v̂ (тонкая сплошная линия) и итерационным Re v̂(103) (результат 103-й итерации, жирная сплошная линия)
алгоритмами, а также борновской оценки Re v̂born (тонкая пунктирная линия); центральные сечения мнимых составляющих

рассеивателей (г); зависимость от номера итерации n невязки по амплитуде рассеяния δ
(n)
f (д) и параметра фильтрации

в пространстве волновых векторов τ (n) (е)

ухудшаются. Так, в случае рассеивателя, дающего до-
полнительный набег фазы ∆ψ ≈ π на участке с по-
ложительным контрастом скорости ∆c(r)/c0 > 0 (нор-
ма данных при это составляет ‖f( ϕ, ϕ′)‖ ≈ 5.3/π, по-
глощение в рассматриваемом случае не изменялось),
итерации начинают сходиться к решению с невязкой

δ
(n)
f ≈ 0.65 (рис. 2, а), существенно превышающей зна-

чения δ
(n)
f ≈ 0.08, полученные ранее (рис. 1, д). Ис-

пользование различных вариантов значений параметра
τ (n) не позволяет значительно улучшить результат вос-
становления. При этом использование функционально-
аналитического алгоритма дает практически идеаль-
ный результат восстановления с невязкой δf ≈ 0.01.

Следует отметить, что трудности, с которыми при-
ходится сталкиваться при итерационном восстановле-
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Рис. 2. Зависимость от номера итерации n невязки по амплитуде рассеяния δ
(n)
f (а) и параметра фильтрации τ (n) (б) при

восстановлении рассеивателя, более сильного по сравнению с рис. 1: максимальный дополнительный набег фазы теперь со-
ставляет ∆ψ ≈ π, норма данных рассеяния ‖f(ϕ, ϕ′)‖ ≈ 5.3/π, амплитудное поглощение в рассеивателе при этом не изменя-
лось. Невязка по амплитуде рассеяния при восстановлении этого же рассеивателя функционально-аналитическим алгоритмом
составила ≈ 0.01

нии сильных рассеивателей хорошо известны [1, 21].
Приведенные примеры численного моделирования со-
ответствуют полученным ранее теоретическим оцен-
кам точности итерационного [13] и функционально-
аналитического [16] подходов при решении обратной
задачи для уравнения Шредингера. В соответствии
с этими оценками функционально-аналитический ал-
горитм должен давать более низкие значения невязок
по решению в сравнении с итерационным алгоритмом
при увеличении энергии, что в акустическом случае
соответствует увеличению квадрата волнового числа.
Таким образом, полученные результаты численного мо-
делирования подтверждают справедливость известных
теоретических оценок и для акустических приложе-
ний, демонстрируя тем самым преимущества строгого
функционально-аналитического алгоритма при восста-
новлении сильных рассеивателей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проведенного исследования было по-
казано, что рассматриваемый итерационный алго-
ритм [13] позволяет восстанавливать не только возму-
щения скорости звука, как было продемонстрировано
ранее [15], но и поглощение в среде. При этом удает-

ся восстанавливать рассеиватели средней силы с точ-
ностью, сопоставимой с точностью функционально-
аналитического подхода. При восстановлении же
сильных рассеивателей наблюдается сходимость ите-
раций к оценкам, существенно отличающимся от
истинных значений. Использование функционально-
аналитического алгоритма в этом случае дает реше-
ние обратной задачи с высокой точностью. Основным
преимуществом функционально-аналитического алго-
ритма является его математическая строгость, позво-
ляющая учесть процессы многократного перерассея-
ния при решении обратной задачи, тем самым обес-
печивая безытерационное восстановление рассеивате-
лей различной силы с высокой точностью. Однако при
его практической реализации может требоваться боль-
шое количество приемопередающих преобразователей,
что не всегда возможно обеспечить в условиях реаль-
ного эксперимента. В то же время итерационные ме-
тоды являются более гибкими, могут быть применены
для восстановления по неполным данным [21]. Пер-
спективным представляется совместное использование
итерационных и функционально-аналитических алго-
ритмов для разработки новых схем акустической то-
мографии, обеспечивающих восстановление рассеива-
телей различной силы при использовании разумного
количества источников и приемников.
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Numerical comparison of iterative and functional-analytical algorithms for reconstruction
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Numerical simulationwas carried out for comparative study of iterative and functional-analytical algorithms for
solving inverse scattering problem of sound speed and absorption reconstruction. The mathematical properties of
these algorithms were previously described in works of R.G. Novikov for the Schrцdinger equation. In the present
paper, for the case of two-dimensional scalar Helmholtz equation, the efficiency of iterative algorithm in reconstructing
medium-strength scatterers and the advantages of functional-analytic approach in reconstructing strong scatterers are
demonstrated, which corresponds to the known theoretical estimates of these algorithmsconvergence. To improve the
convergence of iterations, a filtering procedure in the space of wave vectors is used, which gradually takes into account
the high-frequency components of the spatial spectrum of the scatterer function.
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