
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА № 4, 2241508 (2022)

Обобщенная супергравитация из поливекторных деформаций

К. А. Губарев∗

Московский физико–технический институт
Россия, 141701, Московская облаcть,

г. Долгопрудный, Институтский пер., 9
(Поступила в редакцию 19.05.2022; подписана в печать 30.05.2022)

Предложен метод построения уравнений 10D супергравитации при помощи неунимодулярных
би–Киллинговых деформаций Янга–Бакстера. Представленный подход обобщен на 11D случай.
При помощи неунимодулярных три–Киллинговых обобщенных деформаций Янга–Бакстера полу-
чено обобщение уравнений 11D супергравитации.
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ВВЕДЕНИЕ

М–теория является перспективным кандидатом на
роль теории великого объединения, который позволит
единым образом описать четыре известных фундамен-
тальных взаимодействия на квантовом уровне [1, 2].
Ее фудаментальными объектами являются М2 и М5
браны, распространяющиеся в 11–мерном простран-
стве с метрикой и 3–формой в качестве фоновых по-
лей. Более того, она естественным образом обобща-
ет и объединяет пять непротиворечивых теорий су-
перструн (I, IIA/IIB, гетеротическая E8 × E8, гете-
ротическая SO(32)), которые, как известно, связа-
ны непертурбативными T– и S–дуальностями. С точ-
ки зрения М–теории эти дуальности объединяются
в U–дуальность.

Для супермембран в М–теории, также как и для
суперструн в теории струн, возможны различные спо-
собы записи действия [3]:

1. вращающаяся мембрана/вращающаяся струна —
описание с явной суперсимметрией на мировом
объеме мембраны/струны [4],

2. супермембрана/суперструна — описание с яв-
ной суперсимметрией в объемлющем простран-
стве [5, 6],

3. дважды суперсимметричная мембрана/дважды
суперсимметричная струна — описание с яв-
ной суперсимметрией на мировом объеме мембра-
ны/струны и в объемлющем пространстве [7, 8],

которые друг другу классически эквивалентны.
В теории струн наиболее удобными и широко рас-

пространенными являются первые два подхода.
Вращающаяся суперструна — формализм известный

как действие Рамона–Навье–Шварца (RNS) [9, 10].
В таком подходе действие для струны записывает-
ся с помощью двумерной метрики на мировом листе

∗ kirill.gubarev@phystech.edu

струны, несущей три дополнительных степени свобо-
ды. Однако эти степени свободы являются нефизиче-
скими и должны компенсироваться симметриями дей-
ствия, а именно двумя диффеоморфизмами и одним
Вейлевским преобразованием, которые должны сохра-
няться на квантовом уровне. Это означает, что для
согласованности теории необходимо обнуление Вей-
левской аномалии для струны, что накладывает два
условия. Первое условие на размерность пространства
в котором формулируется теория, а именно что про-
странство 10-мерное. Второе — это требование обну-
ления бета–функций для фоновых полей на фоне ко-
торых распространяется струна. В однопетлевом при-
ближении, лидирующем в пределе сильного натяже-
ния струн, эти условия эквивалентны уравнениям
10D супергравитации [11–13].

Альтернативный подход к описанию суперструн —
действие Грина–Шварца (GS), в котором струна рас-
пространяется в суперсимметричном объемлющем про-
странстве с 10-ю бозонными и 32-мя антикомутирую-
щими спинорными координатами на фоне суперрепера,
суперкручения и суперполя Кальба–Рамонда [14, 15].
Размерность пространства вновь ограничивается из
требования отсутствия Вейлевской аномалии в кван-
товой теории. На уравнениях движения такая струна
имеет 8 бозонных и 16 фермионных степеней свобо-
ды. Восемь лишних нефизических фермионных степе-
ней свободы для согласованности теории должны быть
скомпенсированы локальной фермионной симметрией
действия, называемой каппа–симметрией. Требование
каппа–инвариантности действия накладывает условия
на суперкручение и супернапряженность для супер-
поля Кальба–Рамонда, которые помимо этого также
должны удовлетворять тождествам Бьянки. Совмест-
ное решение этих условий является набором уравне-
ний на фоновые поля теории. В [16–18] было показано,
что эти уравнения являются обобщением обычной 10D
супергравитации и были названы уравнениями обоб-
щенной 10D супергравитации. Их отличие заключает-
ся в явной зависимости уравнений на фоновые поля
от дополнительного вектора Im, являющегося векто-
ром Киллинга для метрики и поля Кальба–Рамонда.
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В случае Im = 0 уравнения обобщенной супергравита-
ции совпадают с уравнениями обычной супергравита-
ции.

С точки зрения струны RNS выполнение уравне-
ний обобщенной супергравитации для фоновых по-
лей нарушает Вейлевскую симметрию струны до мас-
штабной [17]. Вейлевская симметрия может быть
восстановлена введением нелокального контрчлена
в действие [19].

Для вращающихся мембран, в отличие от враща-
ющихся струн, нефизические степени свободы, свя-
занные с метрикой на мировом объеме, не могут
быть компенсированы симметриями теории, так как
их недостаточно. Поэтому такой подход к описанию
мембран с точки зрения квантовой теории является
несогласованным.

Согласованным же подходом для описания супер-
мембран является подход Грина–Шварца (GS) [5, 6].
Такая мембрана распространяется в суперсимметрич-
ном объемлющем пространстве с 11-тью бозонными
и 32-мя антикоммутирующими спинорными координа-
тами на фоне суперрепера, суперкручения и супер–
три–формы. Для согласованности действия (равенства
количества бозонных и фермионных степеней свободы)
нужно потребовать его каппа–инвариантности [20].
Это требование накладывает условия на суперкруче-
ние и супернапряженность для супер–три–формы, ко-
торые помимо этого также должны удовлетворять тож-
дествам Бьянки. Совместное решение этих условий яв-
ляется набором уравнений на фоновые поля теории.
В [5, 6] было показано, что для выполнения каппа–
инвариантности достаточно уравнений 11D супергра-
витации на фоновые поля. Более того, из-за отсутствия
Вейлевской симметрии для мембран и соответственно
возможности ее нарушения до масштабной симметрии,
предполагается, что в 11-ти измерениях обобщеной
супергравитации быть не должно.

Мы предлагаем альтернативный способ построе-
ния уравнений 10D обобщенной супергравитации при
помощи деформаций (вместо решения условий сле-
дующих из каппа–симметрии), который обобщаем
на 11-мерный случай.

Идея метода проистекает из того, как изначаль-
но были обнаружены уравнения обобщенной 10D су-
пергравитации. А именно, при исследовании дефор-
маций сигма моделей, сохраняющих интегрируемость.
Одним из исследуемых примеров была интегрируе-
мая суперструна на фоне AdS5 × S5 [21], для кото-
рой была предъявлена η–деформация, сохраняющая
интегрируемость и каппа–инвариантность [22]. Одна-
ко сами поля η–деформированного фона AdS5 × S5

не являются решением обычной 10D супергравитации,
но решают обобщенную [16, 17].

Деформации такого вида могут быть сформулиро-
ваны при помощи вложения супергравитации в двой-
ную теорию поля (DFT), которая явно ковариантна
относительно симметрии 10D супергравитации — Т–
дуальности [23–26]. В терминах такой теории дефор-

мации — это локальные O(1, 9; 1, 9) вращения с би–
Киллинговым параметром деформации. Такие дефор-
мации генерируют решения обобщенной суперграви-
тации из решений обычной, если бивектор в би–
Киллинговой деформации удовлетворяет классическо-
му уравнению Янга–Бакстера [24, 26]. При этом век-
тор Киллнга Im пропорционален условию унимоду-
лярности для деформации, что означает что если де-
формация унимодулярная, то она генерирует решения
обычной супергравитации, а если неунимодулярная,
то обобщенной.

В настоящей работе при помощи потоковой форму-
лировки DFT и неунимодулярных би–Киллинговых де-
формаций Янга–Бакстера мы построим уравнения 10D
обобщенной супергравитации. Затем мы обобщим раз-
витый подход на 11-мерный случай. Для этого мы
используем исключительную теорию поля (ExFT), ко-
торая явно ковариантна относительно симметрии 11D
супергравитации — U–дуальности. В потоковой фор-
мулировке ExFT при помощи неунимодулярных три–
Киллинговых обобщенных деформаций Янга–Бакстера
мы построим обобщенные уравнения 11D суперграви-
тации. Каппа-инвариантность мембраны на фоне, ре-
шающем полученные уравнения, остается открытым
вопросом для дальнейшего исследования.

1. ОБОБЩЕННАЯ 10D СУПЕРГРАВИТАЦИЯ
ИЗ ДЕФОРМАЦИЙ

1.1. Вложение 10D супергравитации в двойную теорию
поля

10D теория суперструн на фоне Td ×M10−d облада-
ет симметрией O(d, d|Z) называемой Т–дуальностью.
Эта симметрия опускается на уровень супергравитации
в виде O(d, d|R), что означает, что супергравитация
может быть сформулирована явно ковариантно относи-
тельно T–дуальности, а ее решения вида Td ×M10−d

полностью сохраняют эту симметрию.
Везде далее мы будем работать с безмассовым

NS–NS спектром замкнутой струны (gmn, bmn, φ)
и уравнениями для него. Подход, позволяющий
сформулировать супергравитацию в O(d, d|R) ко-
вариантном виде называется двойной теорией по-
ля (DFT) [23], далее мы обсуждаем случай
O(1, 9; 1, 9|R). Бозонный спектр DFT: обобщенная
метрика HMN ∈ O(1, 9; 1, 9)/(O(1, 9)×O(1, 9)) и ин-
вариантный дилатон d, определенные в двой-
ном пространстве XM = (xm, x̃m) с обобщенными
производными Ли [23]

LΛV
M = ΛN∂NV M − V N∂NΛM + ηMNηKL∂NΛKV L,

LΛd = ΛM∂Md−
1

2
∂MΛM .

(1)
Для замкнутости алгебры обобщенных диффеомор-
физмов произвольные поля теории f и g должны удо-
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влетворять условию проекции

ηMN ∂M f ∂N g = 0, ηMN ∂M ∂N f = 0, (2)

после решения которого поля теории зависят только от
10-ти из 20-ти XM координат. ηMN — O(1, 9; 1, 9) инва-
риантная метрика, при помощи которой поднимаются
индексы (опускаются обратной)

ηMN =

(

0 δmn

δm
n 0

)

. (3)

Действие DFT имеет вид

SDFT =

∫

d10X e−2dQ, (4)

Q = HABFAFB+

+FABCFDEF

(

1

4
HADηBEηCF −

1

12
HADHBEHCF

)

−

−FAF
A −

1

6
FABCF

ABC . (5)

где потоки теории (∂A = EM
A∂M )

LEA
EM

B = FAB
CEM

C , LEA
d =

1

2
FA, (6)

FABC = 3EN [C∂AE
N

B],

FA = ENA∂
BEN

B + 2∂Ad = 2∂Ad− ∂MEM
A,

(7)

EN
A — обобщенные реперы, d — O(1, 9; 1, 9)

инвариантный дилатон, ηMN = EM
AE

N
Bη

AB

и HMN = EM
AE

N
BH

AB — обобщенная метрика

ηAB =

(

0 δab
δa

b 0

)

, HAB =

(

hab 0
0 hab

)

. (8)

Действие NS–NS сектора 10D супергравитации для
полей em

a, bmn и φ воспроизводится из действия DFT
в b-фрейм параметризации

d = φ−
1

2
ln e, e = det ek

a,

EM
A =





em
a 0

−ekabkm ema



 , EM
A =





ema −ekabkm

0 em
a



 ,

(9)
со следующим решением уравнения проекции (2)

∂M = (∂m, ∂m), ∂mf ≡ 0. (10)

Из вариации действия (4) в потоковой форму-
лировке могут быть найдены уравнения движения
DFT в терминах потоков, в b-фрейм параметризации,
для которой

Fabc = −Habc, Fab
c = fab

c,

Fa = 2ea
m∇mφ+ fa,

(11)

fab
c = −2emae

n
b∂[men]

c, fa = fab
b, (12)

уравнения движения DFT воспроизводят уравнения
10D супергравитации

δd :R−
1

12
H2 + 4∇m∇mφ − 4 (∇φ)2 = 0 , (13)

δema :Rmn −
1

4
HmklHn

kl +∇m∇nφ+

+∇n∇mφ = 0 , (14)

δbmn :
1

2
∇kH

kmn −Hkmn∇kφ = 0 , (15)

где Hmnk = 3∇[mbnk] и ∇m ковариантная производная

по отношению к gmn = em
aen

bgab.

1.2. Неунимодулярные деформации Янга–Бакстера

В [24, 25] был предложен способ генерация но-
вых решений супергaвитации из решений имеющих по
крайней мере два вектора Киллинга. В терминах DFT
это O(1, 9; 1, 9|R) вращение

ĒM
A = OM

NEN
A = (δM

N +ΩM
N )EN

A,

ĒM
A = ÕM

NEN
A = (δMN + Ω̃M

N )EN
A,

(16)

d′ = φ′ −
1

2
ln e′ = d, (17)

с последующей репараметризацией

E′
M

AE′
N

BHAB = ĒM
AĒN

BHAB,

E′
M

A =





e′m
a 0

−e′kab
′
km e′ma



 , E′M
A =





e′ma −e′kab
′
km

0 e′m
a



 .

(18)
Матрица поворота

OK
M =





δmk 0

βmk δm
k



 , ÕN
M =





δnm −βnm

0 δn
m



 ,

OK
M ÕN

M = δK
N ,

(19)

где для бивектора предполагается би–Киллинговый ан-
зац βmn = rijki

mkj
n, rij — постоянная антисиммет-

ричная матрица.
Для того чтобы после такого поворота e′m

a, b′km,
φ′ было решением супергравитации должны выпол-
няться классическое уравнение Янга–Бакстера (CYBE)
и условие унимодулярности [26]

{

fj1j2
[i1ri2|j1|ri3]j2 = 0, (CYBE),

fi1i2
jri1i2 = 0, (унимодулярность),

(20)
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EM
A

FABC , FA

EoMs(FABC , FA)=0

EoMsSUGRA(g, b, φ) = 0

E′

M
A = (OM

NEN
A)|b−фрейм

F ′

ABC = FABC , F ′

A = FA + δIFA

EoMs(F ′

ABC , F ′

A − δIFA)=0

EoMsI(g
′, b′, φ′) = 0

Рис. 1. Обобщенная 10d супергравитация из потоковых сдвигов

где ki1
m∂mki2

n − ki2
m∂mki1

n = fi1i2
i3ki3

n. Такое вра-
щение называется унимодулярной деформацией Янга–
Бакстера. Однако имеют смысл и неунимодулярные
деформации Янга–Бакстера. Они порождают решения
обобщенной супергравитации с соответствующим век-
тором Киллинга Im = ∇kβ

km = fi1i2
jri1i2kj

m 6=
0 [26]. С точки зрения развитого выше потокового
подхода DFT это подтверждается тем, что при такой
деформации потоки преобразуются как

δIFABC = 0, δIFa = 2Imbmne
n
a, δIF

a = 2Ia.
(21)

Таким образом уравнения супергравитации будут по-
прежнему удовлетворяться для унимодулярного де-
формированного решения Янга–Бакстера, поскольку
потоки DFT не изменяются. Но для неунимодуляр-
ных деформированных решений Янга–Бакстера выпол-
няющиеся уравнения должны быть модифицированы
и отличаются от супергравитационных.

1.3. Условия на Im из тождеств Бьянки

Потоки DFT (7) должны удовлетворять тождествам
Бьянки [23]:

0 = ∂[AFBCD] −
3

4
F[AB

EFCD]E,

0 = 2∂[AFB] + ∂CFCAB −FCFCAB,

0 = ∂AFA −
1

2
FAFA +

1

12
FABCFABC ,

(22)

которые должны также быть выполнены и после
деформации

F ′
ABC = FABC , F ′

A = FA +XA. (23)

где XA = δIFA. Это приводит к условию на XM ,
а именно он должен удовлетворять XMXM = 0, а так-
же быть вектором Киллинга для деформированного

фона

LXE′
A
M = 0, LXd′ = 0. (24)

1.4. Уравнения обобщенной 10D супергравитации

Чтобы построить модифицированные уравнения, ко-
торым будут удовлетворять неунимодулярные дефор-
мированные решения Янга–Бакстера, мы следуем
процедуре рис. 1.

В результате мы находим уравнения обобщенной су-
пергравитации в NS-NS секторе (ниже у всех полей
опущены штрихи)

δd : R− 1
12 H

2 + 4∇mXm − 4XmXm = 0, (25)

δema :Rmne
na − 1

4 HnkmHnk
le

la +∇mXne
na +

+∇mXne
na +∇nXmena = 0, (26)

Rmn − 1
4HmklH

kl
n +∇mXn+∇nXm = 0, (27)

δbmn : 1
2∇kH

kmn −HkmnXk −∇mXn +

+∇nXm = 0, (28)

где Xm = Im + Zm, а Im и Zm решают

∇mIn +∇nIm = 0, ∇mZn −∇nZm + IkHkmn = 0 ,

ImZm = 0 .
(29)

Первое уравнение (29) означает, что Im вектор
Киллинга

LIBmn = Ik∂kBmn +Bkn∂mIk −Bkm∂nI
k = 0 , (30)

а второе уравнение (29) может быть решено

Zm = ∇mφ−BmnI
n . (31)
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2. ОБОБЩЕННАЯ 11D СУПЕРГРАВИТАЦИЯ
ИЗ ДЕФОРМАЦИЙ

2.1. Вложение 11D супергравитации в исключительную
теорию поля

М–теория на фоне Td ×M11−d обладает симметри-
ей Ed(d) называемой U–дуальностью. Эта симметрия
опускается на уровень 11D супергравитации, что озна-
чает, что супергравитация может быть сформулирова-
на явно ковариантно относительно U–дуальности [27],
а ее решения вида Td ×M11−d полностью сохраняют
эту симметрию.

Теория позволяющая сформулировать 11D супергра-
витацию в виде явно ковариантном относительно U–
дуальности называется исключительной теорией поля
(ExFT). Далее мы будем обсуждать лишь бозонный
сектор 11D супергравитации и соответственно ExFT,
а также ограничимся рассмотрением d = 4 для ко-
торого E4(4) = SL(5). Бозонный сектор SL(5) ExFT

состоит из полей: gµν— внешняя метрика, Aµ
[MN ] —

обобщенная связность, Bµν M — обобщенная 2-форма,
mMN ∈ SL(5)/SO(5) — обобщенная метрика, где
µ, ν = 0, . . . , 6, M,N = 1, . . . , 5. Все поля зависят от
7 + 10 координат {xµ, X [MN ]} обобщенного простран-
ства с обобщенной производной Ли

LΛV
M =

1

2
ΛKL∂KLV

M − V L∂LKΛMK+

+
1

4
V M∂KLΛ

KL + λV ∂KLΛ
KLV M , (32)

для замкнутости которой требуется выполнение усло-
вия проекции для произвольных полей теории f и g

∂[MNf ⊗ ∂KL]g = 0, ∂[MN∂KL]g = 0, (33)

после решения которого поля теории зависят только
от 11-ти из 17-ти {xµ, X [MN ]} координат. Лагранжиан
SL(5) ExFT [28, 29]

L = R̂ −
1

8
Fµν

MNFµν
MN +

1

48
hµνDµmMNDνm

MN

+ V (m, g) +
1

3 · (16)2
mMNFµνρMFµνρ

N + Ltop,

(34)

где индексы поднимаются и опускаются при помощи
mMN и ее обратной. Dµ = ∂µ − LAµ

внешняя ковари-
антная производная. В С-фрейм параметризации с ре-
шением условия проекции в виде (m,n = 1, . . . , 4)

∂5m = ∂m, ∂mn = 0, (35)

действие SL(5) ExFT воспроизводит действие полной
4+7 супергравитации.

Для простоты дальнейшего рассмотрения мы бу-
дем использовать следующий анзац для полей
теории [30, 31]:

Aµ
MN = 0, Bµν M = 0,

gµν(x,X) = e−2φh
1

5 ḡµν(x),

mMN = e−φh
1

5MMN .

(36)

Где h = det ||hmn|| обозначает определитель 4×4 блока
полной 11-мерной метрики и поля φ, h,MMN зависят
только от внутренних координат X [MN ]. В С-фрейм па-
раметризации отвечающей супергравитации обобщен-
ные реперы для MMN и MMN

EM
A = e

φ
2





e−1/2em
a e1/2V a

0 e1/2



 ,

EM
A = e−

φ
2





e1/2ema 0

−e1/2V m e−1/2



 ,

(37)

где Vm = e−1

3! ǫ
mnklCnkl, e = det[em

a].
В результате действие можно записать через

MMN ∈ SL(5)/SO(5)× R+ и в терминах потоков
FAB,C

D

LEAB
EM

C = FAB,C
DEM

D,

FAB,C
D =

3

2
EN

D∂[ABE
N

C] − EM
C∂MNEN

[Bδ
D

A]−

−
1

2
EM

[B|∂MNEN
|A]δ

D
C ,

(38)
где EMN

AB = 4EM
[AE

N
B , ∂AB = EMN

AB∂MN . В ре-
зультате Лагранжиан принимает вид

m L′ = ēR[ḡ(7)] + YABYCDmACmBD −
1

2
YABYCDmABmCD

+ 32ZABCZDEF (mADmBEmCF +mACmBDmEF )−
700

3
θABθCDmACmBD, (39)

где потоки θAB ∈ 10, YAB ∈ 15, ZABC ∈ 40 определяются из

FAB,C
D = 5θ[ABδC]

D − 2ǫABCEFZ
EFD + δ[A

DYB]C . (40)

Из вариации действия (39) в потоковой формулировке могут быть найдены уравнения движения SL(5) ExFT с ис-
пользованным анзацем (36) для полей в терминах потоков, в С-фрейм параметризации, эти уравнения совпадают
с уравнениями 4+7 супергравитации
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δφ :
5

7
e2φR[ḡ(7)] +R[h(4)] + 12∇m∇nφ hmn − 42∇mφ∇nφhmn +

1

2
(∇kV

k)2 = 0,

δV m : ∂m(∇kV
k)− 7 (∇kV

k)∂mφ = 0,

δhmn : Rmn[h(4)]− 7 ∂mφ∂nφ + 7∇m∇nφ+

+ hmn

(

−
1

2
e2φR[ḡ(7)]−

1

2
R[h(4)] + 28 ∂kφ∂lφhkl − 7∇k∇lφhkl +

1

4
(∇kV

k)2
)

= 0,

δḡµν : Rµν [ḡ(7)]−
1

7
ḡµνR[ḡ(7)] = 0.

(41)

2.2. Обобщенные неунимодулярные деформации
Янга–Бакстера

По аналогии с би–Киллинговыми деформациями ре-
шений 10D супергравитации можно построить поли-
Киллинговые деформации для решений 11D супергра-
витации [31, 32]. В терминах SL(5) ExFT это SL(5)
вращение

ĒM
A = OM

NEN
A = (δM

N +ΩM
N )EN

A, (42)

с последующей репараметризацией

E′
M

AE′
N

BmAB = ĒM
AĒN

BmAB,

E′
M

A = e
φ′

2





e′−1/2e′m
a e′1/2V ′a

0 e′1/2



 .
(43)

Матрица поворота

OM
N =





δm
n 0

1
3! ǫmpqrΩ

pqr 1



 , (44)

где для тривектора предполагается три–Киллинговый
анзац Ωm1m2m3 = 1

3!ρ
i1i2i3ki1

m1ki2
m2ki3

m3 , ρi1i2i3 —
постоянный антисимметричный тензор.

Для того чтобы после такого поворота e′m
a, V ′km, φ′

было решением супергравитации должны выполнять-
ся обобщенное уравнения Янга–Бакстера (gCYBE)
и условие унимодулярности [32]











6ρ[i2|i7j1ρ|i3i4|j2fj1j2
|i5] + ρj1j2[i2ρi3i4i5]fj1j2

i7 = 0,

(gCYBE),

fi1i2
j1ri1i2j2 = 0, (унимодулярность),

(45)
где ki1

m∂mki2
n − ki2

m∂mki1
n = fi1i2

i3ki3
n. Такое вра-

щение называется обобщенной унимодулярной дефор-
мацией Янга–Бакстера. Однако мы ожидаем, что ана-
логично 10–мерному случаю, обобщенные неунимо-
дулярные деформации Янга–Бакстера порождают ре-
шения обобщенной 11D супергравитации с бивекто-
ром Jmn = ki1

mki4
nρi1i2i3fi2i3

i4 6= 0. С точки зре-
ния развитого выше потокового подхода ExFT это под-
тверждается тем, что при такой деформации потоки
преобразуются как

δρFAB,C
D = Em

CE
n
AE

k
BEl

DJ lpǫkmnp+

+ (gCY BE), δρR[ḡ(7)] = 0. (46)

Таким образом уравнения 11D супергравитации бу-
дут по-прежнему удовлетворяться после обобщенной
унимодулярной деформации Янга–Бакстера, посколь-
ку потоки ExFT не изменяются. Но для решений де-
формированных обобщенными неунимодулярными де-
формирмациями Янга–Бакстера выполняющиеся урав-
нения должны быть модифицированы и отличаются
от супергравитационных.

2.3. Условия на Jmn из тождеств Бьянки

Потоки SL(5) ExFT (38) удовлетворяют тождествам
Бьянки

0 =
3

2
∂[ABF|DF,|C]

E −
1

2
∂DFFAB,C

E+

+ ∂CGFDF,[A
GδB]

E −
1

4
δC

E∂BGFDF,A
G+

+
1

4
δC

E∂AGFDF,B
G −FBG,C

EFDF,A
G+

+ FAG,C
EFDF,B

G + FAB,G
EFDF,C

G−

−FAB,C
GFDF,G

E , (47)

которые должны выполняться и после деформации
(46), что накладывает условия на Jmn

LeaJ
kl + Jnl∂nφ ea

k = 0, Jmn∂nφ = 0,

∇m

(

e−φImn
)

= 0, Jm[nJkl] = 0,
(48)

где Imn = J [mn]. Эти уравнения являются естествен-
ным обобщением уравнений для Im в 10–мерном
случае. Первое уравнение может быть записано как
∇(mJnk) = 0, что говорит о том, что Smn = J (mn)

тензор Киллинга для деформированного фона.
Также дополнительно получаются условия линейные

по V m = 1
3!ε

mnklCnkl:

∇[mZn] −
1

3
JklFmnkl = 0,

∇k

(

e−φJk[lV p]
)

= 0,

∇k(J
(pl)V k)−∇k(V

(pJ l)k) = 0.

(49)

где

Zm = ∂mφ−
2

3
εmnklI

nkV l. (50)
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EM
A

FAB,C
D

EoMs(FAB,C
D)=0

EoMsSUGRA(h, C, φ) = 0

E′

M
A = (OM

NEN
A)|C−фрейм

F ′

AB,C
D = FAB,C

D + δJFAB,C
D

EoMs(F ′

AB,C
D − δJFAB,C

D)=0

EoMsJ(h
′, C′, φ′) = 0

Рис. 2. Обобщенная 11D супергравитация из потоковых сдвигов

2.4. Уравнения обобщенной 11D супергравитации

Аналогично 10–мерному случаю, мы строим моди-
фицированные уравнения, которым будут удовлетво-
рять фоны получающиеся из решений 11D супергра-

витации при обобщенных неунимодулярных деформа-
циях Янга–Бакстера, следуя процедуре рис. 2.

В результате мы находим обобщенные уравнения
11D супергравитации (ниже у всех полей опущены
штрихи)

0 = Rmn[h(4)]− 7 ∇̃(mZn) −
1

3
hmn(∇V ) + 8(1 + V 2)

(

SmnJ
k
k − 2Jk

(mJn)k

)

+

+ 4VmVn

(

JklJkl − 2JklJlk

)

+ 4VkVl

(

4J(m
kJn)

l − Jk
(mJ l

n) − 2SklSmn

)

+

+ 8VkV(m

(

2J l
n)J

k
l − 2Sn)

kJ l
l + JklJn)l

)

,

0 =
1

7
e2φR[ḡ(7)] +

1

6
(∇V )2 + ∇̃mZm − 6ZmZm − 2JmnJmn +

4

3
JmnJ

nm,

0 = ∇̃mFmnkl − 6ZmFmnkl + 6
(

2JpmCm[nkJl]p − JpmJp[nCkl]m

)

,

0 = Rµν [ḡ(7)]−
1

7
ḡµνR[ḡ(7)],

(51)

где Fmnkl = 4∂[mCnkl], ∇V = ∇mV m и

∇̃m = ∇m − ∂mφ . (52)

Zm и Fmnkl должны удовлетворять

∇[mZn] −
1

3
IklFmnkl = 0. (53)

При Jmn = 0 эти уравнения воспроизводят уравнения
11D супергравитации [31].

Наконец отметим, что при редукции, то есть когда
есть вектор Киллинга k∗

m, коммутирующий со всеми
остальными векторами Киллинга f∗α

i4 = 0, в адапти-
рованной системе координат, для которой k∗

m = δ∗
m

и kγ
∗ = 0 (m = (∗, m̄), мы получаем

Jmn = ρi1i2i3fi2i3
i4ki1

mki4
n −→

i=(∗,α),m=(∗,m̄)
Im̄ ≡

≡ J∗m̄ = ρ∗αβfαβ
γkγ

m̄, (54)

что означает, что при редукции би-вектор Jmn обоб-
щения 11D супергравитации порождает вектор Im

обобщенной 10D супергравитации.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе был предложен новый способ
построения уравнений обобщенной 10D супергравита-
ции при помощи неунимодулярных деформаций Янга–
Бакстера. Такой способ технически проще, чем вывод
уравнений из решения условий каппа–симметричности
струны. Более того, этот подход был обобщен на 11-
мерный случай. При помощи обобщенных неунимо-
дулярных деформаций Янга–Бакстера были получены
обобщенные уравнения 11D супергравитации. Соглас-
но общей интуиции обобщения 11D супергравитации
быть не должно, так как появление обобщенной 10D
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супергравитации было связано с нарушением Вейлев-
ской симметрии RNS струны на таком фоне до мас-
штабной, чего нельзя добиться для мембран. Однако
мы предполагаем, что предложенное нами обобщение
возможно, так как оно появляется в результате яв-
ного нарушения GL(11) симметрии диффеоморфизмов
до GL(7)×GL(4). Каппа-инвариантность мембраны на
фоне, решающем полученные уравнения, остается от-
крытым вопросом для дальнейшего исследования.

Благодарности

Автор выражает благодарность своему научному ру-
ководителю Э. Т. Мусаеву за регулярные обсуждения
и всестороннюю помощь в научной работе, а также
И.В. Бахматову, Л.Н. Астраханцеву, A. Catal-Ozer
и N.S. Deger.

Работа выполнена при финансовой поддержке Рос-
сийского научного фонда (грант RSCF-20-72-10144).

[1] Witten E. // Nucl. Phys. B. 1995. 443. P. 85.
[2] Townsend P. K. // CTP Summer School in High-energy

Physics and Cosmology. 1996. 33. P. 385.
[3] Duff M. J. // Theoretical Advanced Study Institute in

Elementary Particle Physics (TASI 96): Fields, Strings,
and Duality, 1996.

[4] Howe P. S., Tucker R. W. // Journal of Physics A:
Mathematical and General. 1977. 10, №.9. P. L155.

[5] Bergshoeff E., Sezgin E., Townsend P. K. // Phys. Lett.
B. 1987. 189. P. 75.

[6] Bergshoeff E., Sezgin E., Townsend P. K. // Annals.
Phys. 1988. 185. P. 330.

[7] Bandos I. A., Sorokin D. P., Tonin M., Pasti P., Volkov
D. V. // Nucl. Phys. B. 1995. 446. P. 79.

[8] Sorokin D. P. // Phys. Rept. 2000. 329. P. 1.
[9] Ramond P. // Phys. Rev. D. 1971 3. P. 2415.

[10] Neveu A., Schwarz J. // Nucl. Phys. B. 1971. 31. P. 86.
[11] Callan C. G., Thorlaciu L. // Theoretical Advanced Study

Institute in Elementary Particle Physics: Particles, Strings
and Supernovae (TASI 88). 1989. 3.

[12] Callan C. G., Lovelace C, Nappi C. R., Yost S. A. // Nucl.
Phys. B. 1987. 288. P. 25.

[13] Callan C. G., Martinec E., Perry M., Friedan D. // Nucl.
Phys. B. 1985. 262. P. 593.

[14] Green M. B., Schwarz J. H. // Nucl. Phys. B. 1984. 136.
P. 367.

[15] Green M. B., Schwarz J. H. // Nucl. Phys. B. 1984. 243.
P. 285.

[16] Arutyunov G., Borsato R., Frolov S. // JHEP. 2015. 12.

P. 049.
[17] Arutyunov G., Frolov S., Hoare B., Roiban R., Tseytlin

A. A. // Nucl. Phys. B. 2016. 903. P. 262.
[18] Wulff L., Tseytlin A. A. // JHEP. 2016. 06. P. 174.
[19] Fernandez-Melgarejo J. J., Sakamoto J.-I., Sakatani Y.,

Yoshida K. // Phys. Rev. Lett. 2019. 122. P. 111602.
[20] Hughes J., Liu J., Polchinski J. // Phys. Lett. B. 1986.

180. P. 370.
[21] Bena I., Polchinski J., Roiban R. // Phys. Rev. D. 2004.

69. P. 046002.
[22] Delduc F., Magro M., Vicedo B. // JHEP. 2013. 11.

P. 192.
[23] Geissbuhler D., Marques D., Nunez C., Penas V. //

JHEP. 2013. 06. P. 101.
[24] Bakhmatov I., Kelekci O., Colgain E. O., Sheikh-Jabbari

M. M. // Phys. Rev. D. 2018. 98. P. 021901.
[25] Bakhmatov I., Colgain E. O., Sheikh-Jabbari M. M.,

Yavartanoo H. // JHEP. 2018. 06. P. 161.
[26] Bakhmatov I., Musaev E. T. // JHEP. 2019. 01. P. 140.
[27] Samtleben H., Weidne M. // Nucl. Phys. B. 2005. 725.

P. 383.
[28] Hohm O., Samtleben H. // Phys. Rev. Lett. 2013. 111.

P. 231601.
[29] Musaev E. T. // JHEP. 2016. 02. P. 012.
[30] Blair C. D. A. Malek, E. // JHEP. 2015. 03. P. 144.
[31] Bakhmatov I., Gubarev K., Musaev E. T. // JHEP. 2020.

05. P. 113.
[32] Gubarev K., Musaev E. T. // Phys. Rev. D. 2021. 103.

P. 066021.

Generalized supergravuty from polyvector deformations
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We propose a method for constructing equations of generalized 10D supergravity using non-unimodular bi–Killing Yang–Baxter
deformations. The presented approach is generalized to the 11-dimensional case. Using non-unimodular three–Killing generalized
Yang–Baxter deformations, a generalization of the equations of 11D supergravity is obtained.
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