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В данной работе приводятся результаты численного и аналитического исследования двухслойных
явных и неявных разностных схем для уравнения Кортевега–деВриза. На эйлеровых расчетных
сетках удовлетворительное численное решение было получено только при использовании явно–
неявной разностной схемы типа Кранка–Николса 2-го порядка аппроксимации по временной t

и пространственной x переменным. Полностью неявная двухслойная схема 1-го порядка по времени
t и 2-го по пространству x, хотя и является абсолютно устойчивой, но наличие большой схемной
вязкости приводит к существенному искажению решения.

Применение подвижных сеток с динамической адаптацией позволило получить численные реше-
ния высокой точности не только для схем типа Кранка–Николса, но и для семейства полностью
неявных двухслойных схем 1-го порядка по времени t и 2-го по пространству x.

Важным достоинством рассматриваемых схем является их простота и прозрачность базовых
математических конструкций.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория нелинейных волн является довольно моло-
дой наукой, несмотря на то что первые исследования
велись еще в XIX веке и были связаны с задачами
газо- и гидродинамики, включающими в себя ряд инте-
ресных проблем прикладного и фундаментального ха-
рактера [1]. Основное становление теории нелинейных
волн, как науки произошло в 60-х–70-х годах прошло-
го века в связи с развитием вычислительной техники
и математики в целом, что сделало возможным анализ
огромных и растущих данных, сопровождающих мно-
гомерную нелинейную динамику.

Первоначально уравнение Кортевега–де Вриза (КдВ)
возникло из потребностей гидродинамики [2, 3], свя-
занных с распространением нелинейных уединенных
волн на мелкой воде [4, 5], закончившихся открытием
солитона [6].

Солитонами называют уединенные волны, сохраня-
ющие свою форму и скорость с течением времени. При
взаимодействии между собой солитоны сначала дефор-
мируются, а потом восстанавливают свои исходные па-
раметры. При этом единственным результатом взаимо-
действия солитонов может быть некоторый сдвиг фаз.
Отличительной особенностью уравнения КдВ являет-
ся тот факт, что любое начальное возмущение, экспо-
ненциально спадающее на бесконечности, с течением
времени эволюционирует в конечный набор солитонов,
разнесенных в пространстве.
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В настоящее время процессам возникновения и раз-
вития уединенных волн уделяется повышенное внима-
ние, что определяется обширной областью существо-
вания подобных явлений.

Актуальность исследований определяется тем, что
подобные волновые явления изучаются во многих об-
ластях современной физики: гидродинамики [7], нели-
нейной оптики [8], физика плазмы [9, 10] и твердо-
го тела [11]. Сложность исследуемых проблем при-
водит к необходимости разработки новых методов
и подходов.

Методы решения уравнения КдВ активно развива-
ются, поскольку солитоны используются в исследова-
нии и решении нелинейных волновых уравнений [12]
во многих областях [13]. Для численного решения
уравнения КдВ использовались различные методы: Га-
леркина [14–16], коллокаций [17, 18], конечных эле-
ментов [19–21], конечно–разностные [22–30] и др. Вы-
бор того или иного метода численного решения не
только во многом определяет качество численного мо-
делирования, но и сложность или простоту реализации
того или иного вычислительного алгоритма, что тоже
является весьма важным.

Уравнение КдВ представляет собой важный инстру-
мент изучения нелинейных волн, поэтому способ по-
строения оптимальной технологии решения данного
уравнения в различных условиях остается актуальным.

В работах [31, 32] уже было представлено численное
и аналитическое исследование семейства двухслойных
разностных схем на эйлеровой сетке для уравнения
КдВ, включающее в себя как явную, так и неявные
схемы. В связи с необходимостью повышения точности
численного решения уравнения КдВ возникла необхо-
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димость применения подвижных сеток с динамической
адаптацией [33]. До настоящего времени данный во-
прос практически не был исследован.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Уравнение Кортевега–де Вриза можно представить
следующим образом

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
+ β

∂3u

∂x3
= 0, t > 0, −∞ < x < +∞. (1)

По общепринятой терминологии второй член в урав-
нении (1) называют нелинейным, а третий — дисперси-
онным. В целом уравнение КдВ описывает эволюцию
слабо нелинейных длинноволновых возмущений в сре-
де с дисперсией в области высоких частот.

Воспользовавшись спектральным подходом [34],
можно показать, что дисперсия, как и диссипация, мо-
жет препятствовать опрокидыванию волны. Физически
это связано с тем, что различные спектральные ком-
поненты распространяются с различными скоростями,
что ограничивает накопление нелинейных эффектов,
которые приводят к появлению бесконечно быстрых из-
менений профиля. В итоге, солитон образуется, когда
нелинейный член в уравнении (1) уравновешивается
дисперсионным:

α
u2

2
∼ βuxx

и представляет собой стационарный бегущий однопо-
лярный импульс

u (x, t) =
A

ch [(x− x0 − V t) /δ]
2 (2)

с амплитудой A = 3V /α, полушириной δ =
√

4β/V
на уровне 0.42A, движущийся в направлении оси X
со скоростью V . В дальнейшем именно солитонное ре-
шение (2) будет использоваться в качестве начального
условия.

В случае преобладания нелинейного члена, началь-
ное возмущение эволюционирует в группу солитонов,
количество которых зависит от конкретного вида на-
чального условия. Если преобладает дисперсионный
член, то начальное возмущение тоже эволюциониру-
ет в солитон, но при этом образуются кноидальные
волны — периодические решения уравнения КдВ.

С учетом граничных и начальных условий задача
формулируется следующим образом:

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
+ β

∂3u

∂x3
= 0,

t > 0, −∞ < x < +∞,

t = 0 : u (x, 0) =
A

ch [(x− x0) /δ]
2 ,

x = 0 :
∂2u

∂x2
= 0,

x = xR : u = 0,
∂u

∂x
= 0.

Для удобства была выбрана достаточно большая рас-
четная область[0, xR], исключающая влияние границ
на решение.

Поскольку основной целью данной работы был по-
иск оптимальной технологии решения во всевозмож-
ных условиях, то было решено воспользоваться мето-
дом динамической адаптации.

2. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ В ПОДВИЖНОЙ
СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

В основе метода динамической адаптации лежит
процедура перехода из физического пространства Ωx, t

с декартовой системой координат и переменными (x, t)
в некоторое пространство Ωq, τ с произвольной неста-
ционарной системой координат и переменными (q, τ).
Произвольность нестационарной системы координат
означает, что скорость этой системы координат заранее
неизвестна и должна быть определена в ходе решения.
Переход к произвольной нестационарной системе ко-
ординат позволяет сформулировать задачу построения
и адаптации расчетных сеток на дифференциальном
уровне, в связи, с чем в полученной математической
модели часть дифференциальных уравнений описыва-
ет физические процессы, а другой описывает поведение
узлов сетки [35, 36]. Это позволяет адаптировать сетки
к различным особенностям решения, такие как: боль-
шие градиенты [35, 37, 38] перемещение границ [39–
43] и разрывные решения [33, 36, 44, 45]. Особенно-
стью рассматриваемого уравнения КдВ является нали-
чие солитонного решения, перемещающегося на боль-
шие расстояния с постоянной скоростью V . Именно
эта особенность будет учтена при построении динами-
чески адаптирующейся сетки, используемой для чис-
ленного решения нелинейного уравнения КдВ.

Пусть (x, t) исходные независимые переменные,
определяющие эйлерову систему координат. Переход
из физического пространства с независимыми пере-
менными (x, t), определяющими эйлерову систему ко-
ординат Ωx,t : xo ≤ x ≤ xR, t > 0 к произволь-
ной нестационарной системе координат с переменны-
ми (q, τ) некоторого расчетного пространства Ωq,τ :
qo ≤ q ≤ qR, τ > 0 осуществляется с помощью за-

мены переменных общего вида x=f(q, τ), t = τ ,
которой соответствует однозначное невырожденное об-
ратное преобразование q=ϕ(x, t) 8 t=τ.

Дифференциальные операторы при переходе из од-
ной системы в другую связаны между собой следую-
щим образом:
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∂·

∂ t
=
∂·

∂ τ
+
Q

ψ

∂·

∂ q
;

∂·

∂ x
=
1

ψ

∂·

∂ q
;

∂3·

∂ x3
=
1

ψ

∂·

∂ q

1

ψ

∂

∂ q

1

ψ

∂

∂ q
,

где ψ — метрический коэффициент, Q — функция,
в общем случае зависящая от искомого решения и,
имеющая смысл скорости:

Q =
∂ x

∂ τ
, ψ =

∂ x

∂ q
. (3)

Из (3) следует уравнение непрерывности для метри-
ческого коэффициента:

∂ψ

∂τ
=
∂Q

∂q
, (4)

представляющее собой уравнение обратного преобра-
зования.

Тогда с учетом (4) уравнение (1) в новой системе
координат может быть представлено в недивергентной
форме совместно с уравнением обратного преобразова-
ния

∂u

∂τ
+

(αu−Q)

ψ

∂u

∂q
+
β

ψ

∂

∂q

[

1

ψ

∂

∂q

(

1

ψ

∂u

∂q

)]

= 0, (5)

∂ψ

∂τ
=
∂Q

∂q
.

В дивергентной форме уравнение (5) имеет вид

∂(ψu)

∂τ
+

∂

∂q

[

α
u2

2
−Qu

]

+ β
∂

∂q

[

1

ψ

∂

∂q

(

1

ψ

∂u

∂q

)]

= 0.

(6)
В методе динамической адаптации уравнение в неди-

вергентной форме обычно используется для определе-
ния функции Q, а в дивергентной — для построения
консервативных разностных схем.

Подчеркнём, что особенностью солитонного решения
уравнения КдВ является распространение возмущения
на большие расстояния без изменения (т. е. с сохра-
нением первоначального пространственного профиля)
с постоянной скоростью V .

Основываясь на этой особенности, метрический ко-
эффициент может быть принят постоянным ψ = const
в течение всего процесса решения. Для удобства по-
стоянную выбирают равной единице:

ψ = 1.

В этом случае уравнения обратного преобразования ко-
ординат приобретает вид

∂x

∂τ
= Q. (7)

При этом уравнения (5), (6) преобразуются к более
простому виду:

∂u

∂τ
+ (αu−Q)

∂u

∂q
+ β

∂3u

∂q3
= 0, (8)

∂u

∂τ
+

∂

∂q

[

α
u2

2
−Qu

]

+ β
∂3u

∂q3
= 0. (9)

Определим функцию преобразования исходя из
принципа квазистационарности [38], согласно которо-
му в недивергентном уравнении (8) предполагается вы-
полнение равенства ∂u/∂τ = 0. В итоге получаем в яв-
ной форме выражение для определения скорости Q:

Q = αu+ β
∂3u

∂q3

/

∂u

∂q
. (10)

Для упрощения полученного выражения восполь-
зуемся аналитической записью солитонного решения
в форме

u(q, τ) =
3V

α ch
[

q
√

V /(4β)
]2 .

Подставляя его в (10), и, выполняя необходимое диф-
ференцирование, получим простое равенство Q = V ,
характеризующее собой подвижную систему коорди-
нат, двигающуюся со скоростью солитона V .

Подобное проявление динамической адаптации
встречалось в задаче о взаимодействии аннигилирую-
щих импульсов [45].

Окончательная постановка задачи в переменных
(q, τ) с использованием дивергентной формы урав-
нения (9), уравнения обратного преобразования (7)
и необходимых краевых условий принимает вид:

∂u

∂τ
+
∂
(

αu2

2

)

∂q
−
∂ (Qu)

∂q
+ β

∂3u

∂q3
= 0, (11)

∂x

∂τ
= Q, (12)

0 < q < qR, τ > 0

Граничные и начальные условия:

τ = 0 : u (q, 0) =
A

ch [(q − q0) /δ]
2 ,

q = 0 :
∂2u

∂q2
= 0, Q (0, τ) = V,

q = qR : u = 0,
∂u

∂q
= 0, Q (qR, τ) = V

3. КОНЕЧНО–РАЗНОСТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

В расчетном пространстве Ωq, τ рассмотрим вычис-
лительную сетку ω∆τ

∆q :
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ω∆τ
∆q =

{

(

qm, τ
k
)

,
(

qm+ 1

2

, τk
)

: qm+1 = qm +∆q, qm+ 1

2

= qm + ∆q

2 ,

τk+1 = τk +∆τ, m = 0, ..., N ; k = 0, ...,K

}

(13)

При этом функции xkm, u
k
m относятся к целым узлам сетки.

На сетке (13) запишем семейства разностных схем для уравнений (11), (12) в виде:

(

uk+1
m − ukm

)

−Q
∆τ

∆q

(

uk+σ
m+1/2 − uk+σ

m−1/2

)

+ α
∆τ

∆q







(

uk+σ
m+1/2

)2

2
−

(

uk+σ
m−1/2

)2

2






+

+
β

2

∆τ

∆q3
(

uk+σ
m+2 − 2uk+σ

m+1 + 2uk+σ
m−1 − uk+σ

m−2

)

= 0,

xk+1
m = xkm +Q∆τ.

(14)

где um−1/2 = um+um−1

2 , uk+σ
m = (1− σ) ukm + σuk+1

m , σ — весовой множитель, определяющий степень неявности
разностной схемы.

При всех значениях σ 6= 0.5 схема (14) имеет 1-й по-
рядок аппроксимации по времени. В случае σ = 0.5
выражение (14) представляет собой неявную схему ти-
па Кранка–Николсона со 2-м порядком аппроксимации
по времени. При всех значениях σ реализован 2-й по-
рядок аппроксимации по пространству.

Таким образом, была построена равномерная вычис-
лительная сетка, где все узлы двигаются с одинаковой
скоростью Q равной скорости солитона V , найденной
исходя из аналитического решения (2).

4. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Для численного тестирования использовались сле-
дующие параметры:

– параметры уравнения:α = 6, β = 1;
– параметры начального условия солитона (2):

x0 = 10, V = 4, A = 2, δ = 1;
– размер изначальной расчетной области L = 20,

число узлов N = 80, т.е. величина пространственного
шага ∆q = 0.25;

– шаг интегрирования выбирался автоматически ис-
ходя из заданной точности равной 10−9 и максималь-
ного числа итераций равного 3.

На рис. 1, б показано решение с использованием схе-
мы типа Кранка–Николсона (σ = 0.5) на момент време-
ни t = 100, когда солитон сместился из начального по-
ложение на расстояние 400δ. Численный эксперимент
показал, что, выбирая функцию Q из соотношения (2)
можно значительно улучшить качество решения. От-
ставание от аналитического решения составило при-
мерно δ, в то время как на эйлеровой сетке [31, 32]
отставание составило ≈ 4δ.Таким образом, было пока-
зано, что численное решение с гораздо лучшей точно-
стью сохраняет амплитуду солитона в течение всего
расчетного времени.

Применение подвижных сеток с динамической адап-
тацией [33] позволило получить численные решения
высокой точности не только для схем типа Кранка-

Рис. 1. a — начальное условие (t=0); Сравнение численного
решения с использованием схемы (14) с аналитическим на
момент времени t=100 при σ = 0.5 (б) и σ = 1 (в)

Николса, но и для семейства полностью неявных 2-
хслойных схем 1-го порядка по времени t и 2-го по
пространству x. Численные решения, представленные
на рис. 1, б и рис. 1, в практически не различаются.

При этом удалось значительно, примерно в 8.5 раз,
увеличить величину шага по времени (рис. 2).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе на основе метода динамической адаптации
построено семейство двухслойных разностных схем,
эффективность которых исследовалась численно. Ес-
ли на эйлеровых расчетных сетках приемлемое реше-
ние удалось получить только для схем типа Кранка–
Николса [31, 32], то с помощью применения подвиж-
ных сеток удалось существенно повысить точность ре-
шения и получить хорошие результаты в том числе для
семейства полностью неявных двухслойных схем 1-го

УЗФФ 2022 2210702–4
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Рис. 2. Сравнение шага по времени при использовании схемы
(14) на подвижной сетке при σ = 0.5 со схемой типа Кранка–
Николсона на стационарной сетке

порядка по времени t и 2-го по пространству x. Так-
же удалось значительно увеличить величину шага по
времени, что в свою очередь приводит к уменьшению
времени счета. Еще одним из достоинств, предложен-
ных схем является их простота и прозрачность базовых
математических конструкций.
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Numerical solution of the Korteweg–deVries equation on a moving grid
using two–layer difference schemes

E.N. Bykovskaya
Keldysh Institute of Applied Mathematics of Russian Academy of Sciences (KIAM RAS)

Moscow, 125047 Russia
E-mail: bykovel54@yandex.ru

This paper presents the results of a numerical and analytical study of 2-layer explicit and implicit difference schemes for the
KdV equation. On Eulerian computational grids, a satisfactory numerical solution was obtained only when using an explicit-implicit
difference scheme of the Crank-Nichols type of the second order of approximation in time t and spatial x variables. A completely
implicit 2-layer scheme of the 1st order in time t and 2nd in the space x, although it is absolutely stable, but the presence of a
high schematic viscosity leads to a significant distortion of the solution. The use of moving grids with dynamic adaptation made it
possible to obtain high-precision numerical solutions not only for Crank-Nichols-type schemes, but also for a family of completely
implicit 2-layer schemes of the 1st order in time t and 2nd in space x. An important advantage of the considered schemes is their
simplicity and transparency of the basic mathematical constructions.
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