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Рассчитано поле поверхностной акустической волны в системе «слой вязкой жидкости-упругая
подложка» с учетом сдвиговых компонент в жидкости. Решено дисперсионное уравнение и рассчи-
таны амплитуды поверхностной волны. Рассчитано радиационное давление, возникающее в вязкой
жидкости со стороны стоячей поверхностной волны и действующее на элемент объема за счет
нелинейности уравнений движения, и создаваемые им акустические течения. Показано, что учет
вязкости изменяет пространственное распределение радиационного давления. Затухание волны вы-
зывает дополнительную тенденцию к сбору взвешенных частиц в центре системы. Сдвиговые ком-
поненты приводят к значительным градиентам радиационного давления вблизи границы раздела
сред. Они играют определяющую роль в формировании упорядоченных ансамблей взвешенных
частиц на последнем этапе процесса самоорганизации.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время активно развиваются методики
построения искусственных материалов и сред с зара-
нее заданными характеристиками. К таким материалам
можно отнести метаматериалы, обладающие необыч-
ными для естественных сред свойствами, в частности,
фотонные и фононные кристаллы. Для создания в них
периодической структуры используется, например, ме-
тод осаждения наночастиц, взвешенных в коллоидном
растворе, в процессе диссипативной самосборки [1, 2].
Этот метод может быть расширен за счет приложения
внешних полей, например, акустического или электро-
магнитного, для управления процессом формирования
структуры и ее параметрами. Проведенные ранее экс-
периментальные [1, 3] и теоретические [2] исследова-
ния показали возможность и эффективность методики,
основанной на формировании стоячей поверхностной
акустической волны (ПАВ) в жидком слое на упругой
подложке.

Однако в предыдущих работах влияние вязкости
на структуру формируемых в жидком слое радиаци-
онных сил было рассмотрено в очень упрощенной по-
становке. Не учитывалось наличие сдвиговых компо-
нент акустического поля в вязкой жидкости [2], что
привело к неточной записи дисперсионного уравнения
и амплитудных характеристик. Как следствие, может
измениться не только пространственная структура аку-
стических полей и радиационных сил, но и динамика
акустических потоков и частиц в них. В частности,
вязкость может оказывать и положительное действие,
уменьшая влияние броуновского движения мелких ча-
стиц и способствуя формированию кластеров наноча-
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стиц. Таким образом, необходимо дальнейшее иссле-
дование структуры ПАВ с учетом вязкости для опре-
деления оптимальных условий и параметров акустиче-
ского поля для формирования периодических структур
при осаждении наночастиц.

Целью данной работы является расчет полей ради-
ационных сил и создаваемых ими акустических тече-
ний в слоистых структурах с учетом вязкости жидко-
сти и сравнение полученных результатов с итогами,
сделанными ранее без учета вязкости.

1. ГЕОМЕТРИЯ ЗАДАЧИ

Геометрия задачи следующая. Граница раздела полу-
пространств расположена при z = 0, ось z направлена
вниз. Упругое тело заполняет полупространство z > 0.
Вязкая жидкость занимает слой −h < z < 0. Сверху
при −∞ < z < −h находится вакуум. Вдоль грани-
цы раздела в положительном и отрицательном направ-
лениях оси x распространяются навстречу друг дру-
гу две поверхностные волны одинаковой частоты, фор-
мируя стоячую волну. При этом поля этих встречных
волн будут симметричны относительно точки x = 0.
Рассматривается двумерная задача.

Рис. 1. Геометрия задачи
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2. АКУСТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В РАССМАТРИВАЕМОЙ
СИСТЕМЕ

Акустическое поле в вязкой жидкости. Поле ма-
лой амплитуды описывается системой линеаризован-
ных уравнений Навье-Стокса, непрерывности и состо-
яния:

ρ0
∂u

∂t
= −∇p

′
+ η△u+

(
ξ +

η

3

)
graddivu,

∂ρ
′

∂t
+ ρ0divu = 0,

p
′
= ρ

′
c20.

(1)

Методика расчета поля поверхностной волны стан-
дартна [4] и отличается, главным образом, учетом
сдвиговых компонент в жидкости. Ранее было по-
лучено, что акустическое поле, представляемое как
u = ∇φ + rotA, в исследуемой системе описывается
следующими уравнениями [5]:

φ =
(
B1e

−irz +B2e
irz

)
e−i(ωt−kx),

A =
(
C1e

−iκz + C2e
iκz

)
e−i(ωt−kx),

(2)

r2 =
k20 − k2 + iωb

ρ0c20
k2

1− iωb
ρ0c20

где k0 = ω
c0

— волновое число в жидкости, k = ω
c , c —

искомая скорость поверхностной волны, κ2 = iωρ0

η −k2,
B1,2, C1,2 — амплитуды соответствующих потенциа-
лов. В упругой среде получаем соответственно:

Φ = De−qze−i(ωt−kx),

Ψ=Fe−sze−i(ωt−kx),

q =
√
k2 − k2l ,

s =
√
k2 − k2t .

(3)

Здесь введены волновые числа kl = ω
cl

— для про-
дольных волн и kt = ω

ct
— для поперечных волн.

Встречную бегущую ПАВ получаем из выражений (2)
и (3) заменой k → −k. Стоячая ПАВ формируется сум-
мой этих двух волн.

Для расчета параметров акустической волны необ-
ходимо учесть граничные условия. В исследуемой за-
даче их должно быть 6: равенство нормальных и ка-
сательных смещений и напряжений на границе «жид-
кий слой-упругое полупространство» и равенство нулю
нормальных и касательных напряжений на свободной
поверхности жидкости [6]. Подстановка потенциалов
(2) и (3) в эти граничные условия приводит к дис-
персионному уравнению det∆ (k) = 0, матрица ∆(k)
которого имеет вид [5]:


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ω
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Таким образом, акустическое поле состоит из двух
потенциальных и двух сдвиговых компонент в вяз-
ком жидком слое и двух компонент в упругом по-
лупространстве. Поскольку решается однородная за-
дача без источника, одну из амплитуд можно задать
произвольно. Поэтому будем нормировать все ампли-
туды на амплитуду сдвиговой компоненты в упругом
полупространстве. Так как определитель равен нулю,
то уравнения линейно зависимы и, следовательно, од-
но из них можно вычеркнуть. Выберем пятое в си-
лу наибольшей громоздкости. Затем переносим по-
следний столбец в правую часть. Применяя формулы
Крамера, находим амплитуды скалярного и векторного
потенциалов.

Привести аналитически выражения для амплитуд
с учетом вязкости затруднительно, в силу громозд-

кости, но для понимания структуры поля необходимо
привести формулы для стоячей волны в случае отсут-
ствия вязкости [2]:

ux =
k

r
U0 sin r(z + h) sin kx sinωt,

uz = −U0 cos r(z + h) cos kx sinωt,

p
′
= −ρ0ω

r
U0 sin r(z + h) cos kx cosωt,

U0 =
2ωq

cos rh

k2t
(k2 + s2)

V0,

где V0 — произвольный амплитудный множитель,
с точностью до которого решается задача о распро-
странении поверхностной волны. В случае решения за-
дачи излучения такой волны этот множитель связан
с амплитудой источника.
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Скорость ПАВ в рассматриваемой системе была рас-
считана в работе [6]. Было показано, что вязкость
не приводит к значимым изменениям скорости. Поэто-
му для дальнейших расчетов использовалась скорость,
полученная из случая в отсутствии вязкости.

3. РАДИАЦИОННЫЕ СИЛЫ

На взвешенные в жидкости частицы действует ради-
ационная сила со стороны акустического поля. Обычно
радиационную силу в этом случае связывают с раз-
ностью импульсов, действующих на частицу с раз-
ных сторон [7, 8]. Когда волна падает на частицу, то
она рассеивается, и импульсы с передней и задней сто-
рон различаются. В результате усреднения получается
ненулевая сила, направленная в сторону уменьшения
импульса. При этом нелинейный параметр жидкости
в выражения для радиационного давления не входит
и, следовательно, нелинейность уравнений гидродина-
мики никак не влияет на этот механизм. Но эта сила
для частицы с радиусом R и плотностью ρ пропорци-
ональна (kR)4 и для наночастиц несущественна. Дей-
ствительно, в работе [2] получены оценки характерных
значений параметров, определяющих поведение нано-
частицы в акустическом поле, в частности, времени
затухания движения частиц относительно жидкости:

t0 =
2ρ0R

2

9η(1 +R
√
ρω/2η)

+

+R

√
ρ0
2ηω

(1 + (2R/9)
√
ρω/2η)

(1 +R
√
ρω/2η)

.

В первом слагаемом величина 2ρ0R
2

9η для частиц ди-
оксида кремния размером порядка 200 нм [1] оказыва-
ется равной ∼ 10−8 – 10−9 с, поправка, связанная с ча-
стотой, незначительна (∼ 0.1, вплоть до ∼ 1) и не вли-
яет на порядок величины. Второе слагаемое имеет при-
близительно такой же порядок ∼ 10−8 с. Такие времена
соответствуют частотам порядка сотен мегагерц. Соот-
ветственно, для частоты порядка десятков мегагерц па-
раметр ω0t0 является малой величиной. Это означает,
что при воздействии акустических полей с частотами
порядка десятков мегагерц и ниже можно пренебречь
собственным движением частиц малого размера и счи-
тать, что частицы полностью увлекаются жидкостью.

Поэтому при расчете радиационного давления
на взвешенные наночастицы на первый план высту-
пает другой механизм [2], связанный с нелинейно-
стью уравнений гидродинамики и действующий имен-
но на элемент объема жидкости. Наличие нелиней-
ных слагаемых приводит при усреднении по периоду
акустической волны к появлению ненулевой силы —
радиационного давления. При отсутствии нелинейных
членов усреднение, очевидно, давало бы ноль для пе-
риодических процессов. Соответственно, радиационное
давление в этом механизме определяется не парамет-
рами частиц, а нелинейностью исходных уравнений

акустического поля в жидкости. Силы радиационного
давления, в свою очередь, вызывают акустические те-
чения, увлекающие частицы.

Для расчета радиационного давления на элемент
объема жидкости и акустических течений предложены
различные модели и посвящено множество работ. Для
определенности будем исходить из результатов рабо-
ты [9]. В ней на основе гидродинамического подхода
и процедуры разделения быстрых и медленных движе-
ний из полной системы уравнений механики сплошной
среды с учетом нелинейных слагаемых получено выра-
жение для тензора радиационных напряжений в случае
вязкой жидкости [9]:

ΠRAD
ik =

ε

ρ0c20

⟨
p

′2
⟩
δik + ρ0 ⟨uiuk⟩+

+
η

ρ0c20

∂

∂xk

⟨
p

′
ui

⟩
+
ξ+η/3

ρ0c20
δik

∂

∂xl

⟨
p

′
ul

⟩
.

Здесь угловые скобки означают усреднение по пери-
оду акустической волны, ε — параметр нелинейности
жидкости. Сила радиационного давления Fi, действу-
ющая на элемент объема жидкости, выражается через
тензор Πik:

Fi = − ∂

∂xk
Πik.

Влияние вязкости жидкости проявляется в несколь-
ких факторах. Во-первых, появляется затухание потен-
циальной компоненты акустического поля, во-вторых,
появляются сдвиговые компоненты поля, в-третьих,
в тензоре радиационных напряжений появляется до-
полнительное слагаемое. Ясно, что относительная роль
первого и третьего факторов пропорциональна коэф-
фициентам вязкости, и для слабовязких жидкостей
они не должны приводить к радикальному изменению
радиационных сил. Амплитуда же сдвиговых компо-
нент — второй фактор — вблизи границы раздела сред
должна быть одного порядка по сравнению с амплиту-
дами других компонент. Именно роль сдвиговых ком-
понент может быть недооценена. Поэтому далее прове-
дем сравнение пространственных распределений силы
радиационного давления, создаваемой стоячей поверх-
ностной волной, для трех случаев: а — для идеальной
жидкости без вязкости, б — для приближенной моде-
ли жидкости с учетом вязкости для продольной ком-
поненты и без учета сдвиговых компонент (формально
положено C1 = C2 = 0) — рис. 2, в — для точной
модели с учетом сдвиговых компонент — рис. 3.

При расчетах задавались следующие параметры:
плотность жидкости — 1000 кг/м3, плотность подлож-
ки — 2210 кг/м3, скорость звука в жидкости c0 =
1500м/с, в твердом теле: cl = 5570м/с, ct = 3515м/с,
η = 0.00011Па с, ξ = 0.003Па с, b = 0.00315Па с,
ε = 3.5, k

′′
= 0.5м−1 (k

′′
— мнимая часть волнового

числа, ответственная за затухание волны; при постро-
ении увеличена относительно расчетного значения при
заданных η и ξ, чтобы показать роль затухания вдоль
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ба

Рис. 2. Пространственное распределение радиационной силы с учетом вязкости для потенциальной компоненты и без учета
сдвиговых компонент для частоты 1 кГц при k

′′
= 0.5м−1: а — x-компонента, б — z-компонента

оси x). Частота волн принята равной 1 кГц, толщи-
на слоя 0.1 м. В этом случае получаем скорость ПАВ
c = (3128. 99− 3 · 10−8i)м/с.

На рис. 2 представлены горизонтальная и вертикаль-
ная компоненты радиационной силы без учета сдвиго-
вых компонент (формально амплитуды векторного по-
тенциала положены равными нулю). Видно, что вдоль
оси x образуется квазипериодическое распределение.
Если вязкостью пренебречь полностью, то формирует-
ся периодическая синусоидальная структура. В данном
случае за счет затухания акустических волн радиа-
ционная сила увеличивается при удалении от центра
структуры, т.е. появляется дополнительная сила, на-
правленная к середине при x = 0 (точки симметрии
встречных поверхностных волн). Это может способ-
ствовать более эффективному сбору взвешенных ча-
стиц вблизи этой области.

Пространственная структура радиационных сил
с учетом сдвиговых компонент проиллюстрирована
на рис. 3. Из графиков видно, что на расстояниях,
меньших длины волны, у x-компоненты происходит
экспоненциальное затухание поля. Видно, что учет
сдвиговых компонент приводит к появлению значи-
тельных сил, сосредоточенных вблизи границы разде-
ла сред. Это связано с быстрым затуханием и, соот-
ветственно, большим градиентом поля. Хотя область
локализации сдвиговых компонент весьма мала, дости-
гаемые значительные значения силы могут привести
в среднем к существенному воздействию на характер
движения жидкости, причем именно в области вбли-
зи границы. Они могут определять формирующуюся
на подложке структуру при испарении жидкого слоя
со взвешенными частицами. При этом у z-компоненты
эти эффекты гораздо слабее и практически не на-
блюдаются. Важно подчеркнуть, что условие прили-
пания вязкой жидкости к упругому полупространству
здесь автоматически выполняется в силу учета соот-
ветствующего граничного условия. Движение среды
и соответствующие радиационные силы связаны с тем,

что сама граница движется относительно лабораторной
системы отсчета при распространении поверхностной
волны (или колебаниях в стоячей волне). Они игра-
ют определяющую роль в формировании упорядочен-
ных ансамблей взвешенных частиц на последнем этапе
процесса самоорганизации.

4. АКУСТИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ

Наличие ненулевой усредненной радиационной силы
приводит к формированию в жидком слое акустиче-
ских течений. Их структура при малых гидродинами-
ческих числах Рейнольдса рассчитывается на основе
системы уравнений [10]:

−η∆UT = −∇P + F,

где UT — скорость акустического течения, P — дав-
ление потока. Применяя к этому уравнению операцию
rot, получим бигармоническое уравнение для функции
тока ψ:

△(η△ψ + V ) = 0, UTx =
∂ψ

∂z
, UTz =

∂ψ

∂x
.

Здесь V — единственная отличная от нуля компо-
нента векторного потенциала V радиационной силы
(F = rotV +∇S). Уравнение решалось путем его раз-
биения на систему уравнений Пуассона с соответству-
ющими граничными условиями:

η△ψ = −V + ψ̃,

△ψ̃= 0,

△V = −rot F.

При этом скалярный потенциал силы был взят
из случая в отсутствие вязкости, поэтому получившая-
ся картина характеризует качественное поведение аку-
стических течений. Для более точного анализа необхо-
димо в явном виде разделить поле радиационной силы
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Рис. 3. Пространственное распределение радиационной силы с учетом сдвиговых компонент для частоты 1 кГц: а — x-
компонента, 0 ≤ kz ≤ 0.5, б — x-компонента, 0 ≤ kz ≤ 0.000032, в — z-компонента, 0 ≤ kz ≤ 0.5, г — z-компонента,
0 ≤ kz ≤ 0.000032

на скалярную и векторную часть, что сопряжено со
значительными техническими трудностями.

Рис. 4 показывает, что линии тока гуще расположе-
ны в окрестностях линий kx = πn. При этом из-за
наличия затухания при приближении к точке x = 0
площадь контуров уменьшается. При этом из-за изме-
нения волнового числа, пространственный период со-
здаваемой структуры также изменяется.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассчитаны с учетом сдвиговых компо-
нент дисперсионные и амплитудные характеристики
поверхностной волны в слое вязкой жидкости, а так-
же радиационные силы, действующие на элемент объ-
ема жидкости и создаваемые ими акустические тече-

ния. Показано, что вязкость приводит к значимым из-
менениям пространственной структуры радиационных
сил и может привести к улучшению условий образо-
вания упорядоченных ансамблей наночастиц. Допол-
нительная радиационная сила, обусловленная сдвиго-
выми компонентами акустического поля в жидкости,
сосредоточена в узком слое вблизи границы раздела
сред. Однако формирование упорядоченных ансамблей
происходит именно в этой области. Поэтому достигае-
мые радиационной силой в этой области значительные
величины могут являться одним из основных факто-
ров, определяющих движение жидкости и параметры
структуры. Учет вязкости приводит к изменению пове-
дения акустических течений, хотя вблизи границы ни-
каких явных отличий на данный момент не наблюдает-
ся. В дальнейшем планируется более точно рассчитать
вызванные радиационным давлением акустические те-
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Рис. 4. Линии тока акустического течения для частоты 1 кГц при k
′′
= 0.5м−1: а — без учета вязкости, б — с учетом вязкости

чения и движение взвешенных наночастиц в этих те-
чениях.

Статья подготовлена по результатам доклада

на школе-семинаре «Волновые явления: физика и при-
менения» («Волны 2021»).
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The structure of radiation forces in a viscous fluid layer on an elastic half-space and the
acoustic flows generated by them

D.A. Zharkova, V.A. Gusevb

Department of Acoustics, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University
Moscow 119991, Russia

E-mail: adenis.Zharkov2014@yandex.ru, bvgusev@bk.ru

The field of a surface acoustic wave in the system «viscous fluid layer - elastic substrate» is calculated taking into account the
shear components in the fluid. The dispersion equation was solved and the amplitudes of the surface wave were calculated. The
radiation pressure arising in a viscous fluid from the side of a standing surface wave and acting on an element of its volume due
to the nonlinearity of the equations of motion, and the acoustic flows created by it are calculated. It is shown that taking viscosity
into account changes the spatial distribution of radiation pressure. Attenuation of the wave causes an additional tendency for the
assembly of suspended particles in the center of the system. Shear components lead to significant gradients of radiation pressure
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near the interface between the media. They play a decisive role in the formation of ordered ensembles of suspended particles at the
last stage of the self-organization process.

PACS: 43.25.Qp.
Keywords: viscous fluid, surface wave, radiation pressure, acoustic flows.
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