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Èçëàãàåòñÿ íîâûé ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïîëíîãî ñïåêòðà âîëíîâûõ ÷èñåë
èçîòðîïíî-ñëîèñòûõ óïðóãèõ ïëàñòèí ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ëèöåâûõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ. Â òàêîé çàäà÷å ïðè êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî âåùåñòâåí-
íûõ âîëíîâûõ ÷èñåë è áåñêîíå÷íîå (ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ âîëíîâûõ ÷èñåë, ÷òî
è ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü. Çà ïîñëåäíèå ñîðîê ëåò òîëüêî äëÿ äâóõ âèäîâ óïðóãèõ
âîëíîâîäîâ � îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíû è îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî òå-
ëà � ïîëíûé ñïåêòð èçó÷åí îòíîñèòåëüíî äåòàëüíî. Íåñìîòðÿ íà ðàçâèòèå ìíîãèõ ýôôåêòèâíûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âñåãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ âîëíîâûõ
÷èñåë äëÿ âîëí ñ PSV�ïîëÿðèçàöèåé ñëàáî èçó÷åíà, ÷òî è ìîòèâèðîâàëî ðàáîòó. Äëÿ ýòîé öåëè
ïðåäëîæåíû óäîáíûå ìàòðèöû-ïðîïàãàòîðû, ïîëó÷åíû èõ îáðàùåíèÿ â çàìêíóòîì âèäå è ïîñòðîå-
íû àñèìïòîòèêè ïðè áîëüøèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ âîëíîâûõ ÷èñåë. Ïîëó÷åíû â çàìêíóòîì âèäå
äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ è èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ èëè
ìàëûõ ÷àñòîòàõ. Ïðåäëîæåí ìåòîä âûâîäà àñèìïòîòèê âîëíîâûõ ÷èñåë â ñòàòèêå, â äëèííîâîëíî-
âîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå èòåðàöèîííûé àëãîðèòì èõ óòî÷íåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà òî÷íûõ êîìïëåêñíî-
çíà÷íûõ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ. Ïðèâåäåíû ïðèìåð ðàñ÷åòà ñïåêòðà âîëíîâûõ ÷èñåë äëÿ âîëí
Ëýìáà â òðåõñëîéíîé ïëàñòèíå ñ îöåíêîé ÷èñëåííîé è àñèìïòîòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè ìåòîäà. Ïðî-
âåäåí ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ.

PACS: 43.20.Mv , 43.20.Bi. ÓÄÊ: 534.1.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîèñòûå ïëàñòèíû, êîìïëåêñíûå âîëíîâûå ÷èñëà, âîëíû Ëýìáà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñðåäè óïðóãèõ âîëíîâîäîâ êîíå÷íîé òîëùèíû äî íà-
ñòîÿùåãî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî ïîëíî áûëè èçó÷åíû
ëèøü ñïåêòðû îáîáùåííûõ âîëí Ëýìáà â èçîòðîïíîé
ïëàñòèíå è îáîáùåííûõ âîëí Ïîõãàììåðà-Êðè â îä-
íîðîäíîì èçîòðîïíîì öèëèíäðå. Â ñëó÷àÿõ ñëîèñòî-
ãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è/èëè àíèçîòðîïèè ìàòåðèà-
ëîâ èññëåäîâàíèå ñïåêòðîâ âåäåòñÿ ñåé÷àñ ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè, äëÿ êîòîðûõ îñíîâíóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ âîëíîâûõ
÷èñåë k (Rek, Imk →∞). Òàêîé ðîñò íå ïîçâîëÿåò ðàñ-
ñ÷èòûâàòü âåñü ñïåêòð ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòèçà-
öèè ïî òîëùèíå âîëíîâîäà, êàê ýòî ïðèíÿòî â ïðÿ-
ìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èõ ïðèìå-
íèìîñòü ëèøü äëÿ ðàñ÷åòà íåêîòîðîãî ÷èñëà ïåðâûõ
êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ. Îáçîð ðà-
áîò â ýòîé îáëàñòè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1].
Òåì íå ìåíåå, ýòà ìàëîèçó÷åííàÿ ÷àñòü ñïåêòðà âàæ-

íà íå òîëüêî ñ ôóíäàìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, íî
è äëÿ ïðèëàäíûõ çàäà÷ � îïèñàíèÿ ýôôåêòèâíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ êîíöåíòðàòîðàìè íàïðÿæåíèé
(òðåùèíàìè, âêëþ÷åíèÿìè), èñïîëüçîâàíèÿ ðÿäîâ ñîá-
ñòâåííûõ âîëí äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåíçîðà Ãðèíà èëè íåîò-
ðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [2, 3] è ò.ä.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíî ñíà÷àëà â çàìêíó-

òîì âèäå íàõîäèòü àñèìïòîòèêè äèñïåðñèîííûõ êðè-
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âûõ ïðè áîëüøîì ìîäóëå âîëíîâîãî ÷èñëà |k| À 1 è èí-
äåêñà äèñïåðñèîííîé êðèâîé, ïî êîòîðûì óæå ëåã÷å
íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ. Êëþ÷åâîé çäåñü îêàçûâàåòñÿ
èíôîðìàöèÿ î ïîâåäåíèè âîëíîâûõ ÷èñåë â ñòàòèêå,
äëÿ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå àñèìïòîòèêè, îöå-
íèâàþòñÿ ïîãðåøíîñòè è ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé ìå-
òîä óòî÷íåííîãî ðàñ÷åòà.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçëè÷èè â óïðóãèõ ìîäóëÿõ

ñðåä ðàñòóùóþ ÷àñòü àñèìïòîòèê îïðåäåëÿþò òîëü-
êî ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû è ñóùåñòâóþò êðèòè÷å-
ñêèå çíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòî-
ðûõ ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå àñèìïòîòèê èç ðàç-
íûõ ñåìåéñòâ. Äàëåå ïî ðåçóëüòàòàì ñòàòèêè ñòðîÿò-
ñÿ äëèííîâîëíîâûå àñèìïòîòèêè äèñïåðñèîííûõ êðè-
âûõ, êîòîðûå òåì òî÷íåå è èìåþò òåì áîëüøèé èíòåð-
âàë ïðèìåíèìîñòè, ÷åì âûøå èíäåêñ êðèâîé. Ïî-ñóòè,
ñ ðîñòîì èíäåêñà êîìïëåêñíî-çíà÷íàÿ äèñïåðñèîííàÿ
êðèâàÿ èìååò âñå áîëåå ïðîòÿæåííûé ïîëîãèé ó÷àñòîê,
è åå èçìåíÿåìîñòü íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ íà âñå áîëåå
âûñîêèõ ÷àñòîòàõ. Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå òðóäíóþ
(ñ÷åòíóþ) êîìïëåêñíî-çíà÷íóþ ÷àñòü ñïåêòðà óäàåòñÿ
îïèñàòü ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë.

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ïëàñòèíó èç èçîòðîïíûõ óïðóãèõ
ñëîåâ ñ íîìåðàìè j = 1, 2, . . . , n, òîëùèíà-
ìè hj = zj+1 − zj , ïîñòîÿííûìè Ëàìå λj ,
µj è ïëîòíîñòÿìè ρj , è çàíèìàþùèõ â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ îáëàñòè −∞ < x, y < +∞,
zj ≤ z ≤ zj+1. Ïóñòü â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ðàñ-
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ïðîñòðàíÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû exp (ikx− iωt)
ñ PSV ïîëÿðèçàöèåé (êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ω è âîëíîâîå
÷èñëî k ïîñòîÿííû). Â î÷åâèäíûõ ñëó÷àÿõ ýòîò ìíî-
æèòåëü îïóñêàåì âìåñòå ñ íîìåðîì. Ïîëå ïåðåìåùåíèé
u = (ux, uz) è òåíçîð íàïðÿæåíèé σαβ â êàæäîì ñëîå
ñâÿçàíû çàêîíîì Ãóêà

σxx = λdivu + 2µ∂xux,

σxz = µ (∂zux + ∂xuz) (x ↔ z) ,

è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ Ëàìå

divσ + ρω2u = 0.

Íà ìåæôàçíûõ ãðàíèöàõ ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ (îòñóòñòâèÿ ñêà÷êîâ)

[σxz] = [σzz] = 0, [ux] = [uz] = 0.

Äëÿ äàëüíåéøåãî îïèñàíèÿ ââåäåì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

ξ =
( −ik−1ux k−1uz k−2σzz −ik−2σzx

)T
,

çíà÷åíèÿ êîòîðîãî íà ãðàíèöàõ ñëîåâ ñâÿçàíû
ñ ïîìîùüþ âûâîäèìîé â ÿâíîì âèäå ìàòðèöû�
ïðîïàãàòîðà [4, 5]. Â îäíîì ñëîå ýòî ìàòðèöà Pξ (h):
ξ (z2) = Pξ (h) × ξ (z1), à äëÿ n ñëîåâ ñîîòíîøåíèå
ïðèìåò âèä

ξ (zn+1) = P× ξ (z1) ,

ãäå P = Pξ (hn)×Pξ (hn−1) ...×Pξ (h1) .

Çàìåòèì, ÷òî ó ââåäåííîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íîðìè-
ðîâêà êîìïîíåíò îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿòîé è ïðèâî-
äèò ê ìàòðèöå-ïðîïàãàòîðó, êîòîðàÿ ñðàçó äåìîíñòðè-
ðóåò äâà âèäà ñèììåòðèè: ïðè çàìåíå k ↔ −k èëè çà-
ìåíå k íà êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå k∗; ïðè÷åì ÷àñòîòà
ω è âîëíîâîå ÷èñëî k ÿâíî ñîäåðæàòñÿ â Pξ (h) â âèäå
êâàäðàòîâ. Òîëùèíà h ïîÿâëÿåòñÿ â ýêñïîíåíòàõ âèäà

e∓(k2−k2
P,S)1/2

h = e
∓

(
(1−k2

P,Sk−2)1/2−1
)

kh × e∓kh,

ïîýòîìó ýêñïîíåíòû ej = ekhj , hj = zj+1 − zj ìîæíî
âûäåëèòü â ÿâíîì âèäå òàê, ÷òî â ñëîå j

Pξ (hj) = ejP
(j)
+ + e−1

j P(j)
− .

Òàêîé ïîäõîä ñ âûäåëåíèåì ýêñïîíåíò ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü ðàâåíñòâà

P =
∑

(δ1,δ2,...,δn)

P (δ1, δ2, . . . , δn) exp


k

n∑

j=1

δjhj


 ,

P (δ1, δ2, . . . , δn) =
n∏

j=1

P(n+1−j)
δn+1−j

, δj = ∓,

(1)

ñ ñóììèðîâàíèåì ïî âñåì ñî÷åòàíèÿì çíàêîâ
(δ1, δ2, . . . , δn).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâà-
þùåãî ïëàñòèíó ñî ñâîáîäíûìè ëèöåâûìè ïîâåðõíî-
ñòÿìè σxz = σzz = 0, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü â ìàòðèöå
P áëîê ñî ñòðîêàìè 3,4 (ñòðîêè äëÿ íàïðÿæåíèé ïðè
z = zn). Òîãäà ðîëü ñâîáîäíûõ êîíñòàíò áóäóò èãðàòü
ïåðåìåùåíèÿ ïðè z = z1 (îòâå÷àþùèå ñòîëáöàì ïåðå-
ìåùåíèé 1, 2), è äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ñóòü

detP
(
34
12

)
= 0.

Èç âèäà Pξ (h) ñëåäóåò ñèììåòðè÷íîñòü ðàñïîëîæå-
íèÿ ñïåêòðà {kn (ω)} ïî êâàäðàíòàì êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè, è äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü <k ≥ 0, =k ≥ 0.
Ïðè ñèììåòðè÷íîé óêëàäêå ñëîåâ, óñëîâèå íà íèæ-

íåé ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî çàìåíèòü äðóãèì
óñëîâèåì íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè z = 0: â ñèëó ÷åò-
íîñòè/íå÷åòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ïî z äëÿ
èçãèáà ux = 0, σzz = 0 è äëÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè
ux = 0, σzz = 0. Â èòîãå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïî-
ëóïëàñòèíó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ñëîåâ è îòñ÷åòîì ñíèçó
ââåðõ îò ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè z1 = 0. Äèñïåðñèîí-
íîå óðàâíåíèå

Ψ(k (ω) , ω) ≡ ψ
(
k2

(
ω2

)
, ω2

)
= 0, (2)

ïîëó÷àåòñÿ ïðèðàâíèâàíèåì ê íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ìèíîðà â ìàòðèöå P

(
Ψ ≡ detP

(
34
13

)
èëè Ψ ≡ detP

(
34
24

))
äëÿ ïîëóïëàñòèíû.

2. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÐÍÅÉ

Î÷åâèäíî, ω/k → 0 ïðè ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå ω
è <k =k → ∞, ò.å. êëþ÷åâàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ òà-
êèõ âîëíîâûõ ÷èñåë ñîäåðæèòñÿ â ñòàòèêå. Ðàññìàò-
ðèâàÿ ñòàòè÷åñêèé ïðåäåë äëÿ Ψ(k, ω) (2), ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå â ñòàòèêå èìååò
ïîëèíîìèàëüíî-ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä

∑
α

Tα = 0
(
Tα = Qαζmαeζ`α(β1,β2,...,βN )

)
, (3)

ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ Tα, ãäå mα � ïîñòî-
ÿííàÿ ñòåïåíü, `α (β1, β2, . . . , βN ) � îäíîðîäíàÿ ëè-
íåéíàÿ ôîðìà îò βj , ζ = kh � áåçðàçìåðíîå âîëíîâîå
÷èñëî, βj = hj/h � áåçðàçìåðíàÿ òîëùèíà j-ãî ñëîÿ,
è h � ïîëíàÿ òîëùèíà ïëàñòèíû. Êîýôôèöèåíò Qα

çàâèñèò îò òîëùèí ñëîåâ è óïðóãèõ ìîäóëåé. Àñèìïòî-
òèêè êîðíåé óðàâíåíèÿ (3) èùóòñÿ â âèäå

ζas
n = i (ap + b) + clnp + lnd, p = 2πn → +∞. (4)

Àëãîðèòì èõ íàõîæäåíèÿ ñëåäóþùèé. Îïðå-
äåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîðÿäêîâ
fα = mα + c`α (β1, β2, . . . , βN ) � ñòåïåíåé ðîñòà
ïî p äëÿ âûðàæåíèé
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Tα|ζ=ζas
n
∼pfαQα (ia)mα

(
1 + O

(
p−1lnp

))mα
d`α(β1,β2,...,βN )ei(ap+b)`α(β1,β2,...,βN ).

Ïðè c > 0, ïîïàðíî ñðàâíèâàÿ fα â ðàçëè÷íûõ èíòåð-
âàëàõ βj , íàõîäèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ìàê-
ñèìàëüíîãî ïîðÿäêà F = max

α
fα è ãðàíè÷íûå òî÷êè

c∗ (β1, β2, . . . , βN ) äëÿ å¼ èíòåðâàëîâ ñîïðÿæåíèÿ (óã-
ëîâûõ òî÷åê). Â òàêèõ òî÷êàõ ñòàâèì äîïîëíèòåëü-
íûå óðàâíåíèÿ íà ïðî÷èå ïàðàìåòðû. Íàïðèìåð, ïðè
f1 = f2 ïîëó÷èì

c∗ (β1, β2, . . . , βN ) = (m2 −m1) / (l1 − l2)

×òîáû óðàâíåíèå (2) âûïîëíÿëîñü àñèìïòîòè÷åñêè, äëÿ
a > 0, b è d äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ îöåíêà âèäà

(
T1 + T2 +

∑
α>2

Tα

)
T−1

1 = O
(
p−ε

)
, ε > 0

è èç óñëîâèÿ T1∼− T2 ïîëó÷àåì

d = (`1 − `2)
−1 ln |Q2/Q1| am2−m1 ,

(ap + b) (`1 − `2)∓ π + (m1 −m2)π/2+
+arg Q1/Q2 = 2πm∗, m∗ ∈ Z.

Åñëè `1 > `2, òî

a = 2πm′ (`1 − `2)
−1

p−1 (m′ ∈ Z) ,

b = (`1 − `2)
−1 (∓π − arg Q1/Q2 + 2πm′′)
m′ + m′′ = m∗.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñåìåéñòâî àñèìïòîòèê ñ äàííûìè a, b,
c, d íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü a = (`1 − `2)

−1 ñ íàè-
ìåíüøèì çíà÷åíèåì m′′ = m∗, çàäàþùèì ïîëîæèòåëü-
íóþ ñóììó ap + b ïðè min p = 2π. Ïðè èíîì âûáî-
ðå m′′ ñåìåéñòâî àñèìïòîòèê îñòàíåòñÿ ïðåæíèì íî
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ âåòâü ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà äëÿ
p = 2π (n + m′′ −m∗).
Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðàññìîòðåííîé âûøå

àñèìïòîòèêè ïîëîæèì ηn = ζn`1 (β1, β2, . . . , βN ),
κn = ηn − ηas

n è ïåðåéäåì ê ëîãàðèôìè÷åñêî-
ìó âèäó óðàâíåíèÿ (3), ñíà÷àëà âûäåëÿÿ â ëå-
âóþ ÷àñòü êîìïîíåíòó T1 è ïîëàãàÿ, ÷òî ϕ (ηn) =(−T2 −

∑
α>2 Tα

)
Q−1

1 ζ−k1
n

∣∣
ζn=ηn/`1

:

ηn = ip + (ηas
n − ip) + ln

[
e−ηas

n +ipϕ (ηn)
]

=

= ηas
n + ln

[
e−ηas

n ϕ (ηn)
]
èëè κn =

= lne−ηas
n ϕ (ηas

n + κn) .

(5)

Ïîëàãàÿ ìàëîé âåëè÷èíó κn, îöåíèì çíà÷åíèå ïîêà-
çàòåëÿ ñòåïåíè δ > 0 â ðàâåíñòâå

e−ηas
n ϕ (ηas

n + κn) = 1 + O
(
p−δ

)
èëè κn = O

(
p−δ

)
.

Òîãäà, ïî àñèìïòîòèêå ηas
n ìîæíî íàéòè òî÷íûå çíà÷å-

íèÿ ηn ðåêóððåíòíûì ñïîñîáîì

η(`+1)
n = ηas

n + ln
[
e−ηas

n ϕ
(
η(`)

n

)]
, η(0)

n = ηas
n . (6)

Îáîñíîâàíèå òàêîé ïðîöåäóðû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìå-
íèìîñòè òåîðåì î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ê óðàâíåíèþ
(5), à èìåííî:

1. Òåîðåìû Øàóäåðà [6] î ñóùåñòâîâàíèè íåïî-
äâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà: ïîñêîëüêó ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì p = 2πn À 1
ñóùåñòâóþò òàêèå ε, C > 0, ÷òî îïåðàòîð
lne−ηas

n ϕ (ηas
n + κn) (5) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðå-

ðûâíûì â êðóãå |κn| ≤ Cp−ε è îòîáðàæàåò êðóã
â ñåáÿ, ÷òî è òðåáóåòñÿ.
Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü ôîð-
ìóë (4) ñîîòâåòñòâåííî îêàçûâà-
åòñÿ ðàâíà |ηas

n − ηn| = O (p−ε),
p →∞.

2. Òåîðåìû Áàíàõà [6]: ïîñêîëüêó ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ï.1 îòîáðà-
æåíèå lne−ηas

n ϕ (ηas
n + κn) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì

ïðè áîëüøèõ p >> 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ â êðóãå |κn| ≤ Cp−ε

åäèíñòâåííà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6) ÿâëÿåòñÿ
áûñòðî ñõîäÿùåéñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå, êîòî-
ðàÿ è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì.
Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ óãëîâàÿ òî÷-
êà, è ò.ä. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ïîðîæäàþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó-
÷àÿìè, êîãäà êàêèå-ëèáî èç íàéäåííûõ òî-
÷åê c∗ (β1, β2, . . . , βN ) ñîâïàäàþò äðóã ñ äðó-
ãîì, ò.å. êàêîé-ëèáî èç èíòåðâàëîâ ñîïðÿæåíèÿ
âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíè-
ÿõ βj . Ïîëó÷èòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìîæíî
èç óðàâíåíèé äëÿ ïîïàðíûõ ñîâïàäåíèé òî÷åê
c∗ (β1, β2, . . . , βN ).

3. ÍÈÇÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÛÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ
ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎ�ÇÍÀ×ÍÛÕ ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÛÕ

ÊÐÈÂÛÕ

Ïîñêîëüêó â äèñïåðñèîííîì óðàâíåíèè ëåâàÿ
÷àñòü ïðåäñòàâèìà êàê ÿâíàÿ ôóíêöèÿ êâàäðàòîâ
Ψ(kn (ω) , ω) ≡ ψ

(
k2

n

(
ω2

)
, ω2

)
, òî äèñïåðñèîííîå

óðàâíåíèå (2) çàäàåò â íåÿâíîì âèäå ôóíêöèþ k2
n

(
ω2

)
,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Ìàêëîðåíà ïî
ñòåïåíÿì ω2. Îãðàíè÷èâàÿñü äâóìÿ ñëàãàåìûìè â ðàç-
ëîæåíèè Ìàêëîðåíà ïîëó÷àåì íèçêî÷àñòîòíóþ äëèí-
íîâîëíîâóþ àñèìïòîòèêó kas

n äëÿ êîìïëåêñíî-çíà÷íîé
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äèñïåðñèîííîé âåòâè â ñëåäóþùåì âèäå

kas
n (ω) = kn (0)

{
1 +

ω2

k2
n (0)

d
(
k2

n

)

d (ω2)

∣∣∣∣∣
ω=0

}1/2

∼ kn (ω)

d
(
k2

n

)

d (ω2) ω=0

= − ∂ψ
/
∂

(
ω2

)

∂ψ
/
∂ (k2

n)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
ω=0

= O (1) .

(7)
Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

d
(
k2

n

)

d (ω2)

∣∣∣∣∣
ω=0

= − ∂ψ
/
∂

(
ω2

)

∂ψ
/
∂ (k2

n)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
ω=0

= O (1)

ïðè kn (0) ∈ C, |<kn (0)| , |=kn (0)| → ∞.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè |kn (0)| = O (p)
(n → +∞) ó äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ èìååòñÿ âñå áîëåå
ïðîòÿæåííûé íà÷àëüíûé ïîëîãèé ó÷àñòîê, äëèíà êîòî-
ðîãî âîçðàñòàåò ñ âîçðàñòàíèåì èíäåêñà äèñïåðñèîííîé
êðèâîé â ñâîåì ñåìåéñòâå.
Îòñþäà ñëåäóåò ïðîöåäóðà ðàñ÷åòà kn (ω): ïðè ìà-

ëîé ÷àñòîòå ω àñèìïòîòèêà (7) çàäàåò íà÷àëüíîå ïðè-
áëèæåíèå è çíà÷åíèå kn (ω), êîòîðîå çàòåì óòî÷íÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé Íüþòîíà

k(`+1) = k(`) −Ψ
(
k(`), ω

)
[∂Ψ (k, ω) /∂k]−1

∣∣∣
k=k(`)

Ïðè áîëüøèõ ω íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå íà òåêóùåé
÷àñòîòå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ýêñòðàïîëÿöèåé òðåõòî-
÷å÷íûì ïîëèíîìîì Ëàãðàíæà ïî óæå ïîëó÷åííûì òî÷-
íûì çíà÷åíèÿì kn (ω) äëÿ ïðåäûäóùèõ ÷àñòîò.

4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÄËß ÒÐÅÕÑËÎÉÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî âûøå àë-
ãîðèòìà äëÿ ñïåêòðà âîëíîâûõ ÷èñåë PSV âîëí â òðåõ-
ñëîéíîé ïëàñòèíå ñî ñâîáîäíûìè îò íàïðÿæåíèé ãðà-
íèöàìè. Ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè òðåõñëîéíîé ïëàñòè-
íû ñ ñèììåòðè÷íûì ðàñïîëîæåíèåì âíóòðåííåãî ñëîÿ
|z| ≤ h1 (ñðåäà 1) è äâóõ îäèíàêîâûõ ïåðèôåðèéíûõ
ñëîåâ h1 ≤ |z| ≤ h1 + h2 (ñðåäà 2) äëÿ ôóíêöèè
Ψ(k, ω) = ∆34

24 ≡ detP
(
34
24

)
ïîëó÷àåì â ñòàòèêå óðàâ-

íåíèå ïðîäîëüíûõ ìîä â ñëåäóþùåì âèäå

T0 = f (ζ) ≡ T1 + T2 + T3 + T4 ⇔
⇔ ζ = Lnf (ζ) = ip + lnf (ζ) (p ≡ 2πn) ,

(8)

T0 = eζ ,

T1 = −ζ3
∣∣∣h̃0

3

∣∣∣ ,

T2 = −ζ2h̃1
2shβ1ζ = T+

2 + T−2

(
T±2 = ∓1

2
ζ2h̃1

2e
±β1ζ

)
,

T3 = T+
3 + T−3

(
T±3 =

1
2
ζh̃2

1e
±βζ

)
,

T4 = −ζ
∣∣∣h̃0

1

∣∣∣ + e−ζ + B̃0sinh (2β − 1) ζ − h̃1
0shβ1ζ,

ñ áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè ζ = 2k (h1 + h2),
β = h2/ (h1 + h2), β1 = 1 − β. Ôîðìóëû äëÿ ïîñòî-
ÿííûõ B̃0, h̃1

2, h̃1
0, h̃2

1, h̃0
3, h̃0

1 ïðèâåäåíû â [7] è äëÿ
êðàòêîñòè îïóùåíû. Âûïîëíÿÿ äåéñòâèÿ ï.2 è àíà-
ëèçèðóÿ ïîðÿäêîâûå ôóíêöèè fα (c) äëÿ âåëè÷èí Tα,
α = 0 ÷ 3 (ðèñ. 1 à, á), ïîëó÷àåì äâà
ñåìåéñòâà àñèìïòîòèê, êîòîðûå åñòå-
ñòâåííî íàçâàòü β1- è β-àñèìïòîòèêàìè
(s = sign (µ2 − µ1),s1 = (s + 1) /2) :

β1 : ζas
n =

i

β1

[
p +

πs

2

]
+

1
β1

lnp +
1
β1

ln
2

∣∣∣h̃0
3

∣∣∣
β1

∣∣∣h̃1
2

∣∣∣

β : ζas
n =

i

β
[p + πs1] +

2
β

lnp +
1
β

ln

∣∣∣h̃1
2

∣∣∣
2β2 .

(9)

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàâíî 2/3. Ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ýòîãî çíà÷åíèÿ ñîñòîèò â ñîâïàäåíèè òîëùèíû
âíóòðåííåãî ñëîÿ è òîëùèíû ïîêðûòèÿ.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâà àñèìïòîòèê ïðè

β < 2/3 è β > 2/3 îñòàíóòñÿ ïðåæíèìè, íî ñàìè êîðíè
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåðàñïðåäåëÿþòñÿ.
Ïîãðåøíîñòü àñèìïòîòèê (9) ñîñòàâëÿåò O (p−ε),

íî âåëè÷èíà ε > 0 ïî-ðàçíîìó îöåíèâàåòñÿ â äî-
êðèòè÷åñêîì è çàêðèòè÷åñêîì äèàïàçîíå. Â äîêðè-
òè÷åñêîì äèàïàçîíå (0 < β < 2/3) ýòà âåëè÷èíà óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 < ε < 1 (0 < β ≤ 1/2),
èëè 0 < ε < 2β−1 − 3 (1/2 < β < 2/3); â çàêðèòè÷å-
ñêîì äèàïàçîíå 0 < ε < β−1

1 − 3 (2/3 < β < 3/4) èëè
0 < ε < 1 (3/4 ≤ β < 1).

Àà
Á

Ðèñ. 1: Ïîðÿäêîâûå ôóíêöèè
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Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ ñ èçãèáíûìè ìîäà-
ìè, âèä óðàâíåíèÿ äëÿ êîòîðûõ êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí
íèæå ñ èçìåíåííûì âûðàæåíèåì äëÿ T4

T0 = f (ζ) ≡ −T1 + T2 − T3 + T4(
T4 = ζ

∣∣∣h̃0
1

∣∣∣ + e−ζ + B̃0sh (2β − 1) ζ − h̃1
0shβ1ζ

) (10)

è äâóìÿ ñåìåéñòâàìè àñèìïòîòèê êîðíåé

β1 : ζas
n =

i

β1

[
p− πs

2

]
+

1
β1

lnp +
1
β1

ln
2

∣∣∣h̃0
3

∣∣∣
β1

∣∣∣h̃1
2

∣∣∣
;

β : ζas
n =

i

β
(p− πs1) +

2
β

lnp +
1
β

ln

∣∣∣h̃1
2

∣∣∣
2β2 .

(11)

Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå ñåìåéñòâî èìååò ñîáñòâåííóþ
âíóòðåííþþ íóìåðàöèþ.
Ïðè ýòîì ðàñòóùàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèê êàê ïðîäîëü-

íûõ, òàê è èçãèáíûõ âîëí � ëèíåéíàÿ è ëîãàðèôìè÷å-
ñêàÿ ïî p = 2πn >> 1 � íå çàâèñèò îò èíåðöèîííûõ
è óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñðåä, à òîëüêî îò ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ñëîåâ, êàê ýòî èìååò ìåñòî è äëÿ îä-
íîñëîéíîé ïëàñòèíû [8].
Êîìïîíåíòû ìåíüøåãî ïîðÿäêà çàâèñÿò îò ïàðàìåò-

ðîâ ñðåä.
Âàæíî òàêæå îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Â ïðèâåäåííîì

ðàññìîòðåíèè ñóùåñòâåííî, ÷òî ñðåäû 1 è 2 èìåþò ðàç-
ëè÷íûå ìîäóëè ñäâèãà. Ðàçóìååòñÿ, óðàâíåíèÿ 8 è 10
ïðè âûðîæäåíèè ñâîéñòâ êàêèõ ëèáî ñëîåâ çà ñ÷åò èñ-
÷åçàþùå ìàëûõ òîëùèí èëè ïðåäåëüíîãî ñîâïàäåíèÿ
óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñðåä ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ óðàâ-
íåíèÿìè äëÿ îäíîñëîéíîé ïëàñòèíû. Îäíàêî àñèìï-
òîòèêè 9 è 11 íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè ïî òàêèì
ìàëûì ïàðàìåòðàì, îïèñûâàþùèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
ê âûðîæäåííûì ñëó÷àÿì.
Ñëó÷àé µ1 = µ2 îçíà÷àåò, ÷òî T1 = T2 = T3 = 0

è B̃0 = 0. Ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ íåñêîëü-
êî îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû
çà ñ÷åò îäíîãî ñëàãàåìîãî â êîìïîíåíòå T4 è àñèìïòî-
òè÷åñêàÿ ôîðìóëà êîðíåé â ñòàòèêå èìååò âèä (âåðõíèé
çíàê îòâå÷àåò ïðîäîëüíûì ìîäàì, à íèæíèé çíàê � èç-
ãèáó)

ζas
n = i (p∓ π/2) + lnp + ln

(∣∣∣h̃0
1

∣∣∣
)

.

Ïîãðåøíîñòü ýòîé àñèìïòîòèêè ìîæíî îöåíèòü
íåðàâåíñòâîì |ζas

n − ζn| ≤ O
(
p−β

)
.

Èòîãîâîå ïîâåäåíèå êîðíåé êàæäîãî èç ðàçëè÷íûõ
ñåìåéñòâ â ñòàòèêå è ïîâåäåíèå ïîðîæäàåìûõ èìè äèñ-
ïåðñèîííûõ êðèâûõ â äèíàìèêå íå äåìîíñòðèðóåò ñó-
ùåñòâåííûõ êà÷åñòâåííûõ îòëè÷èé îò ñëó÷àÿ ñïåêòðà
îäíîðîäíîé ïëàñòèíû â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò [8, 13].

5. ÏÐÈÌÅÐ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÐÀÑ×ÅÒÎÂ ÄËß
ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎ-ÇÍÀ×ÍÛÕ ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÛÕ

ÊÐÈÂÛÕ

Â ïðèìåðå ðàñ÷åòà âûáèðàëèñü óïðóãèå ñðåäû ñî ñëå-
äóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ïëîòíîñòüþ ρ = 2700 êã/ì3

è ñêîðîñòÿìè ïðîäîëüíûé è ïîïåðå÷íûõ âîëí cP =
= 6400 ì/ñ, cS = 3150 â ñðåäå 1 è ρ = 2700, cP = 6400,
cS = 3150 â ñðåäå 2.
Íà ðèñ. 2 à, á ïðè çàêðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ãåîìåòðè-

÷åñêîãî ïàðàìåòðà β = 3/4 > 2/3 ïîêàçàííû ðåçóëüòà-
òû äëÿ ïåðâûõ 50 ñòàòè÷åñêèõ êîðíåé ζn ïðîäîëüíûõ
ìîä â êàæäîì èç ñåìåéñòâ. Êîðíè ïîêàçàíû êâàäðàòè-
êàìè è êðóæî÷êàìè âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àñèìï-
òîòè÷åñêîé êðèâîé, ïîìå÷åííîé ñèìâîëàìè β1 è β, ñî-
îòâåòñòâåííî. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â ôîðìóëå (6) ïðè
íàõîæäåíèè 10 çíà÷àùèõ öèôð íå ïðåâûøàëî íåñêîëü-
êèõ äåñÿòêîâ è ìîíîòîííî óáûâàëî ñ ðîñòîì èíäåêñà
êîðíÿ. Àáñîëþòíàÿ è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü òàê-
æå äåìîíñòðèðîâàëà ìîíîòîííîå óáûâàíèå (îò äåñÿòêà
ïðîöåíòîâ ïðè èíäåêñå 1 äî äîëåé ïðîöåíòà ïðè èíäåê-
ñå âûøå 5) â îáîèõ ñåìåéñòâàõ.
Äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî êîíòðîëÿ ÷èñëà êîðíåé èñ-

ïîëüçîâàëñÿ ïðèíöèï àðãóìåíòà [9] äëÿ öåëîé ôóíêöèè
èç ñîîòíîøåíèÿ (8):

1
2π

∆Γ arg
[
eζ − f (ζ)

]
= m,

ãäå Γ åñòü êîíòóð íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îõâàòû-
âàþùèé ðîâíî m êîðíåé.
Â äèíàìèêå íåñêîëüêî ïåðâûõ äèñïåðñèîííûõ êðè-

âûõ âìåñòå ñî ñâîèìè íèçêî÷àñòîòíûìè àñèìïòîòèêà-
ìè (7) ïîêàçàíû íà ðèñ. 3 à, á; òèï àñèìïòîòèêè è íî-
ìåð â ñåìåéñòâå óêàçàíû ðÿäîì ñ êðèâûìè. Ïî ãî-
ðèçîíòàëè óêàçàí áåçðàçìåðíûé ÷àñòîòíûé ïàðàìåòð
Ω = 2ωh/cS (h � ïîëóòîëùèíà ïëàñòèíû, cS � ñêî-
ðîñòü âîëí ñäâèãà â ñðåäå 1). Çäåñü kn (0) = ζn/2h.
Äëÿ íàãëÿäíîñòè êàæäàÿ êðèâàÿ ïðèâåäåíà â òîì

èíòåðâàëå, ãäå âèäíî åå ñîãëàñîâàíèå ñ àñèìïòîòè-
êîé (7) (ïîêàçàíà ïóíêòèðîì) è íà÷àëî ðàñõîæäåíèÿ
ñ ýòîé àñèìïòîòèêîé. ×åì âûøå èíäåêñ êðèâîé, òåì
áîëåå äëèííûì îêàçûâàåòñÿ ïîëîãèé ó÷àñòîê ñîãëàñî-
âàíèÿ ñ àñèìïòîòèêîé â ñîáñòâåííîì ìàñøòàáå êàæ-
äîãî èç ñåìåéñòâ. Ïðè áîëüøèõ èíäåêñàõ ñîãëàñîâàíèå
ñ àñèìïòîòèêîé òîëüêî óëó÷øàåòñÿ.
Âîëíîâîé ìàñøòàá âíóòðè êàæäîãî èç ñåìåéñòâ

β1 è β îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì ïðîáåãà
τα = (h/cS)α ñäâèãîâîé âîëíû ïî òîëùèíå êàæäîãî
ñëîÿ α(α = 1, 2). Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâûå ÷àñòîòû ñîá-
ñòâåííûõ ðåçîíàíñîâ (÷àñòîòû ñðåçà) â êàæäîì èç ñëî-
åâ, ðàññìàòðèâàåìûõ ïî îòäåëüíîñòè êàê íå âçàèìîäåé-
ñòâóþùèå, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû âðåìåíàì ïðîáå-
ãà: ω1ðåç∼π/τ1 è ω2ðåç∼π/τ2. Äëÿ çàêðèòè÷åñêîãî çíà-
÷åíèÿ β = 3/4 ïîëó÷àåòñÿ ìàñøòàáíàÿ ïðîïîðöèÿ ÷à-
ñòîò τ2/τ1 ≈ 8.4375. Ðàçíèöà ìàñøòàáîâ äëÿ âðåìåí
ïðîáåãà îáúåìíûõ âîëí ïî òîëùèíàì ñëîåâ àíàëîãè÷-
íà. Äëÿ êðèâûõ ñ îäèíàêîâûì èíäåêñîì, íî èç ðàçíûõ

ÓÇÔÔ 2020 2010401�5



XXXII ÑÅÑÑÈß ÐÎÑÑÈÉÑÊÎÃÎ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÁÙÅÑÒÂÀ
Ïîäñåêöèÿ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÀÌÀÒÅÐÈÀËÛ ÓÇÔÔ �1, 2010401 (2020)

Ðèñ. 2: Âåùåñòâåííàÿ (à) è ìíèìàÿ (á) ÷àñòü ñòàòè÷åñêèõ êîðíåé (êâàäðàòû è êðóæêè) è èõ àñèìïòîòèêè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)

ñåìåéñòâ, îòíîøåíèå èíòåðâàëîâ ñîãëàñîâàíèÿ ñ àñèìï-
òîòèêàìè ïðèìåðíî ðàâíî ïðîïîðöèè ÷àñòîòíûõ ìàñ-
øòàáîâ.
Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, ïðè äîêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ

β < 2/3, ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ êà÷åñòâåí-
íî íå îòëè÷àåòñÿ è ñäåëàííûå âûøå âûâîäû îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè.
Ïîâåäåíèå êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ äèñïåðñèîííûõ êðè-

âûõ ñ äðóãèì òèïîì ñèììåòðèè (èçãèáíûå ìîäû) â öå-
ëîì àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ ïðîäîëüíûõ ìîä [10].

6. ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÅ È ×ÈÑÒÎ ÌÍÈÌÛÅ
ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÛÅ ÊÐÈÂÛÅ ÏÐÈ ÍÈÇÊÈÕ

×ÀÑÒÎÒÀÕ

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû íåîáõîäèìî îñòàíîâèòüñÿ è íà
ïîâåäåíèè òàêèõ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ, ãäå ëèáî âå-
ùåñòâåííàÿ, ëèáî ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ.
Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ñòàòè÷åñêèõ êîðíåé âñåãäà èìå-

åòñÿ êðàòíûé êîðåíü ζ = 0.
Â äèíàìèêå ïðîäîëüíûõ ìîä îí ïîðîæäàåò âåùå-

ñòâåííóþ äèñïåðñèîííóþ êðèâóþ � ôóíäàìåíòàëüíóþ
ìîäó S0. Â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò ìîäà S0 ìîæåò áûòü
ýôôåêòèâíî îïèñàíà ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷-
íîé òåîðèè ïëàñòèí ñëåäóþùåé àñèìïòîòèêîé

ω2


∑

j

ρj (zj+1 − zj)


 =


∑

j

µj (zj+1 − zj)
1− νj


 k2.

(12)
Çäåñü νj îáîçíà÷àåò êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà â óïðó-

ãîé ñðåäå äëÿ ñëîÿ j.
Äëÿ èçãèáíûõ ìîä óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó îò-

ñ÷åòà, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëî-
âèþ âûáîðà íà÷àëà îòñ÷åòà ïî âåðòèêàëè

∑

j

µj

(
z2
j+1 − z2

j

)

1− νj
= 0,

ò.ê. ïðè ýòîì ïîëíîñòüþ ðàçäåëàþòñÿ óðàâíåíèÿ èçãèá-
íûõ è ïðîäîëüíûõ ìîä.

Ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàñïîëîæåíèè ñëîåâ ýòî óñëîâèå
âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
Àñèìïòîòèêà èçãèáíûõ âîëí [11, 12] çàäàåòñÿ ñëå-

äóþùåé ôîðìóëîé

ω2


∑

j

ρj (zj+1 − zj)


 =

2
3


∑

j

µj

(
z3
j+1 − z3

j

)

1− νj


 k4,

(13)
è îïèñûâàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ âåùåñòâåííóþ êðèâóþ
A0 è åå ÷èñòî ìíèìûé àíàëîã A0i.
Ïðè çàêðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðà-

ìåòðà β = 3/4 ñ òåìè æå ïàðàìåòðàõ ñðåä, ÷òî è âûøå,
ïîâåäåíèå êðèâûõ S0, A0 è A0i è èõ àñèìïòîòèê (12),
(13) (ïóíêòèðíûå ëèíèè) ïîêàçàíî íà ðèñ. 4 à, á.
Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ñëîÿ ïîäîáíûìè êðèâûìè â îá-

ëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò âîïðîñ èñ÷åðïûâàåòñÿ, íî íàëè÷èå
ìåæôàçíûõ ãðàíèö íå òîëüêî ìîæåò ïîðîæäàòü ðàç-
ëè÷íûå ñåìåéñòâà êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ äèñïåðñèîííûõ
êðèâûõ, íî è ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ äîïîë-
íèòåëüíûõ ÷èñòî-ìíèìûõ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ, ÷åãî
â îäíîñëîéíîé ïëàñòèíå íåò.
Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ðàññìàòðèâàÿ ïîâåäåíèå

ôóíêöèè g (y) = −i
[
eζ − f (ζ)

]
ζ=iy

, äëÿ êîòîðîé îêà-
çûâàåòñÿ

g (y) > 0 (y → +0) è g (y) < 0 (y → +∞)

äëÿ ïðîäîëüíûõ ìîä è

g (y) < 0 (y → +0) è g (y) > 0 (y → +∞) ,

äëÿ èçãèáíûõ ìîä. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáîèõ ñëó-
÷àÿ ïîÿâëÿåòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó äîïîëíèòåëüíîìó ÷è-
ñòî ìíèìîìó êîðíþ.
Ïðè β = 3/4 è ïðî÷èõ ïðåæíèõ ïàðàìåòðàõ ýòè êîð-

íè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ζ = i2.4128948589 (ïðîäîëü-
íàÿ ìîäà) è ζ = i4.82534157 (èçãèáíàÿ ìîäà). Ïðè
óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû êàæäûé êîðåíü ïîðîæäàåò ñîá-
ñòâåííóþ ÷èñòî ìíèìóþ äèñïåðñèîííóþ êðèâóþ I0. Â
íèçêî÷àñòîòíîì äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè êàæäàÿ

ÓÇÔÔ 2020 2010401�6



Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÔÀÊÓËÜÒÅÒÀ ÌÎÑÊÎÂÑÊÎÃÎ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ �1, 2010401 (2020)

Ðèñ. 3: Âåùåñòâåííàÿ (à) è ìíèìàÿ (á) ÷àñòü âîëíîâûõ ÷èñåë äëÿ êîìïëåêñíûõ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è èõ
àñèìïòîòèêè (ïóíêòèð)

Ðèñ. 4: Âåùåñòâåííûå è ÷èñòî ìíèìûå äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ïðîäîëüíûõ ìîä (à) è èçãèáíûõ ìîä (á)

êðèâàÿ I0 îïèñûâàåòñÿ òîé æå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìó-
ëîé (7), ÷òî è êîìïëåêñíî-çíà÷íûå äèñïåðñèîííûå êðè-
âûå, ñ ïîäñòàíîâêîé ñîáñòâåííîãî ñòàòè÷åñêîãî êîðíÿ.
Òàêèå êðèâûå òàêæå ïîêàçàíû íà ðèñ. 4 à, á âìåñòå ñî
ñâîèìè àñèìïòîòèêàìè (7) (ïóíêòèðíûå ëèíèè).
Ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ïðè äîêðèòè÷å-

ñêèõ çíà÷åíèÿõ β < 2/3 êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àåòñÿ
ðàâíî êàê è ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ äëÿ èç-
ãèáíûõ ìîä à àíàëîãè÷íûõ äèàïàçîíàõ èçìåíåíèÿ β.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìåæôàçíûå ãðàíèöû äîëæ-

íû ðàçäåëÿòü ñðåäû ñ ðàçëè÷íûìè ìîäóëÿìè ñäâèãà,
ïðè µ1 = µ2 òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñòàòè÷åñêèõ êîð-
íåé è êðèâûõ I0 íå âîçíèêàåò [7]. Íå âîçíèêàåò òàê-
æå è ÷åòêî-âûðàæåííîãî äåëåíèÿ êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ
êðèâûõ íà ðàçëè÷íûå ñåìåéñòâà [7].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îïèñàòü
áåñêîíå÷íóþ êîìïëåêñíî-çíà÷íóþ ÷àñòü ñïåêòðà ñîá-
ñòâåííûõ âîëí ñ PSV ïîëÿðèçàöèåé â ñëîèñòîé ïëà-
ñòèíå, à ïðè |kn (ω)| → ∞ ñäåëàòü ýòî àíàëèòè÷å-
ñêè ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ôîðìóë. ×èñëåííûå ðåçóëü-
òàòû ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü òåîðèè. Â îáëàñòè
íèçêèõ ÷àñòîò, ãäå åùå íå ïðîÿâëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå
ðàçëè÷íûõ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ, âìåñòå ñ îïèñàíèåì
ôóíäàìåíòàëüíûõ âåùåñòâåííûõ è ÷èñòî ìíèìûõ ìîä
ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îïèñàòü ñïåêòð âîëíî-
âûõ ÷èñåë ïîëíîñòüþ. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ãðàíèöà
ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ìîäóëÿìè ñäâèãà ïîðîæäà-
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åò äîïîëíèòåëüíûé ìíèìûé êîðåíü â ñòàòèêå è ÷èñòî
ìíèìóþ íèçêî÷àñòîòíóþ äèñïåðñèîííóþ êðèâóþ.
Ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâîé ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-

òè÷åñêèé ïîäõîä è âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü â çàìêíó-
òîì âèäå îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, äëÿ ÷åãî èñïîëüçóþò-
ñÿ ñïåöèàëüíî àäàïòèðîâàííûå ê çàÿâëåííûì öåëÿì
ìàòðèöû-ïðîïàãàòîðû è èõ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæå-
íèÿ. Äàëåå àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
íàõîæäåíÿ ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë ñòàòè÷åñêèõ êîðíåé
ïðè áîëüøèõ èíäåêñàõ, à çàòåì äëÿ äëèííîâîëíîâûõ
ïðèáëèæåíèé äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ. Ïðè ýòîì äëÿ
ìíîãî÷èñëåííûõ è ãðîìîçäêèõ ðóòèííûõ âûêëàäîê èñ-
ïîëüçîâàëñÿ ïàêåò ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé MAPLE.
Ïåðå÷èñëèì òàêæå è äðóãèå ñëó÷àè ïðèìåíèìîñòè

ìåòîäà.
Ñèììåòðè÷íàÿ óêëàäêà ñëîåâ ïî òîëùèíå íå ÿâëÿåò-

ñÿ îãðàíè÷åíèåì äëÿ ìåòîäà è ïëàñòèíà ìîæåò èìåòü
íåñèììåòðè÷íî-ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó.
Òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì âûáîð òèïà îä-

íîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ëèöåâûõ ïîâåðõíî-
ñòÿõ ïëàñòèíû; ìîæåò áûòü âûáðàíà ëþáàÿ êîìáèíà-
öèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû, æåñòêî çàùåìëåííîé ãðàíèöû
èëè ãðàíèöû ñ ÷àñòè÷íûì îïèðàíèåì. Âî âñåõ ñëó÷à-
ÿõ ïðåäåë äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ â ñòàòèêå èìååò

ïîëèíîìèàëüíî-ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ
îïðåäåëÿþùèì ñâîéñòâîì.
Íàêîíåö, ìîæíî äîïóñòèòü íàëè÷èå ëèíåéíî-

âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñðåä (íàïðèìåð, ñðåäó Ìàêñ-
âåëëà èëè ñðåäó Êåëüâèíà-Ôîéõòà). Ïðè ýòîì, î÷åâèä-
íî, íàðóøèòñÿ ñèììåòðèÿ ñïåêòðà âîëíîâûõ ÷èñåë, íå
èíâàðèàíòíîãî ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ. Îäíàêî ïðåäåëüíûé âèä äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ â ñòàòèêå ñîâïàäåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ óïðó-
ãèõ ñðåä è ïåðâûé ýòàï àíàëèçà îñòàíåòñÿ áåç èçìåíå-
íèé. Èçìåíèòüñÿ ëèøü ñèòóàöèÿ ñ ïîñòðîåíèåì äëèí-
íîâîëíîâûõ àñèìïòîòèê äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ � ýòî
íåîáõîäèìî áóäåò ïðîäåëàòü äëÿ äâóõ êâàäðàíòîâ íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íàïðèìåð ïåðâîãî è âòîðîãî
êâàäðàíòîâ.
Â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ìî-

æåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê äîïîëíåíèå ê ñóùåñòâóþùèì
ïðÿìûì ÷èñëåííûì ìåòîäàì, îñíîâàííûì íà äèñêðåòè-
çàöèè âîëíîâîäà ïî òîëùèíå. Íî âîçìîæíî è àâòîíîì-
íîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñ äàëüíåéøèì îòñëåæèâàíèåì
ýâîëþöèè íà÷àëüíûõ ó÷àñòêîâ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ
îò íèçêèõ ÷àñòîò êî âñå áîëåå âûñîêèì ÷àñòîòàì.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå áëàãî-

òâîðèòåëüíîãî ôîíäà ¾Îñíîâàíèå¿.
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A method to evaluate the total infinite wavenumber
spectrum of the isotropically layered pates at low frequency

D.D. Zakharova

Department of Math Analysis, Russian University of Transport
Moscow 127994, Russia

E-mail: add_zakh@mail.ru

A novel asymptotical and numerical tool to study the total spectrum of wavenumbers for elastic isotropically-layered plates under
homogeneous boundary conditions on the faces is presented. In such a problem, for each fixed frequency, there is a finite number
of real wavenumbers and an infinite (countable) set of complex-valued wavenumbers, which is the most difficult. Over the past
forty years, only for two types of elastic waveguides � a homogeneous isotropic plate and a homogeneous isotropic cylindrical
solid � the full spectrum has been studied more or less completely. Despite the development of many efficient numerical methods,
the problem to find the entire countable set of complex-valued wavenumbers of PSV�polarized waves is still poorly studied which
motivated the work. For this purpose, convenient propagator matrices are introduced, their inverse are obtained in a closed form and
the matrix asymptotics at the large wavenumber moduli are deduced. The dispersion equations and their static and quasistatic limits
are obtained explicitly. A method to derive the asymptotics of the wavenumbers in statics and at long waves (and low frequency) is
suggested. Another iterative algorithm to refine the values and to evaluate the exact complex-valued dispersion curves is presented.
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Some numerical examples for spectrum of the Lamb waves in a coated plate are calculated. The numerical and asymptotic errors
are estimated. The parametrical analysis is performed.
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Keywords: layered plates, complex wavenumbers, Lamb waves.
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