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В аналитическом асимптотическом анализе исследованы закономерности относительного массо-
переноса в системе двух идеальных несмешивающихся перемещающихся относительно друг дру-
га жидкостей, по горизонтальной поверхности раздела которых распространяется волновой пакет
Стокса.
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ВВЕДЕНИЕ

В 1847 г. Дж. Г. Стокс [1] впервые показал, что
при распространении нелинейной периодической вол-
ны с длиной λ, круговой частотой ω и волновым чис-
лом k = 2π/λ по горизонтальной поверхности глу-
бокой жидкости частицы жидкой среды вовлекают-
ся в медленное горизонтальное дрейфовое движение
вдоль направления распространения волны. Скорость
этого дрейфа пропорциональна квадрату амплитуды
волны ζ и экспоненциально убывает с глубиной d:

Udrift = ζ2kωe−2kd.

Явление получило название «дрейф Стокса». Этот
феномен до сих пор активно исследуется, заявляя о се-
бе, порой, в самых неожиданных ипостасях: от во-
просов, относящихся к принципу действия гидромаг-
нитного динамо [2], до недавних исследований годо-
вых перемещений популяции лангустов вида Panulirus
Cygnus [3] и дрейфа нефтяной пленки по поверхно-
сти океана [4]. Дрейф Стокса отвечает за существо-
вание выделенного направления дрейфа икры и личи-
нок морских животных [5], осуществляет перенос ча-
стичек мезо и микропластика [6], которые потом об-
наруживаются в консервированной рыбе [7]. Наблю-
дения за волнами в океане, порожденными ураган-
ным ветром (ураганом Исаак) в Мексиканском зали-
ве [8] показали, что дрейф Стокса составляет значи-
тельную часть от общего переноса вещества в верх-
них слоях океана, особенно в присутствии сильных
ветров. В работе [9] скорость стоксовского массопе-
реноса исследована в зависимости от величины по-
верхностного электрического заряда, а в [10] анало-
гичная задача рассмотрена по отношению к возмуще-
нию поверхности жидкости в конфигурации волново-
го пакета. В совсем недавней работе [11] исследова-
ны закономерности движения индивидуальных жид-
ких частиц в двух движущихся друг относительно
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друга несмешивающихся жидких средах, по поверх-
ности раздела которых распространяется простейшая
периодическая капиллярно-гравитационная волна. На-
стоящая работа является естественным продолжением
исследования [11]. Также, как и в [11] главной це-
лью является аналитический асимптотический расчет
горизонтального массопереноса, инициируемого вол-
новым возмущением горизонтальной границы разде-
ла двух несмешивающихся, движущихся относитель-
но друг друга жидкостей, испытывающих влияние по-
ля тяжести и лапласовское давление на возмущенной
поверхности. В отличии от [11], возмущение границы
раздела будет рассмотрено в более сложном по своей
структуре виде — в форме волнового пакета Стокса.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ

Рассматриваются две идеальные несмешивающиеся
несжимаемые жидкости, заполняющие верхнее z > 0
и нижнее z < 0 полупространства декартовой си-
стемы координат Oxyz с осью Oz ориентированной
вертикально вверх против направления действия по-
ля силы тяжести g. Полагается, что верхняя жид-
кость обладает плотностью ρ′ и с постоянной гори-
зонтальной скоростью U0 поступательно перемещает-
ся вдоль оси Ox (при этом скорость U0 полагается
существенно дозвуковой, чтобы обе жидкости мож-
но было считать несжимаемыми [12]). Нижняя более
тяжелая жидкость плотности ρ > ρ′ считается поко-
ящейся. Пусть по границе раздела рассматриваемых
сред в направлении оси Ox распространяется волновое
возмущение z = ξ (x, t), представляющее собой волно-
вой пакет Стокса, образованный суперпозицией двух
капиллярно–гравитационных волн со слабо отличаю-
щимися волновыми числами k+ = k+∆k, k− = k−∆k
(2∆k ≪ k) и одинаковыми амплитудами ζ. Капилляр-
ные силы, действующие на границе раздела, харак-
теризуются коэффициентом поверхностного натяжения
γ. Движение для простоты считается независящим от
горизонтальной координаты y. Ставится задача расчета
горизонтального среднего дрейфового течения в обеих
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средах, вызванного распространением волнового воз-
мущения по границе раздела.

Как и в работе [11], чтобы правильно соблюсти гра-
ничные условия (в частности, учесть возможность вза-
имного «проскальзывания» сред) на возмущенной гра-
нице раздела идеальных жидкостей z = ξ, решение
задачи целесообразно разбить на два этапа: сначала

рассчитать поле скоростей в эйлеровых переменных,
а затем перейти к лагранжевому описанию движения
индивидуальных жидких частиц.

Математическая формулировка задачи расчета гид-
родинамических потенциалов в верхней ϕ′ и нижней ϕ
средах имеет вид:

z > ξ : ∆ϕ′ = 0; P ′ = p0 − ρ′gz − ρ′∂tϕ
′ − (ρ′/2)

[

(∂xϕ
′ + U0)

2
+ (∂zϕ

′)
2
]

; (1)

z = ξ : ∂tξ + ∂xξ∂xϕ = ∂zϕ; ∂tξ + (∂xϕ
′ + U0) ∂xξ = ∂zϕ

′; P − P ′ = −γ∂xxξ
(

1 + (∂xξ)
2
)−3/2

; (2)

z < ξ : ∆ϕ = 0; P = p0 − ρgz − ρ∂tϕ− (ρ/2)
[

(∂xϕ)
2 + (∂zϕ)

2
]

; (3)

z → ∞ : ∇ϕ′ → 0; z → −∞ : ∇ϕ → 0. (4)

Здесь P и P ′ — гидродинамические давления в нижней и верхней жидкостях соответственно, p0 — постоянная
составляющая внешнего давления.

Задача решалась методом разложения по малому па-
раметру ε = ζk, пропорциональному отношению ам-
плитуды волн, составляющих пакет, к длине несущей
волны λ = 2π/k. Поскольку скорость дрейфа Стокса
имеет второй порядок малости по амплитуде волны,
то и разложение неизвестных функций имеет смысл
выполнять с точностью до величин второго порядка
малости:





ξ
ϕ
ϕ′



 =





ξ1
ϕ1

ϕ′
1



+





ξ2
ϕ2

ϕ′
2



+O
(

ε3
)

. (5)

Наряду с разложением (5), применялась известная
процедура снесения граничных условий (2) на невоз-
мущенную поверхность z = 0, обоснование которой
представлено в [13], а примеры использования мож-
но посмотреть в [11, 14–16]. Так, для значений гори-
зонтальной скорости течения ∂zϕ со стороны нижней
области снесение с поверхности z = ξ на уровень z = 0
осуществляется посредством следующих выкладок:

(

∂ϕ

∂z

)

z=ξ

=

(

∂ϕ
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)
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)

z=0
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1

2
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(

∂3ϕ

∂z3
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z=0

+ . . . =

=

(
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)

z=0

+ (ξ1 + ξ2)
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∂z2

)

z=0

+ . . . =

(

∂ϕ1
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)

z=0

+

(

∂ϕ2

∂z

)
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(
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∂z2

)

z=0

+ . . .

Видно, что значение, которое величина принимает
на искривленной поверхности z = ξ(x, t), оказалось
с необходимой степенью точности выраженным через
через значение этой же величины и значения ее произ-
водных на уровне z = 0. С помощью (5) и процедуры

снесения граничных условий на невозмущенный уро-
вень, несложно перейти от (1)–(4) к задачам первого
и второго порядков малости.

Математическая формулировка задачи первого по ε
порядка малости имеет вид:

z > 0 : ∆ϕ′

1 = 0; z < 0 : ∆ϕ1 = 0; (6)

z = 0 : ∂tξ1 − ∂zϕ1 = 0; ∂tξ1 + U0∂xξ1 − ∂zϕ
′

1 = 0; (7)

gξ1 (ρ
′ − ρ)− ρ∂tϕ1 + ρ′∂tϕ

′

1 + ρ′U0∂xϕ
′

1 + γ∂xxξ1 = 0; (8)

z → ∞ : ∇ϕ′

1 → 0; z → −∞ : ∇ϕ1 → 0. (9)
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Задача второго по ε порядка малости описывается соотношениям:

z > 0 : ∆ϕ′

2 = 0; z < 0 : ∆ϕ2 = 0; (10)

z = 0 : ∂tξ2 − ∂zϕ2 = ξ1∂zzϕ1 − ∂xϕ1ξ1;

∂tξ2 + U0∂xξ2 − ∂zϕ
′

2 = ξ1∂zzϕ
′

1 − ∂xxϕ
′

1∂xxξ1;

gξ2 (ρ
′ − ρ)− ρ∂tϕ2 + ρ′∂tϕ

′

2 + ρ′U0∂xϕ
′

2 + γ∂xxξ2 = ρξ1∂ztϕ1+

+ (ρ/2)
(

(∂xϕ1)
2
+ (∂zϕ1)

2
)

− ρ′ξ1∂ztϕ
′

1 − (ρ′/2)
(

(∂xϕ
′

1)
2
+ (∂zϕ

′

1)
2
+ 2U0ξ1∂xxϕ

′

1

)

;

(11)

z → ∞ : ∇ϕ′

2 → 0; z → −∞ : ∇ϕ2 → 0. (12)

Последовательное решение сначала (6)–(9), затем
(10)–(12) приводит к аналитическим выражениям, поз-
воляющим описать эйлерово поле скоростей во втором
приближении по ε.

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Решение задачи первого порядка малости (6)–(9)
имеет следующий вид:

ξ1 = ζ cos
(

ω+t− k+x
)

+ ζ cos
(

ω−t− k−x
)

ϕ1 = −ζ exp
(

k+z
) ω+

k+
sin

(

ω+t− k+x
)

− ζ exp
(

k−z
) ω−

k−
sin

(

ω−t− k−x
)

ϕ′

1 = −ζ exp
(

−k+z
) k+U0 − ω+

k+
sin

(

ω+t− k+x
)

− ζ exp
(

−k−z
) k−U0 − ω−

k−
sin

(

ω−t− k−x
)

.

(13)

Здесь ω± = ω ±∆ω = ω ± Vg∆k (Vg = ∂ω/∂k — груп-
повая скорость), а частота ω определяется дисперсион-
ным уравнением:

ω =
kU0ρ

′ +
√

k (−kU2ρρ′ + k2γ (ρ+ ρ′) + g (ρ2 − ρ′2))

(ρ+ ρ′)
(14)

Выражение для отклонения границы раздела ξ1 от
равновесного положения при помощи тригонометри-
ческих преобразований легко сводится к соотноше-
нию [17]:

ξ1 = 2ζ cos (ωt− kx) cos (∆ωt−∆kx) , (15)

Согласно (15) в задаче естественным образом выде-
ляются разные масштабы времени: период несущей
волны T = 2π/ω характеризует быстрые изменения
амплитуды, а период огибающей волнового пакета
τ = 2π/∆ω ≫ T — медленные.

Подставив (13) в правые части (11) получим гранич-
ные условия для задачи второго порядка малости при
z = 0:

∂tξ2 − ∂zϕ2 = −2ζ2∆kω sin (2∆ωt− 2∆kx) + ζ2Π(t) ;

∂tξ2 + U0∂xξ2 − ∂zϕ
′

2 = 2ζ2
(

U2
0∆k2ρ′ − 2U0∆k∆ωρ′ +∆ω2ρ′ −∆ω2ρ

)

cos (2∆ωt− 2∆kx) + ζ2Π(t) ; (16)

gξ2 (ρ
′ − ρ)− ρ∂tϕ2 + ρ′∂tϕ

′

2 + ρ′U0∂xϕ
′

2 + γ∂xξ2 = 2ζ2 (kU∆k −∆kω) sin (2∆ωt− 2∆kx) + ζ2Π(t) .

Здесь Π(t) — быстро меняющиеся со временем цик-
лические выражения (период их изменения равен T ).
Такого же рода слагаемые возникали и в задаче с про-
стейшей периодической волной в качестве возмущения

границы раздела [11]. Согласно [11] они не влияют
на скорость среднего горизонтального дрейфа, поэто-
му в (16) в явном виде выписаны только медленно ме-
няющиеся слагаемые, которых в модели [11] не было.
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Для дальнейшего анализа достаточно решить «усечен-
ную» задачу второго порядка малости без учета слага-
емых, обозначенных Π(t). Соответствующее решение

для компонент поля скоростей в нижней ud и верхней
u′

d жидкостях имеют вид:

ud = 2ζ2∆ke2z∆k cos (2∆ωt− 2∆kx)×

×
2kU0 (Vg − U0)Vg∆kρ′ − (g (ρ+ ρ′) + 2Vg∆k (−U0ρ

′ + Vgρ
′ − Vgρ))ω

g (ρ+ ρ′)
(17)

u′

d = 2ζ2∆ke−2z∆k cos (2∆ωt− 2∆kx)×

×
g (ρ+ ρ′) (kU0 − ω)− 2 (U0 − Vg)∆k (kU0ρ

′ (U0 − Vg)− (U0ρ
′ − Vgρ

′ + Vgρ)ω)

g (ρ+ ρ′)
(18)

Соотношения (13), (17), (18) представляют части эй-
леровой компоненты скорости течения, через которые,
как будет показано в следующем пункте, вычисляется
дрейфовая составляющая лагранжевой скорости, с ко-
торой перемещается индивидуальная жидкая частичка,
начавшая движение при t = 0 из точки с координатами
(x, z).

Во втором приближении по амплитуде волны ско-
рости в описании Лагранжа VL (r, t) = uL (r, t) ex +
vL (r, t) ez и в описании Эйлера V (r, t) = u (r, t) ex +
v (r, t) ez связаны известным соотношением [18–20]:

VL (r, t) = V1 (r, t) +V2 (r, t) +

+

((∫ t

0

V1 (r, τ) dτ

)

· ∇

)

V1 (r, t) . (19)

Здесь V1 (r, t) — эйлерова скорость течения в первом
приближении по амплитуде волнового возмущения, яв-
ляющаяся решением линеаризованной задачи (в нашем
случае — задачи (6)–(9)), а V2 (r, t) — поправка вто-
рого по амплитуде волны порядка малости (в данной
ситуации определяемая решением задачи (10)–(12)).

Формула (19) является приближенной и справедли-
ва только для возмущенного волновым течением дви-

жения, не имеющего постоянной составляющей эйле-
ровой скорости [11]. В выбранной системе координат
Oxyz это условие соблюдается для нижней жидкости
и не выполняется для верхней. Для расчета скорости
индивидуальных жидких частиц, прежде, чем исполь-
зовать соотношение (19), необходимо трансформиро-
вать формулы, описывающие эйлерово поле скоростей
в верхней среде, в движущуюся со скоростью U0 систе-
му отсчета (не забыв учесть эффект Доплера), и толь-
ко после этого посредством (19) переходить к лагран-
жевым переменным. Возвращение в неподвижную си-
стему координат Oxyz не представляет никакого тру-
да. Описанная процедура имеет некоторые расчетные
нюансы, подробно описанные в работе [11]. Методи-
ка, предложенная в [11] позволяет перейти от эйлеро-
вых компонент скоростей, определяемых соотношения-
ми (13), (17), (18) к их Лагранжевому представлению.
Выделяя медленно меняющиеся со временем слагае-
мые, аналогично тому, как это делалось при решении
задачи второго порядка малости получим выражения
для скорости дрейфа в верхней U ′

drift и нижней Udrift

средах:

U ′

drift = ζ2e−2k+z (kΩ +∆kΩ+ k∆ω) + ζ2e−2k−z (kΩ−∆kΩ− k∆ω)+

+ 2ζ2kΩe−2kz cos (2∆ωt− 2∆kx) + u′

d + U0; (20)

Udrift = ζ2e2k
+z (kω +∆kω + k∆ω) + ζ2e2k

−z (kω −∆kω − k∆ω) + 2ζ2kωe2kz cos (2∆ωt− 2∆kx) + ud. (21)

Здесь Ω = ω − kU0 — частота циклического движения частичек верхней жидкости.
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3. АНАЛИЗ РЕШЕНИЯ

Из дисперсионного уравнения (14) следует, что для
заданного волнового числа k круговая частота ω при-
нимает действительные значения, только если выпол-
няется неравенство:

U0 ≤ Ucr =

√

k2γ (ρ+ ρ′) + g
(

ρ2 − ρ′2
)

kρρ′
, (22)

определяющее условие устойчивости малых волновых
возмущений границы раздела по отношению к деста-
билизирующему действию тангенциального скачка го-
ризонтальной скорости, которое инициирует развитие
неустойчивости Кельвина-Гельмгольца [18]. В даль-
нейшем изложении сосредоточимся исключительно на
свойствах устойчивого в смысле (22) течения, а кон-
кретно –– на закономерностях горизонтального мас-
сопереноса, вызванного распространением по границе
раздела периодического возмущения в виде волнового
пакета Стокса.

Как показано в работе [11], если по границе раз-
дела двух несмешивающихся идеальных жидкостей
перемещающихся друг относительно друга распро-
страняется простейшая периодическая бегущая волна
z = ζ cos (ωt− kx), то скорости горизонтального дрей-
фового движения в нижней Ũdrift и в верхней Ũ ′

drift

средах описываются соотношениями [11]:

Ũdrift = ζ2ωke2kz

Ũ ′

drift = U0 + ζ2 (ω − kU0) ke
−2kz.

(23)

В обеих жидкостях волновое возмущение вызыва-
ет средний горизонтальный дрейф, скорость которо-
го максимальна на границе раздела и экспоненци-
ально уменьшается с удалением во внутреннюю об-
ласть течения. В нижней жидкости при любой скоро-
сти сноса верхней среды U0 дрейф устремлен в на-

правлении распространения волны. В верхнем же по-
лупространстве интересно обратить внимание на от-
носительную дрейфовую добавку к скорости U0. При
U0 = 0 частицы верхней жидкости, прилегающие к гра-
нице раздела, дрейфуют в точности со скоростью ниж-
ней среды. Если же верхняя среда начинает двигать-
ся, то, на скорость ее общего горизонтального переме-
щения U0 накладывается дрейфовая добавка, порож-
денная волновым возмущением. По мере роста вели-
чины U0 от нуля до значения фазовой скорости вол-
ны Uph дрейфовая добавка постепенно уменьшается
и при U0 = Uph = ω/k обращается в ноль. Все частич-
ки верхней жидкости при U0 = Uph сносятся горизон-
тально со скоростью U0, не испытывая никаких допол-
нительных возмущений своего движения. При даль-
нейшем увеличении U0 дрейфовая добавка становится
отрицательной и уменьшает скорость общего переноса
верхней жидкости тем сильнее, чем больше U0. Глав-
ная закономерность состоит в том, что с увеличением
U0 волновое возмущение и в верхней и в нижней об-
ласти порождает горизонтальное дрейфовое движение
(в верхней жидкости –– добавочное к U0), стремяще-
еся уменьшить значение тангенциального разрыва го-
ризонтальной скорости на границе раздела [11].

Полученные в настоящей работе соотношения (17),
(18) (20), (21) позволяют обобщить результаты рабо-
ты [11] на случай, когда причиной дрейфа являет-
ся более сложное возмущение — простейший волно-
вой пакет. Из поcтроенных соотношений следует, что
в этом случае скорость дрейфа в обеих жидкостях не
постоянна, как в (23), а медленно варьирует со време-
нем около своего среднего значения с периодом равным
τ = 2π/∆ω. Усреднив (20) и (21) по этому «медленно-
му» времени τ = 2π/∆ω несложно получить выраже-

ния для средней скорости дрейфа 〈Udrift〉
〈

U ′

drift

〉

за

достаточно длительный по сравнению с τ промежуток
времени:

〈Udrift〉 = ζ2e2k
+z (kω +∆kω + k∆ω) + ζ2e2k

−z (kω −∆kω − k∆ω)
〈

U ′

drift

〉

= U0 + ζ2e−2k+z (kΩ+∆kΩ + k∆ω) + ζ2e−2k−z (kΩ−∆kΩ− k∆ω) .
(24)

Интересно сравнить случай, когда возмущение гра-
ницы раздела представляет собой простейшую бегу-
щую волну с волновым числом k и амплитудой 2ζ с си-
туацией, когда возмущение –– волновой пакет, образо-
ванный суперпозицией двух волн с волновыми числа-
ми k±∆k, каждая — с амплитудой ζ. Используя (23) (с
удвоенной ζ) и соотношения (24) при z = 0, несложно
обнаружить, что, независимо от значения U0, в обе-
их средах скорость горизонтального волнового массо-
переноса, инициируемого волновым пакетом, примерно

вдвое меньше, чем в случае массопереноса, осуществ-
ляемого простейшей периодической бегущей волной. В
этом и состоит главное отличие модели рассмотрен-
ной в настоящей работе от модели [11]. Остальные
закономерности остаются прежними. В частности, ес-
ли скорость верхней среды, близка к фазовой скорости
несущей волны:

Uph =

√

k2γ + g (ρ− ρ′)

kρ
,
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то массоперенос в верхней области осуществляется
просто поступательным горизонтальным движением
среды, как единого целого.

Рассмотрим примеры расчета скорости дрейфа жид-
ких частиц верхней и нижней сред, прилегающих
к границе раздела. Расчеты проводились при зна-
чениях параметров, соответствующих границе разде-
ла вода-воздух: ρ = 1 г/см3; ρ′ = 0.001 г/см3; γ =
72дин/см. Волновое число принималось равным k =

k∗ =
√

g (ρ− ρ′) /γ ≈ 3.69 см−1. Это значение со-
ответствует волне, наиболее чувствительной к деста-
билизирующему воздействию тангенциального разрыва
скоростей. Амплитуда волны полагалась ζ = 0.05 см,
а ∆k = 0.01k. Тогда фазовая скорость волнового дви-
жения оказывается равной Uph ≈ 23 см/c, а крити-
ческая скорость, по превышении которой реализуют-
ся условия возникновения неустойчивости Кельвина–
Гельмгольца:

Ucr =

√

(ρ+ ρ′)
(

k2γ − gρ′ + gρ
)

kρρ′
≈ 729 см/c.

Скорость среднего дрейфа, рассчитанная по форму-
лам (24) при z = 0 и U0 = 0 см/c принимает следующее
значение:

〈Udrift〉 =
〈

U ′

drift

〉

≈ 1.57 см/c.

При скорости U0 = 10 см/c:

〈Udrift〉 ≈ 1.57 см/c;
〈

U ′

drift

〉

≈ 10.89 см/c.

При скорости U0 = 23 см/c:

〈Udrift〉 ≈ 1.57 см/c;
〈

U ′

drift

〉

≈ 23.00 см/c.

При скорости U0 = 100 см/c:

〈Udrift〉 ≈ 1.56см/c;
〈

U ′

drift

〉

≈ 94.76см/c.

При скорости U0 = 500 см/c:

〈Udrift〉 ≈ 1.17см/c;
〈

U ′

drift

〉

≈ 467.18см/c.

При скорости U0 = 720 см/c:

〈Udrift〉 ≈ 0.29см/c;
〈

U ′

drift

〉

≈ 671.34см/c.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Закономерности дрейфового движения, связанного
с распространением простейшего волнового пакета
капиллярно-гравитационных волн по границе раздела,
движущихся друг относительно друга с постоянной
скоростью жидкостей остаются такими же, как и для
дрейфа, вызванного распространением простейшей бе-
гущей волны. Но на временах, сравнимыми с перио-
дом огибающей волнового пакета можно заметить, что
дрейфовая добавка к скорости периодична по времени.
Также важной особенностью является то, что эффек-
ты, оказываются примерно в два раза меньшими из-за
модуляции амплитуды колебаний границы раздела.
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The regularities of a mass-transfer caused by a Stokes’s wave package propagating at a horizontal interface of two environments
are investigated analytically asymptotically for a pair of inviscid immiscible fluids which are shifting relate to each other.
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