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Проведено аналитическое и численное исследование динамики параметров супергауссового им-
пульса, спектр которого может лежать как в области нормальной, так и аномальной дисперсии
групповой скорости. Найдено аналитическое решение для параметра, характеризующего эволюцию
степени супергауссового импульса.
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ВВЕДЕНИЕ

В связи с появлением методов генерации супергаус-
совых импульсов [1] возникает интерес к их теорети-
ческому исследованию. В большинстве работ, посвя-
щенных динамике таких импульсов (например, [2–4]),
анализ проводился на основе численных методов, что
связано с использованием специальных функций при
их математическом описании. Лишь в линейном при-
ближении авторам работы [5] удалось получить точное
аналитическое решение, описывающее дисперсионное
расплывание импульса при заданном значении пара-
метра супергауссовости. Даже для описания переход-
ных режимов гауссовых импульсов учет нелинейности
приводит к аналитическим затруднениям. Так в рабо-
те [6] c помощью метода моментов получена система
уравнений, описывающая динамику параметров гаус-
совых импульсов обобщенного нелинейного уравнения
Шредингера и приведены результаты численного экс-
перимента. Настоящая работа посвящена как анали-
тическому описанию динамики параметров супергаус-
сового импульса, так и исследования вопроса о при-
менимости подхода заданного профиля. В отличии от
других исследований, нами рассмотрен случай, когда
параметр супергауссовости (прямоугольности) не оста-
ется постоянным, а эволюционирует наряду с другими
характеристиками сигнала [7, 8].

1. МЕТОД МОМЕНТОВ И ДИНАМИКА
СУПЕРГАУССОВЫХ ИМПУЛЬСОВ

Динамика квазимонохроматических импульсов
в изотропном диэлектрике, распространяющихся
в области его прозрачности, описывается обобщенным
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нелинейным уравнением Шрёдингера [6]
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Здесь τ = t − z/vg — время в сопутствующей систе-
ме координат, vg — групповая скорость импульса, z —
ось, вдоль которой распространяется сигнал, β2 — ко-
эффициент групповой дисперсии, β3 — положительный
параметр, определяющий дисперсию третьего порядка,
γ < 0 — коэффициент кубической нелинейности, ω —
центральная частота импульса, TR — коэффициент,
характеризующий вклад вынужденного комбинацион-
ного рассеяния (ВКР). Коэффициент β2 положителен,
если центральная частота импульса лежит в области
аномальной дисперсии групповой скорости и отрица-
телен в противоположном случае [9]. Медленно меня-
ющаяся огибающая ψ связана с электрическим полем
импульса E соотношением

E =
1

2
ψ exp[i(ωt− kz)] + c.c. (2)

где k — волновое число.
Анализ динамики параметров импульса проводился

на основе метода моментов [6]

E =

∞
∫

−∞

|ψ|2dτ, (3)

σ2 =
1

E

∞
∫

−∞

(τ − T )2|ψ|2dτ, (4)

C =
i

E

∞
∫

−∞

(τ − T )

(

ψ∗ ∂ψ

∂τ
− ψ

∂ψ∗

∂τ

)

dτ, (5)

УЗФФ 2017 1760702–1

mailto:bugay_aleksandr@mail.ru
mailto:slavasxi@gmail.com


XVI ВСЕРОССИЙСКАЯ ШКОЛА–СЕМИНАР «ВОЛНЫ–2017»
секция КОГЕРЕНТНЫЕ И НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ЯВЛЕНИЯ УЗФФ № 6, 1760702 (2017)

T =
1

E

∞
∫

−∞

τ |ψ|2dτ, (6)

Ω =
i

2E

∞
∫

−∞

(

ψ∗ ∂ψ

∂τ
− ψ

∂ψ∗

∂τ

)

dτ, (7)

n =
1

2E

∞
∫

−∞

(τ − T )2

|ψ|2
(

ψ∗ ∂ψ

∂τ
+ ψ

∂ψ∗

∂τ

)

dτ − 1

2
, (8)

где E — параметр, пропорциональный энергии им-
пульса, σ — величина, пропорциональная длительно-
сти сигнала, C — определяет модуляцию частоты, T —
временное запаздывание, Ω — определяет смещение
центральной частоты сигнала, n — степень супергаус-
сового импульса [7, 8].

Огибающую поля представим следующим образом
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Здесь A — амплитуда сигнала, τp — его длительность,
a ϕ — добавка к фазе.

Из (3)–(8) с учётом (9) и (1) получаем систему урав-
нений на параметры импульса

dE

dz
= 0, (10)

d

dz
(σ2) = C(β2 + β3Ω), (11)

dC

dz
= 2(β2 + β3Ω)(1 + C2)

n2Γ(2− 1/2n)

τ2pΓ(1/2n)
+

+
γEn

21/2nτpΓ(1/2n)

(

1− Ω

ω

)

, (12)

dT

dz
= β2Ω+

β3
2

[

(1 + C2)n2Γ(2 − 1/2n)

τ2pΓ(1/2n)
+ Ω2

]

−

− 3γEn

21+1/2nωτpΓ(1/2n)
, (13)

dΩ

dz
= −γEn

321/2nΓ(2 − 1/2n)

τ3p (Γ(1/2n))
2

(

C

ω
+ TR

)

, (14)

dn

dz
= −8C(β2 + β3Ω)n

3(n− 1)Γ(2− 1/2n)

τ2pΓ(1/2n)
, (15)

где Γ(z) — гамма функция.
Из (4) и (9) можно получить связь между длитель-

ностью сигнала и параметром σ

σ2 =
Γ(3/2n)

Γ(1/2n)
τ2p . (16)

Известно, что вызванный ВКР красный сдвиг ведет
к поглощению энергии [10], которая идет на возбужде-
ние молекулярных колебаний. В связи с этим возника-
ет вопрос относительно интерпретации формулы (10).
Поскольку
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где F (ω, z) — спектральная плотность, то формула (10)
выражает тот факт, что за счет ВКР фотоны ”красне-
ют”, но их число остается постоянным [11].

Найдем явное аналитическое решение, описывающее
эволюцию длительности сигнала в линейном прибли-
жении. Можно показать [2, 12], что
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Отсюда следует, что
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Здесь и далее индекс «0» определяет значение соответ-
ствующего параметра на входе в среду (z = 0).
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Из (4) и (1) находим
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Используя (11), (16), (21) и (18) получаем выражение для длительности сигнала в линейном приближении
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Здесь Ld = τ20 /|β2| — характерная длина дисперсионного расплывания, g = sign(β2) определяет знак дисперсии
групповой скорости.

Из (12), (13), (19), (20) находим
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Здесь учтено, что на входе в среду T0 = 0.
Решая уравнения (12), (15) в линейном приближе-

нии, получаем

n =
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2
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где C описывается выражением (23). Таким образом
зависимость от динамического параметра супергауссо-

вости сохраняется только в уравнении для длитель-
ности (22), а динамика самого параметра определяет-
ся выражением (25). Из (25) следует, что супергаус-
совый импульс по мере своего распространения стре-
миться к гауссовой форме n → 1. Однако известно,
что в дальне зоне дисперсии профиль импульса при-
обретает форму, определяемую спектром входного сиг-
нала. Такой импульс называется ”спектрон” [13, 14].
Отсюда следует, что исходный супергауссовый сигнал
разбивается на серию импульсов, причем центральный
превосходит боковые (что аналогично дифракции на
щели). Поскольку исходная пробная функция (9) не
допускает таких решений, то выражение (25) следует
рассматривать как приближенное.

Учтем теперь влияние нелинейности. Будем искать
длительность импульса в виде разложения вида (18).
Таким образом, из (11), (12), (18) находим
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где Ec =
√
2π|β2|/|γ|τ0.

Из (11), (26) находим выражение, характеризующее величину частотной модуляции сигнала
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При выводе (26) мы пренебрегли вкладом диспер-
сии третьего порядка, которую учитывали для линей-
ного приближения (22). Также считалось, что на входе
в среду смещение центральной частоты импульса рав-
но нулю Ω0 = 0. Когда импульс включает в себя боль-

шое число световых осцилляций ωτp ≫ 1, его частота
смещается незначительно по сравнению с центральной
частотой Ω/ω ≪ 1.

Проведем сравнение результатов решения прибли-
женных уравнений (10)–(15) с численным решением
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Рис. 1: Динамика профиля супергауссова импульса с n = 2 (а) и n = 4 (б), длительностью 145 фс и длиной волны 1.1 мкм
(область нормальной групповой дисперсии) и E = 0.2Ec при распространении его в волокне на дистанции дисперсионной
длины. Сплошная кривая — результат численного решения (1), а пунктирная и штриховая линии –– результат решения
системы (10)–(15) с постоянным и переменным n, соответственно. Начальный профиль импульса задан светлой сплошной
линией

Рис. 2: Динамика профиля супергауссова импульса с n = 2 (а) и n = 4 (б), длительностью 200 фс и длиной волны 1.5 мкм
(область аномальной групповой дисперсии) и E = 0.2Ec при распространении его в волокне на дистанции дисперсионной
длины. Сплошная кривая –– результат численного решения (1), а пунктирная и штриховая линии — результат решения
системы (10)-(15) с постоянным и переменным n, соответственно. Начальный профиль импульса задан светлой сплошной
линией

исходного уравнения (1). Рассмотрим эволюцию уль-
тракоротких импульсов с исходным супергауссовым
профилем вида (9) при n = 2 и n = 4, распространя-
ющихся в типичном оптическом волокне марки SMF-
28. Длины волн и длительности импульсов выбирались
таким образом, что ωτp ∼ 250, а их несущие частоты
попадали в область нормальной или аномальной груп-
повой дисперсии при заданной величине групповой
дисперсии второго порядка. Результаты приведены на
рис.1 и 2. В случае аномальной групповой дисперсии
решение (10)–(15) при фиксированном n = 4 является
расходящимся, поэтому соответствующий профиль не

приведен. Видно, что с ростом параметра супергауссо-
вости качество аппроксимации динамики профиля им-
пульса гораздо лучше в случае динамического n.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе предложен подход, позволяю-
щий получать аналитическое описание динамики пара-
метров супергауссовых импульсов. В отличие от боль-
шинства работ, посвященных исследованию супергаус-
совых импульсов, нами учитывался тот факт, что пара-
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метр супергауссовости n тоже эволюционирует. Полу-
чено явное аналитическое решение, описывающее дли-
тельность импульса и выявлены особенности динами-
ки с помощью численного исследования системы.

Результаты численных расчетов показывают, что

учет динамического изменения функционального вида
профиля импульса может расширить круг задач, где
возможно применение метода моментов.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ
(грант № 17-11-01157).
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