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В статье рассмотрено интегрированное сегнетоэлектрическое устройство нового типа: однородная
цепочка с сегнетоэлектрическими конденсаторами с отрицательной ёмкостью. При большом числе
таких конденсаторов в цепочке с помощью теории Уизема описано распространение нелинейных
модулированных волн в этой системе.

PACS: 02.30. УДК: 537.86: 538.956: 517.958.
Ключевые слова: теория Ландау фазовых переходов второго рода, эллиптические функции Якоби, эллиптиче-
ские интегралы, уравнение Клейна-Гордона-Фока, спектр, бегущие волны.

ВВЕДЕНИЕ

В последнюю четверть века во всём мире ведут-
ся интенсивные исследования в области интегрирован-
ных сегнетоэлектриков [1]. Эта активность мотиви-
рована ожиданием развития нового поколения систем
обработки и передачи информации на основе объеди-
нения сегнетоэлектрических материалов с технология-
ми современной микроэлектроники. В процессе движе-
ния в указанном направлении уже созданы энергонеза-
висимые сегнетоэлектрические запоминающие устрой-
ства [2], фазированная антенная решётка на основе се-
гнетоэлектрических плёнок [3], модулятор оптического
излучения [4] и.т.д. Особо отметим, что рынок таких
систем определяется не уровнем развития литографи-
ческих методов, а знаниями в области формирования
сегнетоэлектрического модуля [1].

Новый импульс эволюции интегрированных сегне-
тоэлектрических устройств может дать изучение при-
менения в радиотехнических системах различного ти-
па недавно открытых двуслойных сегнетоэлектриче-
ских структур, обладающих отрицательной ёмкостью
при комнатной температуре [5, 6]. Мы будем назы-
вать такие структуры с отрицательной ёмкостью NC–
конденсаторами. В рамках реализации этой исследова-
тельской программы в статье рассмотрена однородная
цепочка с NC–конденсаторами.
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1. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ДЛЯ ОДНОРОДНОЙ
ЦЕПОЧКИ

Пусть однородная цепочка состоит из N+1 одинако-
вых четырёхполюсников, каждый из которых содержит
индуктивность L0, NC–конденсатор, включённый по-
следовательно с индуктивностью, и обычный конден-
сатор с положительной ёмкостью C0. Электрическая
схема такой цепочки представлена на рис. 1.

Рис. 1: Электрическая схема однородной цепочки с сегнето-
электрическими конденсаторами с отрицательной ёмкостью

Выберем в качестве обобщённых координат этой си-
стемы заряды qn на каждом из NC–конденсаторов,
тогда в силу известной электромеханической анало-
гии [7, 8] функция Лагранжа нашей системы равна:

ΛN =

N+1
∑

n=1

[

L0 · q̇2n
2

−W (qn)−
(qn − qn−1)

2

2 · C0

]

, (1)

где точка означает дифференцирование по времени.
Из термодинамической теории сегнетоэлектричества

для монодоменного образца, развитой В.Л. Гинзбургом
в рамках теории Ландау фазовых переходов второго
рода, в работах [5, 6] выводится следующее выражение
для зависимости энергии NC–конденсатора от заряда
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q на его обкладках:

W (q) = −
α0 · q2

2
+

β0 · q4

4
. (2)

Параметры α0 и β0, входящие в формулу (2), счи-
таются положительными и зависят как от свойств
материалов, образующих сегнетоэлектрическую пару
и обеспечивающих термодинамическую устойчивость
эффекта отрицательной ёмкости, так и от геомет-
рии NC–конденсатора [5, 6]. Например, для плоского
NC–конденсатора площадью S = (30мкм)2, заполнен-
ного двумя слоями сегнетоэлектриков — цирконата-
титаната свинца Pb(Zr0.2Ti0.8)O3 толщиной 28 нм и ти-
таната стронция SrTiO3 толщиной 48 нм, полученного
в экспериментах, описанных в статье [5], эти парамет-
ры равны: α0 ∼ 1010 В/Кл и β0 ∼ 0.5× 1029 В Кл−3.

По формулам (1) и (2) получим следующие уравне-
ния Лагранжа для рассматриваемой структуры:

L0 · q̈n = α0 · qn − β0 · q3n +
qn−1 − 2 · qn + qn+1

C0
. (3)

Эту систему можно успешно использовать для опи-
сания процессов в цепочке, когда число элементар-
ных четырёхполюсников в ней невелико: N ∼ 1. Ес-
ли же N ≫ 1, то уравнения движения (3) мож-
но решать только численно на супер–ЭВМ. Од-
нако благодаря тому, что полученные эксперимен-
тально NC–конденсаторы имеют характерный размер
∼ 100нм [5, 6], при большом числе звеньев цепочки
процессы, происходящие в ней, с достаточной степе-
нью точности можно описать в непрерывном пределе,
введя электрический заряд Q(x,t) на NC–конденсаторе
этой структуры в точке x в момент времени t.

Пусть δ — линейный размер элементарного четырёх-
полюсника, тогда, обозначив Q(nδ, t) = qn(t), с помо-
щью стандартной процедуры [7] получим, что систе-
ма (3) обыкновенных дифференциальных уравнений
из N+1-го уравнения сведётся к одному уравнению
в частных производных:

L ·
∂2Q

∂t2
−

1

C
·
∂2Q

∂x2
− α ·Q+ β ·Q3 = 0, (4)

где L = L0/δ и C = C0/δ — погонные индуктивность
и ёмкость цепочки соответственно, а параметры α =
α0/δ и β = β0/δ задают погонный термодинамический
потенциал NC–конденсаторов вдоль цепочки.

Введём для уравнения (4) новые пе-
ременные ξ = (αC)1/2x, τ = (α/L)1/2t
и u(ξ, τ) = (β/α)1/2Q(x, t). В этих переменных
оно не содержит ни одной размерной величины:

∂2u

∂τ2
−

∂2u

∂ξ2
− u+ u3 = 0. (5)

Легко видеть, что уравнение (5) следует из принципа
наименьшего действия с плотностью функции Лагран-
жа:

Λ =
1

2
·
(

∂u

∂τ

)2

−
1

2
·
(

∂u

∂ξ

)2

+
u2

2
−

u4

4
. (6)

Формулы (3), (5) и (6) будут исходными для даль-
нейшего анализа.

2. ПОВЕДЕНИЕ ОДНОРОДНОЙ ЦЕПОЧКИ
В ЛИНЕЙНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Система уравнений (3) крайне сложна для исследо-
вания из-за её нелинейности. По сути единственным
примером точно решаемой системы такого рода явля-
ется цепочка Тоды [9], поэтому в данной статье мы
ограничимся рассмотрением следствий линеаризации
системы (3) вблизи её состояний равновесия.

Рассмотрим сначала поведение нашей цепочки вбли-
зи состояний равновесия q0n = (α0/β0)

1/2, соответству-
ющих минимуму энергии (2) NC–конденсатора. Под-
ставляя в уравнения (3) qn = q0n + ξn, где ξn — малые
возмущения равновесного заряда, и отбрасывая члены
степени выше первой, получим:

L0 · ξ̈n =
ξn+1 − 2 · ξn + ξn−1

C0
− 2 · α0 · ξn. (7)

Уравнения (7) описывают динамику однородной це-
почки той же структуры, что и цепочка на рис. 1,
в которой, однако, NC–конденсатор заменён обычным
конденсатором с положительной ёмкостью 1/(2α0). Та-
ким образом, согласно [8], если в начальный момент
времени все NC–конденсаторы имеют заряд, близкий
к равновесному значению q0n = (α0/β0)

1/2, то при до-
статочно большом числе звеньев наша цепочка, также
как и цепочка с обычными конденсаторами, может ра-
ботать как полосно-пропускающий фильтр. Но, в от-
личие от обычной цепочки [8], это верно только при
достаточно малой амплитуде внешнего гармоническо-
го напряжения. Оценить эту последнюю можно, вос-
пользовавшись экспериментальными данными из ста-
тьи [5], согласно которым характерное значение рав-
новесного электрического заряда на NC–конденсаторе
(α0/β0)

1/2 ∼ 0.5нКл.
Поведение исследуемой цепочки вблизи состояний

равновесия q0n = 0 проще всего понять, предположив
наличие большого числа звеньев в ней: N ≫ 1. В этом
случае в уравнении (6) можно отбросить кубический
член, и оно сведётся к линейному уравнению Клейна–
Гордона–Фока с мнимой массой:

∂2u

∂τ2
−

∂2u

∂ξ2
− u = 0. (8)

Разыскивая решения уравнения (8) в виде плоских
волн u ∼ exp(iκξ − iΩτ), получим для них следующий
закон дисперсии:

Ω = ±
√

κ2 − 1. (9)

Из формулы (9) следует, что при κ̄<̄1 частота Ω
является чисто мнимой величиной, и, соответствен-
но, в модели (8) имеется экспоненциальная неустойчи-
вость по времени. В действительности рост амплитуды
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u(ξ, τ) во времени ограничивается кубическим членом
в исходном уравнении (5).

3. АВТОМОДЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ

Перейдём теперь к изучению нелинейных эффектов
в исследуемой модели.

Рассмотрим ситуацию, когда цепочка безгранична
в обе стороны, и будем искать решения нелинейно-
го волнового уравнения (5) в виде бегущих волн:
u(ξ, τ) = U(θ), где θ = κξ − Ωτ . В этом случае оно
сведётся к уравнению Дуффинга с гомоклинической
восьмёркой на фазовой плоскости:

(Ω2 − κ2) ·
d2U

dθ2
− U + U3 = 0. (10)

Это уравнение можно интерпретировать как за-
кон изменения координаты U материальной точ-
ки массой Ω2 − κ2, движущейся в потенциале
V (U) = −U2/2 + U4/4.

Хорошо известно, что уравнение (10) имеет точное
решение следующего вида [10]:

U(θ) =
√
2 · ch−1

(

θ√
Ω2 − κ2

)

. (11)

Оно соответствует уединённой волне заряда, бегущей
вдоль цепочки.

Кроме решения (11) уравнение (10) имеет периоди-
ческие решения, выражающиеся через эллиптические
функции Якоби [10]:

U(θ) = A · dn

[

A · θ
√

2 · (Ω2 − κ2)
, k1

]

(12)

и

U(θ) = A · cn

[

√

A2 − 1

Ω2 − κ2
· θ, k2

]

, (13)

где

A(h) = (1 + (1 + 4h)1/2)1/2,

k1(h) = 21/2(1 + 4h)1/4/A(h),

k2(h) = 1/k1(h),

а параметр h имеет смысл безразмерной энергии, при-
чём решение (12) соответствует случаю −1/4 < h < 0,
решение (13) — случаю h > 0, а решение (11) — слу-
чаю h = 0.

4. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ МОДУЛЯЦИИ УИЗЕМА

Точные решения (12) и (13) уравнения (5) позволяют
в рамках теории модуляции Уизема [9] изучить распро-
странение нелинейных модулированных волн в нашей
цепочке.

Вычислим на решении (12) или (13) плотность функ-
ции Лагранжа (6) и нормируем период по θ на 2π, то-
гда усреднённый лагранжиан Уизема равен:

Λ̄(ω, k, h) =
1

2 · π
·
2·π
∫

0

Λ ·dθ =
√

Ω2 − κ2 · I(h)−h, (14)

где I(h) =
∫

(2[h − V (U)])1/2dU/π — переменная дей-
ствия для частицы единичной массы в потенциале
V(U) (интегрирование ведётся по отрезку [U1, U2],
U1,2 — корни уравнения V (U) = h). Она выражается
через эллиптические интегралы 1-го и 2-го рода:

I(h) =



















2

3 · π
·
(2− k21(h)) · E(k1(h))− 2 · (1− k21(h)) ·K(k1(h))

(2− k21(h))
3/2

, − 1
4 ≤ h < 0,

4

3 · π
·
(2 · k22(h)− 1) · E(k2(h)) + (1− k22(h)) ·K(k2(h))

(2 · k22(h)− 1)3/2
, h > 0.



















. (15)

Первое из уравнений системы уравнений модуляции
в силу известной [10] формулы:

T (h) = 2 · π ·
dI(h)

dh
(16)

для периода колебаний частицы единичной массы в по-
тенциале V (U) даёт нам как раз условие нормировки

периода по θ на 2π:

∂Λ̄

∂h
=

√

Ω2 − κ2 ·
T (h)

2 · π
− 1 = 0. (17)

Из выражения (15) по формуле (16) находим:
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Рис. 2: Зависимость периода колебаний в уравнении Дуффинга с гомоклинической восьмёркой от энергии

T (h) =

{

2·
√
2

A(h) ·K(k1(h)), − 1
4 ≤ h < 0

4√
A2(h)−1

·K(k2(h)), h > 0

}

. (18)

График зависимости периода колебаний (18) от без-
размерной энергии h представлен на рис. 2.

Далее, второе уравнение системы уравнений моду-
ляции даёт нам:

∂

∂τ

∂Λ̄

∂Ω
−

∂

∂ξ

∂Λ̄

∂κ
=

∂

∂τ

(

Ω · I(h)√
Ω2 − κ2

)

+
∂

∂ξ

(

κ · I(h)√
Ω2 − κ2

)

= 0.

(19)
Уравнение (17) будет тождественно удовлетворено, ес-
ли мы положим:

Ω = ω(h) · chφ(h) κ = ω(h) · shφ(h) , (20)

где ω(h) = 2π/T (h) — частота колебаний привле-
каемой нами к обсуждению гипотетической частицы,
а ϕ(h) — неизвестная функция энергии h(ξ, τ), кото-
рую, вполне аналогично работе [11], нужно определить
из уравнений движения.

Далее, подстановкой (20) уравнение (19) сводится
к уравнению:

∂(I · chφ)
∂τ

+
∂(I · shφ)

∂ξ
= 0, (21)

а из условия совместности ∂κ/∂τ + ∂Ω/∂ξ = 0 получа-
ется ещё одно уравнение:

∂(ω · shφ)
∂τ

+
∂(ω · chφ)

∂ξ
= 0. (22)

Для того, чтобы уравнения (21) и (22) описывали
для функции h(ξ, τ) один и тот же волновой процесс:

∂h

∂τ
+ v(h) ·

∂h

∂ξ
= 0, h(ξ0) = h0(ξ), (23)

нужно, чтобы коэффициенты в уравнении переноса
(23), вычисленные из обоих уравнений, совпадали, т.е.:

v(h) =
(I · shφ)′

(I · chφ)′
=

(ω · chφ)′

(ω · shφ)′
, (24)

где штрих обозначает производную по h.
Из соотношения (24) также, как и в статье [11],

определим неизвестную функцию ϕ(h):

φ′2 =
I ′ · ω′

I · ω
. (25)

С помощью формулы (16) решение уравнения (25)
можно представить в следующем виде:

φ(h) = ±
∫

√

−
I ′′(h)

I(h)
· dh. (26)

По рис. 2 и формуле (16) видно, что решение (26)
применимо только для случая h > 0, ибо только в этом
случае I ′′(h) < 0. Этот вывод можно подтвердить
и прямым вычислением с помощью выражений (18).

Таким образом, в области h > 0 распространение
нелинейных модулированных волн в исследуемой нами
однородной цепочке с NC–конденсаторами полностью
описано, а именно, для h0(ξ) > 0 решение задачи Коши
(23) задаётся неявным образом [11, 12]:

h(ξ, τ) = h0 [ξ − v(h(ξ, τ)) · τ ], (27)

где

v(h) =
I

′

(h) · thφ(h) + I(h) · φ′

(h)

I ′(h) + I(h) · φ′(h) · thφ(h)
. (28)
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Используя решение уравнения (27), по формулам
(20), мы определим локальную частоту Ω(ξ, τ) и волно-
вой вектор κ(ξ, τ), а затем вычислим по ним локальную
фазу волны согласно:

θ(ξ, τ) =

(ξ,τ)
∫

(ξ0,τ0)

[−Ω(ξ, τ) · dτ + κ(ξ, τ) · dξ]. (29)

Подставляя энергию h(ξ, τ) и локальную фазу (29)
в формулу (13), мы и определим в нашей цепочке мо-
дулированную волну с переменной амплитудой

A(ξ, τ) =

√

1 +
√

1 + 4 · h(ξ, τ). (30)

В рамках нашего приближения с помощью резуль-
татов статьи [12] можно выяснить и временную эво-
люцию пространственного спектра энергии h(ξ, τ) по
формуле [12]:

Sh(k, τ) =

+∞
∫

−∞

dξ ·exp(−i·k·ξ)·
h0(ξ)
∫

0

exp[−i·k·τ ·v(h)]·dh,

(31)
а также временную эволюцию пространственного спек-
тра произвольной функции энергии [12], например, ам-
плитуды волны (30):

SA(k, τ) =

+∞
∫

−∞

dξ · exp(−i · k · ξ)×

×
A[h0(ξ)]
∫

0

exp[−i · k · τ · v(h)] ·
dA(h)

dh
· dh. (32)

Разумеется, формулы (31) и (32) справедливы до мо-
мента наступления градиентной катастрофы в решении
(27), который определяется видом начального распре-
деления энергии h0(ξ) [12].

Для иллюстрации полученных соотношений рас-
смотрим распространение волн с большими энергиями:
h0(ξ) ≫ 1.

В этом случае из формулы (15) получим:

I(h) ≈
√
2 · Γ2(1/4)

3 · π3/2
· h

3

4 , (33)

где Γ(1/4) — значение гамма–функции Эйлера.
Подставляя выражение (33) в формулу (26), найдём:

φ(h) ≈ ±
√
3

4
· lnh+ Const. (34)

Комбинируя выражения (33) и (34) в формуле (28),
вычислим, что ν(h) ± 1, и, соответственно, решение
задачи Коши (23) есть: h(ξ, τ) ≈ h0(ξ ± τ).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Важным условием успешного вхождения рос-
сийских электронных предприятий на рынок ин-
тегрированных сегнетоэлектрических устройств яв-
ляется наличие у них систем автоматизирован-
ного проектирования приборов на базе интегри-
рованных сегнетоэлектриков, полностью открытых
для отечественного пользователя.

Результаты, изложенные в данной статье, могут
служить теоретическим обоснованием ряда ключевых
фрагментов таких систем. Кроме того, проведённое на-
ми развитие теории модуляции Уизема обладает из-
вестной степенью общности и может быть применено
к описанию модулированных нелинейных волн в дру-
гих нелинейных средах, например, в однородной це-
почке той же структуры, что и цепочка на рис. 1,
в которой вместо NC–конденсаторов включены кон-
денсаторы, заполненные однослойным сегнетоэлектри-
ком с рабочей температурой выше температуры Кюри.
В области энергий −j < h < 0 вблизи дна потенциаль-
ной ямы V (U) уравнения (10), то есть там, где теория
Уизема оказалась неприменимой, исходное уравнение
(5) модели однородной цепочки в непрерывном преде-
ле может быть исследовано другими методами теории
нелинейных волн.
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In the article integrated ferroelectric device of new type namely homogeneous circuit with ferroelectric capacitors with a negative
capacitance has been considered. Under the great number of such capacitors in the circuit in the framework of the Witham theory
propagation of nonlinear modulated waves in this system has been described.
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