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Сформулирована редуцированная модель Власова–Дарвина в компактном гамильтоновом пред-
ставлении. Построен дискретный (по методу макрочастиц) лагранжево–гамильтоновый алгоритм.
Разработан прикладной плазменный код, адаптированный к массовым ПК средней мощности. Про-
ведена аппробация численного алгоритма в рамках исследования параметрической неустойчивости
магнитоактивной плазмы.
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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, множество эффектов, обусловленных
коллективными взаимодействиями частиц в плазме,
носят нерелятивистский и безызлучательный характер
[1]. Это объясняет устойчивый интерес к физическим
приложениям дискретного по методу крупных («мак-
ро») частиц безызлучательного (магнитоиндукционно-
го, дарвинского) моделирования в области низкоча-
стотных электромагнитных явлений плазмофизики [2].

Привлекательной особенностью дарвинского форма-
лизма является возможность достоверного описания
ряда электромагнитных эффектов, связанных с зако-
ном Фарадея, в рамках незапаздывающих систем [3].
При этом отсутствие в системе коротковолновых поле-
вых мод, связанных с эффектами излучения, обуслав-
ливает корректность сравнительно крупномасштабной
дискретизации пространственно-временного континуу-
ма при построении численной модели. Вместе с тем
формализму присуща достаточно сложная численная
интерпретация, особенно в контексте неявных раз-
ностных схем, в частности, обусловленная необхо-
димостью эллиптической переформулировки дарвин-
ских полевых уравнений, исходно имеющих гипербо-
лический тип, противоречащий аналитическому пред-
ставлению систем с мгновенным дальнодействием [4].
Дополнительно необходимо учесть традиционно боль-
шие объемы вычислений в современных компьютер-
ных экспериментах по методу макрочастиц, связанные
с сохранением в модельной среде возможно больше-
го значения основного плазменного параметра – так
называемой, дебаевской плотности частиц, определя-
ющей степень физической достоверности полученных
численных результатов (nD ≫ 1, где на величину
nD существенно влияет размерность рассматриваемо-
го фазового пространства) [5]. Таким образом, стано-
вится понятной сложившаяся ситуация, при которой
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большая часть реально работающих магнитоиндукци-
онных кодов адаптирована к большим программно-
вычислительным платформах кластерного типа, име-
ющим сравнительно ограниченный круг пользовате-
лей [6]. В этой связи представляется важной фор-
мулировка дарвинского алгоритма, эффективного и
при реализации на достаточно мощных РС, позволя-
ющего существенно расширить возможности примене-
ния дарвинских кодов в исследованиях низкочастот-
ной плазмофизики. Решение этой задачи видится на
пути сокращения фазового пространства за счет его
конфигурационной части, представления самосогласо-
ванного безызлучательной формализма в экономичном
лагранжево-гамильтоновом виде, выборе численно эко-
номичных атрибутов дискретной плазменной модели.

1. БЕЗЫЗЛУЧАТЕЛЬНЫЙ ДИСКРЕТНЫЙ
ФОРМАЛИЗМ

Модель самосогласованной разреженной плазмы без
излучения математически представляется системой,
включающей кинетические уравнения Власова [7] для
одночастичных функций распределения каждого сорта
(α) частиц (с массой mα и зарядом qα):

∂fα
∂t

+ v
fα
∂r

+
qα
mα

(E+
1

c
(v ×B))

∂fα
∂v

= 0, (1)

и дарвинскую (низкочастотную) аппроксимацию [3]
уравнений Максвелла для внутреннего электромагнит-
ного (E,B) поля:

∇Ep = 4πρ , ∇×Ev = −
1

c

∂B

∂t
,

∇B = 0 , ∇×B =
4π

c
J+

1

c

∂Ep

∂t
,

(2)

активно использующее известное разложение Гельм-
гольца [8] для векторных полей (и токов):

a = ap + av : ∇av = 0 , ∇× ap = 0 .
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Легко видеть, что единственное отличие дарвинско-
го описание полей от максвелловского — отсутствие
поперечной составляющей тока смещения. Вместе с
тем, оставшаяся продольная компонента обеспечивает
достоверность уравнения непрерывности:

∇J+
∂ρ

∂t
= ∇(Jp +

1

4π

∂Ep

∂t
) = 0 ,

в чем легко убедиться, взяв rot от от обеих частей
последнего уравнения системы (2). При этом плотно-
сти заряда и тока, как и в общем электромагнитном
случае, выражаются через моменты функций распре-
деления частиц:

ρ =
∑

α

qα

∫

fαdv, J =
∑

α

qα

∫

vαfαdv.

Характерной особенностью модели является прин-
ципиальная нелинейность и сложное аналитическое
представление, что обуславливает необходимость чис-
ленного анализа в ее практическом приложении.

В настоящей работе для этих целей использова-
на PIC (Paticle-in-Cell) модификация метода макро-
частиц [5], по сути являющегося дискретной ап-
проксимацией динамической части формализма. При
этом уравнение Власова (1) замещается совокупно-
стью уравнений движения конечного числа модельных
(укрупненных) частиц:

dvj

dt
=

Fj

mj
;

drj
dt

= vj , j = 1, . . . , N,

с лоренцевой силой

Fj ≡ F(r)j) = qj

∫

[E(r) +
1

c
(vj ×B(r))]R(r − rj)dr,

где R(r− rj) :
∫

R(r− rj)dr = 1 — финитная функция
(так называемый форм-фактор модели), описывающая
макрочастицу.

Соответственно источники в полевых уравнениях (2)
приобретают вид:

ρ = 4π
∑

j

qjR(r− rj); J =
4π

c

∑

j

qjvjR(r− rj).

При этом дискретная самосогласованная система
численно реализуется на пространственно-временной
сетке Ωτ × Ωh.

2. ГАМИЛЬТОНОВО ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

Здесь независимыми фазовыми переменными
являются обобщенный импульс P и обобщенная
координата x, за которую в практических реализациях
обычно принимают пространственную координату r.
Вначале рассмотрим преобразование динамической
части модели Власова–Дарвина.

Динамическая часть

Лагранжиан заряженной частицы в классическом
случае выражается через скалярный ϕ и векторный A

потенциалы поля как [9]

L =
mv2

2
+

q

c
A · v − qϕ.

Ее обобщенный импульс имеет вид

P =
∂L

∂v
= mv +

q

c
A , то есть v =

1

m

(

P−
q

c
A
)

.

Следовательно, гамильтониан частицы H = (v,P) − L
[9] представляется следующим образом:

H = qϕ+
1

2m

(

P−
q

c
A

)2

.

В результате система уравнений движения частицы
сорта α с зарядом qα и массой mα принимает гамиль-
тонову форму

dx

dt
=

∂Hα

∂P
=

1

mα

(

P−
qα
c
A
)

,

dP

dt
= −

∂Hα

∂x
= −qα

∂ϕ

∂x
+

qα
cmα

[

(

P−
qα
c
A
)

(

∂A

∂x

) ]

,

где (∂A/∂ x) — матрица Якоби (3x3):

{∂ Am/∂ xk} , Am = Ax, Ay, Az , xk = x, y, z [8].
Заметим попутно, что уравнения Власова в гамиль-

тоновых переменных имеют вид

∂fα
∂t

+

(

∂Hα

∂P
,
∂fα
∂x

)

−

(

∂Hα

∂x
,
∂fα
∂P

)

= 0 ,

α = 1, . . . ,K ,

а плотности частиц и тока каждой из компонент плаз-
мы выражаются как

nα(r, t) = s

∫

fα(t,x,P) dP ,

Jα(r, t) =
qα
mα

∫

(

P−
qα
c
A
)

fα(t,x,P) dP .



























Как легко видеть, теперь в уравнениях Власова
и в гамильтоновых уравнениях движения частиц
фигурируют только градиент скалярного потенциала,
векторный потенциал и его градиенты (матрица
Якоби), которые вычисляются в текущих точках
локализации частиц (xα(t)).
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Полевая часть

Для преобразования дарвинских уравнений поля ис-
пользуем связь скалярного и векторного потенциалов с
напряженностями полей [9]:

E = −
1

c

∂A

∂t
−∇ϕ, B = ∇×A,

а также наложим в целях инвариантности дополни-
тельное условие в виде кулоновской (поперечной) ка-
либровки ∇A = 0.

Тогда, подставив выражения для электрического и
магнитного полей в певое и последнее уравнения си-
стемы (2) и воспользовавшись известным соотношени-
ем:

∇×∇×A = ∇∇A−∆A.

получим с учетом принятой калибровки полевое опи-
сание в терминах потенциалов:

∆ϕ = −4πρ, (3)

∆A = −
4π

c
J+

1

c
∇

(

∂ϕ

∂t

)

. (4)

При этом уравнение непрерывности приобретает вид

∇J+
∂ρ

∂t
= ∇(Jp −

1

4π
∇

(

∂ϕ

∂t

)

) = 0 . (5)

3. ДИСКРЕТНАЯ РЕДУЦИРОВАННАЯ МОДЕЛЬ

Отметим общие соглашения, принятые при построе-
нии модели и позволяющие реализовать алгоритм, лег-
ко адаптируемый к персональным компьютерам сред-
ней производительности.

1. Выберем ориентацию декартовой системы коор-
динат: ep = ex, которая позволяет получить эко-

номичную 1
2

2
-мерную (x, vx, vy, vz) постановку.

При этом пространственные производные будут
иметь выражения ∂/∂y = ∂/∂z = 0, ∂/∂x = d/dx
в любом дифференциальном операторе.

2. Для представления дискретной модели положим
компактный гамильтонов формализм. При этом
полевое описание приведем к эллиптическому ви-
ду, соответствующему «незапаздывающему» ха-
рактеру дарвинского приближения и формально
предполагающему исключение временных произ-
водных.

3. Как известно, используемое в полевом описании
разложение Гельмгольца неоднозначно, поэтому
эту часть модели сформулируем в виде крае-
вых задач для потенциалов на основе известной
теоремы Ладыженской о существовании и един-
ственности такого разложения [10]. При этом

продольные (потенциальные) и поперечные (вих-
ревые) составляющие векторных величин в лю-
бой точке x ∈ [0− L] определятся как

a = ap + av : ap = (ax, 0, 0), av = (0, ay, az) = a⊥.

4. В целях численной экономии будем использо-
вать макрочастицы с достаточно простым форм-
фактором:

R(x− xj) =











1

∆x
, |x− xj | ≤

∆x

2
,

0, |x− xj | >
∆x

2
,

где xj — координата центра «облака» с линейным
размером, равным шагу пространственной сетки
∆x = h.

Итак, в области D = [0 − L] рассматривается дви-
жение N заряженных макрочастиц-облаков в присут-
ствии внешних (ext) и внутренних электромагнитных
полей:

Ex =
dϕ

dx
+ Eext

x , E⊥ = −
1

c

∂A⊥

∂t
,

Bx = 0, B⊥ = (ex
d

dx
×A⊥) +Bext

⊥ .

Отметим попутно, что в силу кулоновской калибров-
ки Ax = const, которую обычно нормируют на ноль.

Тогда динамическая часть модели будет иметь
вид (частицы для простоты считаем точечными;
r = (x, 0, 0)):



























dxj

dt
=

1

mj

(

Px,j −
q

c
Ax

)

, j = 1, ..., N

dPj

dt
= −qj

dφ

dx
+

qj
cmj

[(Pj −
qj
c
A)(

d

dr
A)]+

+qjE
ext
x +

qj
cmj

(Pj −
qj
c
A)×Bext

⊥ .

Модифицируем полевое описание в соответствии
с принятыми соглашениями.

Уравнение для скалярного потенциала уже имеет эл-
липтическую форму. Поэтому опираясь на теорему Ла-
дыженской, получим задачу Неймана для ϕ(x, t) в об-
ласти D с границей S = {0;L}:











d2ϕ

dx2
= −4πρ, x ∈ D,

dϕ

dx
|S = −Ebx,

(6)

где плотность заряда определяется выражением

ρ(x, t) =

K
∑

α=1

qα

∫

fα(t, x,P)dP, α = 1, ...,K.

Для векторного потенциала введем функцию

φ(x, t) =
1

4π

∂ϕ(x, t)

∂t
, удовлетворяющую следующему
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эллиптическому уравнению:

d2φ

dx2
= −

1

4π

d2

dx2
(
∂ϕ

∂t
) =

dJx
dx

.

Последнее легко получить, продифференцировав урав-
нение Пуассона (3) с учетом уравнения непрерывно-
сти (5). При этом граничное условие для потенциала
φ определяется формальным дифференцированием по
времени краевого условия в системе (6) для опреде-
ления скалярного потенциала. В результате получаем
следующую задачу Неймана в области D с границей
S = {0;L}:











d2φ

dx2
=

dJx
dx

, x ∈ D.

dφ

dx
|S = −

1

4π

∂Ebx

∂t
.

Подстановка функции φ(x, t) в уравнение (4) дает
эллиптическое уравнение относительно векторного по-
тенциала

d2A

dx2
= −

4π

c
(J−

dφ

dx
), (7)

где плотность тока определяется выражением

J(x, t) =
K
∑

α=1

Jα(x, t) =
K
∑

α=1

qα
mα

nα(x, t)〈Pα〉−

−A(x, t)

K
∑

α=1

q2α
mαc

nα(x, t).

Наконец подставляя полученное выражение плотно-
сти тока в уравнение (7), получаем следующую кра-
евую задачу для нахождения векторного потенциала
A(x, t) в области D с границей S = {0;L}:















d2A

dx2
− µA = −F, x ∈ D,

Ax = const,

A|S = 0,

где коэффициент и правая часть имеют следующий
вид:

µ(x, t) =
4π

c

K
∑

α=1

q2α
mα

nα(x, t),

F(x, t) =
4π

c
(

K
∑

α=1

qα
mα

nα(x, t)〈Pα〉 −
dφ(x, t)

dx
).

Завершая построение модели выпишем уравнение
непрерывности и его каноническое следствие:

dJx
dx

+
∂ρ

∂t
= 0, Jx −

1

4π

d

dx
(
∂ϕ

∂t
) = 0.

Последнее нам потребуется для интерпретации реше-
ния краевой задачи с векторным потенциалом.

4. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ МОДЕЛИ

A. Решение полевых уравнений

В настоящей постановке задачи для φ, ϕ являются
одномерными уравнениями Пуассона с соответствую-
щими граничными условиями и не представляют осо-
бого интереса, поскольку имеют давно апробированные
методы разностного решения [5]. Стоит, по-видимому,
коротко рассмотреть лишь задачу для векторного по-
тенциала, решение которой представим в «расщеплен-
ной» форме: A = Ax +A⊥.

В силу нормировки Ax = 0, уравнение для продоль-
ной компоненты имеет вид

−Fx ≡ −
4π

c
(Jx −

∂Φ

∂x
) = 0,

которое с учетом выражения для внутреннего элек-

трического поля и определения Φ =
1

4π

∂ϕ

∂t
приобрета-

ет вид, соответствующий каноническому следствию из
уравнения непрерывности:

Jx −
1

4π

d

dx
(
∂ϕ

∂t
) = Jx +

1

4π

∂Ex

∂t
= 0.

Заметим,что в силу независимого определения ρ и j

при численном решении уравнения на практике, как
правило, возникает его невязка θ(x, t), позволяющая
оценить корректность расчета. При этом в случае ее
значительных величин (порядка невязки разностного
аналога уравнения на точном решении) для повышения
достоверности результатов компьютерного зксперимен-
та требуется существенное увеличение числа исполь-
зуемых макрочастиц.

Уравнение для поперечной компоненты A⊥, записан-
ное в операторном виде

LA⊥ ≡ (∆− µ)A⊥ = −F⊥,

допускает прямое решение A⊥ = −L−1F⊥. При этом
в пространственно–одномерной постановке исходное
векторное уравнение распадается на два независи-
мых скалярных с трехдиагональной матрицей, имею-
щих хорошо разработанную методику численного ре-
шений [5].

B. Решение уравнений движения

Воспользуемся «расщеплением» векторного уравне-
ния движения на продольную и поперечную компонен-
ты:

dPx

dt
= −q

dϕ

dx
+

q

cm
[(P−

q

c
A)(

d

dr
A)]x + qEext

x =

= q(−
dϕ

dx
+ Eext

x ) +
q

c
(v⊥ ·

d

dx
A⊥) =

= qEx +
q

c
(v⊥ ×B⊥) =

dvx
dt

,
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где поперечная составляющая скорости v⊥ = (vy, vz):

v⊥ =
1

m
(P⊥ −

q

c
A⊥).

Аналогично, для поперечной компоненты импульса
будем иметь:

dP⊥

dt
=

=
q

cm
[(P−

q

c
A)(

d

dr
A)]⊥ +

q

cm
[(P−

q

c
A)×Bext

⊥ ]⊥ =

= (exvx ×Bext
⊥ )

в силу
d

dr⊥
= 0. При этом влияние самосогласованного

поперечного поля на динамику частиц учтено в левой
части уравнения.

Для разностного интегрирования уравнений движе-
ния применяется наиболее экономичная схема второго
порядка точности Leap–Frog [5]: фазовые координа-
ты (x,P⊥) определяются на «целых» временных слоях
tn, а продольная компонента канонического импульса
Px — на «полуцелых» tn+1/2.

Отметим, что предложенный формализм является
комбинированным. Уравнения для x, Px — обычные,
лагранжевы уравнения движения, что удобно, так
как основные физические процессы происходят вдоль
оси x. В то же время уравнения для P⊥ имеют га-
мильтоново представление, весьма лаконичное и осо-
бенно эффективное для замкнутых систем в силу
P⊥ = const.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Отметим ряд достоинств построенного лагранжево-
гамильтонова алгоритма:

• наглядность проявления основных нелинейных
эффектов моделируемого явления, связанных ди-
намикой частиц;

• лаконичность и компактность алгоритма, в осо-
бенности для замкнутых систем, в силу
P = const;

• возможность широкого использования, ввиду
легкой адаптации для современных ПК общего
назначения.

По поводу последнего пункта отметим, что разрабо-
танный алгоритм был успешно реализован в виде при-
кладного кода DARWIN4dpHL на обычном ПК (про-
цессор Intel Core i5, операционная система WINDOWS
7, язык FORTRAN 90).

Программа была апробирована в численных исследо-
ваниях параметрической неустойчивости разреженной
магнитоактивной плазмы в присутствии волны накач-
ки с частотой в районе электронной верхнегибридной.
Здесь были получены интересные результаты (в част-
ности, стохастический нагрев плазменных компонент
на поздней стадии нелинейного развития неустойчи-
вости, идущего на фоне активных распадных процес-
сов), которые докладывались на всероссийской школе–
семинаре «Волны–2017».

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (грант 16-01-00690 А).
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