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Изучение взаимодействий акустических волн с каплями на подложке 

представляет интерес для измерения параметров капель [1] и создания но-

вых микроэлектронных устройств, получивших название «лабораторий на 

чипах» [2]. В условиях резонанса эффективность взаимодействий может 

многократно возрастать, что предопределяет важность изучения резонан-

сов. Особенностью акустических резонансов в капле, прижатой силой тя-

жести к подложке, является их локализация на центральной оси капли. 

Причина локализации заключается в искривленности верхней границы ка-

пли, действующей подобно фокусирующим зеркалам лазерных резонато-

ров. Локализованные толщинные резонансы акустических волн в капле на 

подложке в литературе до сих пор теоретически не изучались, несмотря на 

то, что теперь этот вопрос в связи с разработкой, созданием 

и исследованием микрожидкостных акустоэлектронных систем приобрел 

особое научное и практическое значение. Целью настоящей работы явля-

ется теоретический анализ таких акустических резонансов. Геометрия рас-

сматриваемой задачи показана на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Резонансные акустические колебания, локализованные на центральной оси 

в капле (1), лежащей на твердой подложке (2) 

 

Акустические колебания с частотой   в капле описываются уравне-

нием Гельмгольца для потенциала   колебательной скорости V   

02   k .   (1) 

Здесь k  - волновое число для продольных волн в жидкости, V

. Рассматривая каплю как акустический аналог лазерного резонатора [3,4], 

решение уравнения (1) можно искать с помощью метода параболического 

уравнения. Для этого представим решение в виде  
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    tizikzyxA   exp,, .    (2) 

Считая, что zAkzA 
22 , второй производной 

22 zA   мож-

но пренебречь. Тогда (1) сводится к параболическому уравнению 

02)( 2222  zAikAyx .   (3) 

Осесимметричное решение уравнения (3) имеет известный вид [5] 
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где  2

02 kazD  , 22 yxr  ,  0A  и 
0a  - амплитуда волны и ширина 

волнового пучка при 0z . Выделение фазового множителя дает  
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Для нахождения условий резонанса в рассматриваемой системе ре-

шение представим в виде интерференции двух встречных волн  
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где   – фазовый сдвиг поля стоячих волн относительно границы подложки 

0z . Для возбуждения резонансов необходимо, чтобы форма волнового 

фронта интерферирующих встречных волн соответствовала форме верхней 

поверхности капли. По аналогии с лазерными резонаторами [4] потребуем, 

чтобы совпадали лишь радиусы кривизны волнового фронта гауссовых 

пучков  zR  на их оси и поверхности капли на ее вершине. Радиус кривиз-

ны волнового фронта  zR  в гауссовых пучках определяется на оси пучков 

выражением [4] 
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На границе контакта капли с подложкой должно выполняется гра-

ничное условие абсолютно жесткой стенки 0
0


z
z , откуда находится 

21 ka . Условие абсолютно мягкой границы 0  на верхней поверх-

ности капли выполняется, когда 
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где  hz 0
. Значение 

0  согласно (8) выражается через  hzD  . 

Входящий в определение D  множитель с помощью выражения (6) при 

hz   представим как  hRh
ka
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0 . Это сводит выражение для 
0  

к виду 
 hRh

h
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 arctg0 . Квадратный корень в этом выражении 

можно исключить, переходя к двойному углу. Таким образом (8) преобра-

зуется в выражение для резонансных частот 
nf  капли 
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где v  – скорость акустических волн в капле. В отличие от известной фор-

мулы для лазерных резонаторов в (9) входит множитель  21n , а не n . 

Это связано с асимметрией граничных условий на верхней и нижней гра-

ницах капли, в лазерных резонаторах граничные условия на отражающих 

зеркалах относятся к одинаковому типу. 

Далее необходимо связать коэффициенты, входящие 

в выражение (9), с параметрами капли. Для этого воспользуемся известным 

фактом, что для малых капель сила поверхностного натяжения является 

значительно более важным фактором, чем сила тяжести. В таком прибли-

жении капля на подложке весьма близка к сфере, что позволяет легко рас-

считать ее основные параметры. Высота капли h  и радиус кривизны по-

верхности сферы R  рассчитываются по формулам  cos1 Rh , 

sinrR  , где   – контактный угол смачивания. Теперь по известным 

параметрам задачи, таким как радиус капли и контактный угол, можно 

рассчитать частоты толщинных резонансов локализованных мод в капле 

и размер области локализации этих мод. Если считать, что угол смачива-

ния подложки из ниобата лития с водой 15 º, а радиус капли r  состав-

ляет 5 мм [6,7], тогда для радиуса кривизны капли и ее высоты получаем 

значения 3,19R  мм, 66,0h  мм. По формуле (6) находим резонансные 

частоты и соответствующие им поперечные размеры гауссовой моды (рис. 

2) на нижней – 
0

a  (сплошные линии) и верхней – a  (пунктирные линии) 

поверхностях капли, которые связаны между собой соотношением 

   22

0

2 1 Daza  . Из приведенных выше формул можно, например, рас-

считать, что для 1-ой моды резонансная частота будет составлять 7,1 МГц, 

а для 21-ой моды она равна 29,8 МГц, а это наиболее близко соответствует 

сигналу свертки на 30 МГц для частот входных сигналов 15 МГц, исполь-

зовавшихся в ранее проведенном эксперименте.  
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Рис. 2. Диаметр области локализации колебаний в капле фиксированного радиуса 

на подложке в зависимости от контактного угла для двух резонансных мод. Сплошные 

линии - граница капли с подложкой, пунктирные – свободная поверхность капли 

 

Проведенный анализ показывает, что каплю на подложке можно рас-

сматривать как акустический аналог лазерного резонатора и использовать 

для описания акустических резонансов в ней известные методы, развитые 

в оптике. Выявлен ряд характерных особенностей, отличающих каплю как 

акустический резонатор от лазерных резонаторов. 

Работа поддержана частично грантом РФФИ 11-02-01499-a. 
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