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Методом размерной регуляризации получено выражение для собственной энергии и сдвига
массы классического заряда в пространстве–времени (1 + n)–мерной шварцшильдовской чер-
ной дыры. Показано, что метод размерной регуляризации приводит к результатам, которые
согласуются с полученными с использованием других методов.
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ВВЕДЕНИЕ

Проблема самодействия покоящейся заряженной
частицы является одной из проблем классической
теории поля, к которой постоянно возвращаются на
протяжении не одного десятка лет. Задача, которая
имеет очевидное решение в пространстве Минковско-
го, становится нетривиальной при наличии внешнего
гравитационного поля. Причина заключается в том,
что гравитационное поле искажает дальнодействую-
щее собственное поле заряда таким образом, что его
конфигурация, а следовательно, и энергия, начина-
ют зависеть от положения источника. Поэтому сле-
дует ожидать, что на покоящийся заряд в гравита-
ционном поле должна действовать сила, которая по-
лучила название силы самодействия. Однако прямое
вычисление этой силы в случае точечного источни-
ка сталкивается с проблемой расходимости и необ-
ходимостью регуляризации и перенормировки соот-
ветствующего формально расходящегося выражения.
Предлагались различные схемы регуляризации, экви-
валентность которых не является очевидной, посколь-
ку процедура устранения бесконечностей не является
математически корректной. Поэтому выяснение адек-
ватности различных процедур регуляризации явля-
ется самостоятельной задачей, без решения которой
нельзя быть уверенным в осмысленности получаемых
конечных результатов.

Одной из первых задач о самодействии, которые
были рассмотрены в мировой литературе, стала за-
дача о сдвиге массы заряда в гравитационном поле
черной дыры [1–5] — одного из самых интересных объ-
ектов, которые были предсказаны общей теорией от-
носительности. В последние годы решения типа чер-
ных дыр снова стали объектом интенсивного иссле-
дования в связи с активно развивающимися теори-
ями в пространстве–времени с размерностью d > 4.
При этом выяснилось, что расширение общей теории
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относительности на высшие размерности позволило
существенно углубить понимание фундаментальных
свойств черных дыр и потребовало дальнейшего ис-
следования поведения классических и квантованных
полей в пространствах с размерностью больше четы-
рех.

В предлагаемой работе рассматривается пробле-
ма сдвига массы классической заряженной частицы
в d = (1 + n)–мерном (n ≥ 3) пространстве–времени
Шварцшильда. Для этого предлагается воспользо-
ваться методом размерной регуляризации, который
для данной задачи ранее не использовался. Проводит-
ся сравнение результатов с результатами, полученны-
ми с использованием других методов.

План работы таков. В разделе 1 методом раз-
мерной регуляризации получено выражение для по-
правки к собственной энергии точечной электриче-
ски заряженной частицы в (n+ 1)–мерном статиче-
ском пространстве–времени. Получено приближенное
выражение для перенормированной собственной энер-
гии в случае произвольного относительно слабого гра-
витационного поля. Предложенный метод использует-
ся в разделе 2 для вычисления сдвига массы электри-
чески заряженной частицы в поле многомерной чер-
ной дыры. В заключении сформулированы основные
результаты.

Всюду в работе используется система единиц, в ко-
торой c = 1 , и метрика пространства-времени с сиг-
натурой (−,+,+, . . . ,+).

1. СОБСТВЕННАЯ ЭНЕРГИЯ
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЗАРЯДА

В СТАТИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Рассмотрим электрический заряд в d = (1 + n)–
мерном статическом пространстве-времени с метри-
кой

ds2 = gttdt
2 + gµν dxµdxν , gtt < 0 ,

µ, ν = 1, n , ∂tgtt = 0 = ∂tgµν .
(1)
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В случае статического источника с током
Jµ = (J t, 0⃗) (∂tJ

t = 0) нетривиальное уравнение
Максвелла в терминах единственной отличной
от нуля компоненты потециала At имеет вид

∂µ (
√
−g gttgµν∂νAt) = −4π

√
−gJ t,

g = gtt det g .
(2)

При этом для энергии поля справедливо выражение

E = − 1

8π

∫
dnx

√
−g gttgµν∂µAt∂νAt .

Если воспользоваться теоремой Гаусса и уравнени-
ем поля (2), то выражение для энергии E может быть
приведено к виду

E =
1

2

∫
dnx

√
−gAtJ

t =

= 2π

∫
dnx

√
−g

∫
dnx′

√
−g′ J t(x)G(x, x′)J t(x′) ,

где G(x, x′) – функция Грина уравнения (2), которая
является решением уравнения

∂µ (
√
−g gttgµν∂νG(x, x′)) = −4π

√
−g δn(x, x′) ,

δn(x, x′) =
δn(x− x′)√

−g
.

(3)

Для локализованного в точке x точечного заряда e

J t(x′) = eδn(x, x′) ,

и выражение для энергии приобретает вид

E = 2πe2 G(x, x) . (4)

Как было указано выше, полученное выражение
расходится. Методы, которые использовались ранее
для его регуляризации и перенормировки опирались
на то, что в случае черной дыры известно точное вы-
ражение для функции Грина электростатического по-
ля. Однако точное выражение для функции Грина из-
вестно для относительно небольшого числа искрив-
ленных пространств. В остальных случаях для полу-
чения функции Грина приходится прибегать к мето-
дам теории возмущений.

Размерная регуляризация заключается в за-
мене G(x, x) на символ Gε(x, x), формально соответ-
ствующий функции Грина в пространстве (n−2ε) из-
мерений (см., например, [6]).

Последующая перенормировка включает разделе-
ние Gε(x, x) на две части, одна из которых расходится
при ε → 0, а другая конечна

Gε(x, x) = Gε
расх(x, x) +Gε

кон(x, x) , (5)

и завершается отбрасыванием расходящейся ча-
сти Gεрасх(x, x) с последующим переходом к преде-
лу ε → 0

Gрен(x, x) = lim
ε→0

[
Gε(x, x)−Gε

расх(x, x)
]
. (6)

В случае слабого гравитационного поля уравнение
для функции Грина (3) удобно переписать в экви-
валентном виде, выделив оператор Лапласа на n–
мерном евклидовом пространстве ∆E = δµν∂µ∂ν ,

(∆E + V ) G (x, x′) = −δ(n) (x− x′) ,

V = ∂µ (
√
−g gttgµν∂ν)−∆E ,

(7)

и представить метрику фонового пространства–
времени в виде

gtt = −1 + htt , gµν = δµν + hµν .

В рамках теории возмущений решение уравне-
ния (7) символически можно записать следующим об-
разом

G = G0 +G0 V G0 + ... , (8)

где G0 – функция Грина уравнение Лапласа в n–
мерном евклидовом пространстве, а обусловленные
кривизной поправки к функции Грина определяются
членами ряда (8), начиная со второго.

Для наших целей достаточно ограничиться вычис-
лением первой поправки δG = G0V G0 в низшем при-
ближении по отклонению метрики от плоской. С этой
точностью оператор возмущения V (x, ∂) , который по-
строен из метрики, её производных и операторов диф-
ференцирования, имеет вид

V (x, ∂) =

(
htt +

h

2

)
△E − hµν∂µ∂ν+

+
1

2
(∂λh)∂

λ −
[
∂λ

(
httδλτ + hλτ

)]
∂τ .

Здесь и ниже поднятие и опускание индексов осу-
ществляется с помощью метрики пространства Ев-
клида.

Ниже мы покажем, что в рамках метода размерной
регуляризации вклад от первого слагаемого в правой
части выражения (8) обращается в ноль. Что касает-
ся δG = G0V G0, то используя явный вид функции G0

нетрудно показать, что в пределе совпадающих точек
имеет место формальное выражение

δG(x, x) =

∫
dnq

(2π)n
eiqx

∫
dnp

(2π)n
1

p2(p− q)2
V (q, ip) ,

где функция V (q, ip) определена следующим образом

V (q, ip) =

∫
dnxe−iqx V (x, ∂)|∂→ip . (9)
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Расходящиеся интегралы по dnp, которые возни-
кают в полученном выражении, являются фурье-
образами произведений двух функций Грина или
функции Грина и её производных с совпадающими
аргументами. Эти интегралы типичны для квантовой

теории поля. В рамках метода размерной регуляри-
зации после замены n → D = (n − 2ε) они сводятся
к одному из двух

Jε
µ = µ2ε

∫
dDp

(2π)D
pµ

p2 (p− q)
2 = − (D − 1)

(4π)D/2

Γ2 (D/2)

Γ(D)
Γ

(
1− D

2

)
(q2)D/2−2qµ (10)

или

Jε
µν = µ2ε

∫
dDp

(2π)D
pµpν

p2 (p− q)
2 =

1

2(4π)D/2

Γ2 (D/2)

Γ(D)
Γ

(
1− D

2

)
(q2)D/2−2(q2δµν −Dqµqν) . (11)

В (10) и (11) произвольный параметр µ, имеющий
размерность массы, вводится для сохранения общей
размерности регуляризуемого выражения.

Заметим, что, как это следует из (11),

Gε
0(x, x) = δµνJε

µν = 0 ,

и Gε
0(x, x) не дает вклада в Gεрасх(x, x) .

Таким образом, регуляризованная функция Грина
в первом порядке теории возмущений имеет вид

Gε(x, x) =
µ2ε

2(4π)D/2

Γ2 (D/2)

Γ(D)
Γ

(
1− D

2

)∫
dDq

(2π)D
eiqx(q2)D/2−1×

[
(3− 2D)htt + (2−D)

(
h− qµqν

q2
hµν

)]
. (12)

Расходимости, которые могут появиться при снятии
регуляризации связаны с наличием простого полюса
у стоящей перед интегралом в (12) функции Эйлера
при четном n, либо в интеграле по q, либо в том и дру-
гом месте одновременно.

2. СОБСТВЕННАЯ ЭНЕРГИЯ В ПОЛЕ
МНОГОМЕРНОЙ ЧЕРНОЙ ДЫРЫ

В стандартных координатах линейный элемент
пространства-времени (1+n)–мерной шварцшильдов-
ской черной дыры имеет вид

ds2 = −
[
1−

(rg
r

)(n−2)
]
dt2+

+

[
1−

(rg
r

)(n−2)
]−1

dr2 + r2dΩ2
n−1 , (13)

где rg — шварцшильдовский радиус

rg =

[
8π(2−n)/2 GM Γ(n/2)

(n− 1)

]1/n
,

а dΩ2
n−1 — линейный элемент на (n − 1)–мерной еди-

ничной сфере, Ωn−1 = 2πn/2/Γ(n/2).
Для дальнейшего удобно перейти к изотропным ко-

ординатам, в которых метрика сечения t = const
пространства–времени имеет конформно–евклидов
вид. Это осуществляется заменой радиальной коор-
динаты r → ρ

r = ρ

[
1 +

1

4

(
rg
ρ

)(n−2)
] 2

(n−2)

,

в результате которой метрика (13) приводится к виду

ds2 = −

[
4ρ(n−2) − r

(n−2)
g

]2
[
4ρ(n−2) + r

(n−2)
g

]2 dt2+

+

[
1 +

1

4

(
rg
ρ

)(n−2)
]4/(n−2)

δµνdx
µdxν ,

ρ = (δµνx
µxν)1/2 , µ, ν = 1, n .
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В низшем по rg/ρ приближении

htt =

(
rg
ρ

)(n−2)

, hµν =
1

(n− 2)

(
rg
ρ

)(n−2)

δµν .

(14)
Таким образом, стоящее под интегралом в (12) выра-
жение

[
(3− 2D)htt(q) + (2−D)

(
h(q)− qµqν

q2
hµν(q)

)]
=

= −2(D − 1)(rg)
(D−2)F

(
1

ρ(D−2)

)
,

где F — продолженный по размерности фурье-образ
функции 1/ρ(n−2).

Соответствующий фурье-образ хорошо определен в
терминах обобщенных функций и имеет вид [7]

F
(

1

ρλ

)
=

∫
dnx

eiqx

ρλ
=

= 2(n−λ)πn/2 Γ((n− λ)/2)

Γ (λ/2)

1

q(n−λ)
,

λ ̸= n, n+ 2, n+ 4, . . . .

Воспользовавшись этим соотношением два-
жды, первый раз при нахождении фурье-
образа F(1/ρ(D−2)) и второй — при вычислении
интеграла по q в (12), мы окончательно получаем,
что регуляризованная функция Грина электростати-
ческого поля имеет вид

Gε(x, x) =
µ2ε Γ(D/2)

4πD/2(D − 2)

(rg
r2

)(D−2)

, D = n− 2ε .

(15)
Здесь мы учли, что с принятой точностью изотропная
радиальная координата точки ρ совпадает с её шварц-
шильдовской координатой r.

Сдвиг массы частицы δm связан с её собственной
энергией соотношением

δm =
Eрен√
−gtt

.

Откуда с учетом (4) и (15) мы получаем, что с при-
нятой точностью

δm =
e2 Γ(n/2)

2π(n−2)/2 (n− 2)

(rg
r2

)(n−2)

. (16)

Что касается действующей на заряд силы, то она рав-
на

F⃗ = −∇⃗Eрен =
e2 Γ(n/2)

π(n−2)/2

(rg
r2

)(n−2)

r⃗ . (17)

Сила самодействия является силой отталкивания
и убывает с расстоянием тем быстрее, чем больше чис-
ло пространственных измерений.

В частном случае четырехмерной черной дыры на-
ши результаты (16) и (17) совпадают с полученными
с использованием других методов регуляризации [1–
3]. Вместе с тем следует отметить, что отличитель-
ной особенностью предложенного метода является то,
что, вычисленная методом размерной регуляризации,
функция Грина Gε(x, x) не содержит расходящейся
части как при четных, так и при нечетных n. При
нечетном n стоящая перед интегралом в (12) гамма-
функция и интеграл по q конечны, а при четном n
простой полюс гамма-функции компенсируется про-
стым нулем интеграла по q. Таким образом, в отличие
от использовавшихся ранее методов при вычислении
собственной энергии не возникает необходимость в яв-
ном отбрасывании расходящихся выражений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассматривалась проблема вычисления
сдвига массы классической заряженной точечной ча-
стицы в гравитационном поле (1 + n)–мерной (n >
3) черной дыры. Показано, что при рассмотрении
этой, относящейся к классической теории поля, зада-
чи с успехом могут использоваться хорошо разрабо-
танные методы квантовой теории поля и, в частности,
метод размерной регуляризации. При этом получа-
емые методом размерной регуляризации результаты
совпадают с результатами полученными с использова-
нием других методов, но не возникает необходимость
в явном отбрасывании расходящихся выражений.
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The expression for the self-energy and the shift of mass of a classical charge in the space-time of (1 + n) – dimensional
Schwarzschild black hole is obtained with the use of the dimensional regularization method. It is shown that dimensional
regularization leads to the results which are in agreement with the results obtained with the use of other methods of
regularization.
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