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Исследуется проблема управляемости двумерного диссипативного туннелирования в системе
туннельно-связанных квантовых точек (квантовой молекуле), взаимодействующих квантовых
молекул или системе «игла кантилевера АСМ/СТМ – квантовая точка», моделируемых 2D-
осцилляторным потенциалом, взаимодействующим с термостатом, во внешнем электрическом
поле. Полученные результаты качественно соответствуют отдельным экспериментальным ВАХ
для системы «платинированная игла кантилевера АСМ/СТМ – квантовая точка из золота»,
полученным в НИФТИ при ННГУ им. Н. И. Лобачевского. Экспериментально наблюдаемыми
и устойчивыми оказываются предсказанные ранее 2D-туннельные бифуркации с диссипацией
для случая параллельно туннелирующих взаимодействующих частиц.
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ВВЕДЕНИЕ

Впервые существование 2D-туннельных бифурка-
ций было предсказано в работе Ю. Н. Овчинникова
и Б. И. Ивлева [1] для систем взаимодействующих
контактов Джозефсона. Был предсказан эффект из-
лома на температурной или токовой зависимости ве-
роятности распада в окрестности точки бифуркации.
Однако, как предполагалось, соответствующая тем-
пературная область могла оказаться узкой для де-
тального экспериментального изучения. Соответству-
ющая особенность вероятнее всего замывалась флук-
туациями. Несколько позднее в работе Ю. И. Дах-
новского и М.Б. Семенова [2] неустойчивый эффект
2D-туннельных бифуркаций изучался для антипарал-
лельного переноса в системах типа порфиринов (или
на примере димеров 7-азаиндола). В работе коллек-
тива авторов [3] исследована тонкая структура 2D-
туннельных бифуркаций с диссипацией при парал-
лельном и антипараллельном переносе частиц. Было
показано, что в случае параллельного переноса тун-
нелирующих частиц в асимметричном осциллятор-
ном потенциале в точке бифуркации может наблю-
даться устойчивый излом на зависимости вероятно-
сти туннелирования от температуры, а также режим
квантовых биений в окрестности точки бифуркации.
В.А. Бендерский, Е. И. Кац и соавторы [4] исследо-
вали конкурирующие туннельные траектории в 2D–
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потенциале с варьируемой топологией как модель для
квантовых бифуркаций. В последние годы процессы
туннелирования вызывают особый интерес исследова-
телей структур с квантовыми точками и квантовыми
молекулами, что во многом связано с возможностями
современных нанотехнологий [5–15].

Многие из отмеченных систем рассматриваются с
позиций инстантонного подхода. Вычисление констан-
ты туннелирования, основанное на инстантонном при-
ближении, делает все перечисленные явления в неко-
тором смысле «подобными». В химических реакци-
ях константа скорости предполагает экспоненциаль-
ную эволюцию для вероятности переноса, тогда как в
электронных приборах константа скорости определя-
ет туннельный ток. В работе Ю. Н. Овчинникова [9]
было показано, что проводимость гранулированных
металлических пленок связана с процессами туннели-
рования между соседними гранулами, а также, что
взаимодействие с термостатом, обеспечивающее ре-
альный переход в состояния, локализованные в «со-
седнем» кластере, достаточно мало. Таким образом,
характеристики туннельного тока в изучаемых си-
стемах можно рассматривать в пределе сравнитель-
но «слабой» диссипации, но достаточной для обес-
печения «распадности» двухъямного осцилляторно-
го потенциала, используемого в предлагаемой моде-
ли. Кроме того, существенный вклад в туннельный
ток может дать вероятность туннелирования, оценен-
ная с точностью до предэкспоненциального фактора
в работе [15].

На рис. 1 представлена экспериментальная схема
исследований и одна из характерных вольт-амперные
характеристик, полученных экспериментальной груп-
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Рис. 1: Схема экспериментальной установки с использованием совмещенного АСМ/СТМ и отдельные полученные тун-
нельные ВАХ. а) Схема туннелирования электронов через нанокомпозитную структуру Si/SiO2/SiO2:НК-Au/SiO2; A1 —
туннельно-прозрачный барьер зонд-кластер, A2 — барьер кластер-подложка. б) Одна из вольтамперные характеристик,
измеренных на структуре Si(100)/SiO2(1.5 нм)/SiO2:НК-Au(1.6 нм)/SiO2(1.8 нм), в местах расположения нанокластеров
Au в SiO2

пой (О. Н. Горшков, Д.О. Филатов и др.) в НИФТИ
при ННГУ им. Н.И. Лобачевского.

Одной из характерных особенностей ВАХ, приве-
денной на рис. 1, является резкий излом, наблюдае-
мый при положительных напряжениях, который, как
мы предполагаем, обусловлен сменой режима тунне-
лирования по параллельным каналам в асимметрич-
ном 2D-потенциале или наличием точки бифуркации,
описанной в [3]. Вблизи этой точки на ВАХ наблю-
дается небольшая переходная область с отдельной
особенностью, которая вероятно может отвечать ре-
жиму квантовых биений, также предсказанных нами
в [3] И, наконец, в области отрицательных напряже-
ний мы наблюдаем характерный единичный пик, ко-
торый, как описано ранее в нашей совместной рабо-
те [15], связан с особенностью предэкспоненциально-
го фактора в момент, когда с изменением внешнего
электрического поля, влияющего на величину пара-
метра асимметрии потенциала, модельный потенци-
ал становится симметричным. Эта совокупность изу-
ченных теоретически и экспериментально эффектов
позволяет делать вывод о возможности эксперимен-
тального наблюдения устойчивых 2D-туннельных би-
фуркаций с диссипацией, что и является основным
результатом данной работы. Теоретическая возмож-
ность использовать науку о диссипативном туннели-
ровании для систем с АСМ/СТМ была ранее проде-
монстрирована в работе [11]. В работе [15] приводит-
ся сравнение теоретической зависимости для вероят-
ности диссипативного туннелирования с эксперимен-
тальной ВАХ в структуре с КТ из коллоидного золота
для совмещенного АСМ/СТМ [12].

При изучении туннельного тока с иглы кантилеве-
ра совмещенного АСМ/СТМ в ближайший нанокла-
стер золота (квантовую точку) вполне вероятной мо-
жет быть ситуация, когда из-за неоднородностей на
поверхности иглы реализуются параллельные близко
расположенные каналы туннельного тока. Если раз-
мер неоднородности оказывается меньше размера на-
нокластера (квантовой точки), то при отрицательном

приложенном напряжении меняется асимметрия по-
тенциала вдоль координаты переноса, как это изоб-
ражено на рис. 2. С учетом взаимодействия тунне-
лирующих по параллельным каналам частиц пере-
стройка потенциала становится существенно двумер-
ной (см. рис. 3).

Рис. 2: Учет влияния электрического поля на асимметрич-
ный двухъямный осцилляторный потенциал. При некото-
ром значении приложенного отрицательного напряжения
потенциал становится симметричным (b), что может дать
в предэкспоненциальном факторе вероятности переноса
наблюдаемый единичный пик

Учет влияния электрического поля (при отрица-
тельном напряжении) на асимметричный двухъям-
ный осцилляторный потенциал дает

Ũ(q) =
ω2

0

2
(q + a0)2θ(−q)+

+
[
ω2

0

2
(q − b0)2 − ∆I

]
θ(q) + |e|Eq, (1)

где параметр ∆I = ω2
0
2 (b2

0 − a2
0) определяет исходную

асимметрию потенциала в отсутствии поля, как из-
вестно, приводит к изменению величины асимметрии,
пропорциональной величине поля.

∆Ũ = Ũ2(b̃) − Ũ1(ã) +
ω2

0

2
(a2

0 − b2
0) =

= |e|E(a0 + b0) ∼ E, (2)
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Рис. 3: Изменение асимметрии поверхности потенциальной энергии для параллельного переноса частиц во внешнем элек-
трическом поле (при отрицательном приложенном напряжении). При некотором значении приложенного напряжения
потенциал становится симметричным (b)

где

Ũ1(b̃) = −b0 |e|E − |e|2 E2

2ω2
0

,

Ũ2(ã) = a0 |e|E − |e|2 E2

2ω2
0

− ω2
0

2
(a2

0 − b2
0).

При некотором значении внешнего поля первона-
чально асимметричный потенциал с более глубокой
правой ямой может стать симметричным ãc = b̃c:

Ũ1(ã) = Ũ2(b̃);

−a0 |e|E − |e|2 E2

2ω2
0

= b0 |e|E − |e|2 E2

2ω2
0

− ω2
0

2
(b2

0 − a2
0),

отсюда:

E |e| (a0 + b0) =
ω2

0

2
(b0 − a0)(a0 + b0) и

Ec = (b0 − a0)
ω2

0

2 |e|
(3)

Таким образом, влияние электрического поля мож-
но учесть через перенормировку параметров a = ã =
a0 + |e |E

ω2
0

, b = b̃ = b0 − |e |E
ω2

0
. Смена знака напряжения

приводит к тому, что исходная асимметрия потенциа-
ла (правая яма глубже левой) будет только усиливать-
ся, состояние симметричного потенциала при таком
знаке напряжения не достигается. Для 2D-потенциала
мы получим картину, напоминающую рис. 3a, где ми-
нимум B справа будет более глубоким, а минимум A
более мелким. Если исходная асимметрия потенциала
(как предполагается) была недостаточной для дости-
жения точки бифуркации туннельных траекторий, то
с ростом поля мы можем ее достичь.

Для 2D-параллельного переноса с учетом взаимо-
действия частиц и перенормировки параметров потен-
циала во внешнем электрическом поле, мы получим
перенормированный потенциал в виде

Up (q1, q2) =
2Ũp (q1, q2)

ω2
= (q1 + a)2 θ (−q1) +

[
−(b2 − a2) + (q1 − b)2

]
θ (q1) +

(
q2 + a2

)
θ (−q2)+

+
[
−(b2 − a2) + (q2 − b)2

]
θ (q2) − α∗

2
(q1 − q2)

2 (4)

Мы предполагаем, что две частицы независимо вза-
имодействуют с гармоническим термостатом. Такое
взаимодействие рассматривается в билинейном при-
ближении. Динамика среды описывается осциллятор-
ным гамильтонианом (при этом мы используем систе-
му единиц с � = 1, kB = 1 и массами осцилляторов,
равными 1)

Hph =
1
2

∑

i

(
P 2

i + ω2
i Q2

i

)
. (5)

Каждая из туннелирующих частиц (электронов или

эффективных зарядов) взаимодействует с осцилля-
торным термостатом следующим образом:

Vp−ph (q1, Qi) = q1

∑

i

CiQi,

Vp−ph (q2, Qi) = q2

∑

i

CiQi

(6)

Как и в работе [3], мы интересуемся вероятностью
переноса в единицу времени или, строго говоря, толь-
ко ее экспоненциальной частью, которая может быть
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записана в форме Лангера

Γ = 2T
ImZ

ReZ
. (7)

Для вычисления Γ удобно представить стати-
стическую сумму Z в форме интеграла по
траекториям [1–8]

Z =
∏

i

∫
Dq1Dq2DQi exp [−S {q1, q2, Qi}]. (8)

Здесь S обозначает подбарьерное действие для всей
системы. Мнимая часть ImZ появляется благодаря
распадности энергетических уровней в исходной яме
потенциальной энергии. Справедливость этого при-
ближения требует, чтобы диссипация была бы доста-
точно сильной, так что реализуется только некоге-
рентный распад [3]. Интеграл (8) может быть взят по
фононным координатам [3], в результате

S {q1, q2} =

β/2∫

−β/2

dτ


1

2
q2
1 +

1
2
q2
2 + V (q1, q2) +

β/2∫

−β/2

dτ ′D (τ − τ ′) [q1 (τ) + q2 (τ)] × [q1 (τ ′) + q2 (τ ′)]


 , (9)

где

D (τ) =
1
β

∞∑
n=−∞

D (vn) exp (i νnτ) , (10)

β = �/ (kBT ) — обратная температура (ниже мы пред-
полагаем, что � = 1 и kB = 1), vn = 2πn/β является
мацубаровской частотой, и

D (vn) = −
∑

i

C2
i

ω2
i + v2

n

−
∑

i

C2
i

ω2
i

+ ξn. (11)

Траектория, которая минимизирует евклидово дей-

ствие S, может быть найдена из уравнений движения.
Моменты времен τ1 и τ2, в которые частицы проходят
вершины барьера, определяются из следующих урав-
нений:

q1 (τ1) = 0, q2 (τ2) = 0. (12)

В случае параллельно туннелирующих частиц [по-
тенциальная энергия (3)], результирующее евклидово
действие задается следующим образом:

S = 2a (a + b) (τ1 + τ2)ω2 − 1
β

ω2 (a + b)2 (τ1 + τ2)
2 − ω4 (a + b)2 (τ1 − τ2)

2

(ω2 − 2α)β
−

−2ω4 (a + b)2

β

∞∑
n=1

[(
sin2 vnτ1 + sin2 vnτ2

)

v2
n (v2

n + ω2 + ξn)
+

(sin vnτ1 − sin vnτ2)
2

v2
n (v2

n + ω2 − 2α)

]
, (13)

где ξn определяется соотношением (10).
Ниже мы используем следующие обозначения:

ε = ε∗ω = (τ1 − τ2)ω tau = 2τ∗ω = (τ1 + τ2) ω

beta∗ = βω/2, α∗ = 2α/ω2, b∗ = b/a,

и предполагаем, что b > a. В отсутствие взаимодействия с осцилляторами среды — термостата, т. е. при ξn = 0,
действие (12) как функция параметров ε и τ принимает вид

S =
(a + b)2ω

2

{
4aτ

a + b
− τ

a + b

(
1 +

1
1 − α∗

)
+

(τ − |ε|) α∗

1 − α∗ + cothβ∗−

− sinh−1 β∗ [cosh (β∗ − τ) cosh ε + cosh (β∗ − τ) − cosh (β∗ − |ε|)] − (1 − α∗)−3/2 (− coth
(
β
√

1 − α∗)+
+sinh−1

(
β
√

1 − α∗) {
cosh

[
(β∗ − τ)

√
1 − α∗] [

cosh
(
ε
√

1 − α∗) − 1
]
+ cosh

[
(β∗ − |ε|)√1 − α∗]})}

. (14)
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Как только траектория найдена, уравнения (11) могут быть представлены в следующей форме:

sinh ε [cosh τcothβ∗] +
1

1 − α∗ sinh
(
ε
√

1 − α∗)×
× [

cosh
(
τ
√

1 − α∗) coth
(
β∗√1 − α∗) − sinh

(
τ
√

1 − α∗) + coth
(
β∗√1 − α∗)] = 0,

3 − 4
1 + b∗

− 1
1 − α∗ + cosh ε [sinh τ cothβ∗ − cosh τ − 1] + sinh τ cothβ∗ − cosh τ+

+
1

1 − α∗ cosh
(
ε
√

1 − α∗) [
sinh

(
τ
√

1 − α∗) coth
(
β∗√1 − α∗) − cosh

(
τ
√

1 − α∗) + 1
]−

− 1
1 − α∗

[
sinh

(
τ
√

1 − α∗) coth
(
β∗√1 − α∗) − cosh

(
τ
√

1 − α∗)] = 0. (15)

Как было проанализировано нами в работе [3], ре-
шение этой системы и позволяет выявить бифурка-
цию 2D-туннельных траекторий, т. е. при определен-
ном значении температуры β∗, либо параметра асим-
метрии потенциала, связанного с величиной прило-
женного электрического поля b∗ = b/a, либо коэффи-
циента взаимодействия α∗ = 2α/ω2, (где α = e2

εε0R3
0

зависит, в частности, от относительной диэлектри-
ческой проницаемости среды — термостата; пробле-
ма изучения 2D-бифуркаций с диссипацией при из-
менении параметра ε может представлять отдельный
интерес). Численный анализ системы (14) позволяет
также выявить тонкую структуру перехода в окрест-
ности точки бифуркации, а именно, режим кванто-
вых биений для параллельного переноса туннелирую-
щих частиц. В итоге вероятность 2D-туннелирования
с экспоненциальной точностью определяется как Γ =
exp (−S), где S задается выражением (13), с уче-
том решения системы (14). Поскольку нас интересует
качественное сравнение с имеющимися туннельными
ВАХ для системы «игла кантилевера – нанокластер
из золота», мы интересуемся зависимостью Γ от пара-
метра асимметрии b∗ = b/a. Результат сравнения этой
теоретической кривой с экспериментальной ВАХ бу-
дет приведен ниже на рис. 4. Но необходимо учесть,
что в целом мы рассматриваем две области измене-
ния электрического поля: при положительном напря-
жении с реализацией режима 2D-бифуркации; и при
отрицательном напряжении с достижением симмет-
ричного потенциала, что в случае синхронного тун-
нельного переноса по параллельным координатам да-
ет в удвоенном предэкспоненциальном факторе осо-
бенность типа единичного пика в этом случае.

Условия применимости рассматриваемой модели
обусловлены приближением разреженного газа пар
«инстантон – антиинстантон» и обсуждались в [2–8].
В рассматриваемой модели может происходить подав-
ление кулоновских эффектов, если стартовая энергия
частицы в КТ существенно превышает энергию куло-
новского отталкивания: U0 >> e2

a0+b0
.

Таким образом, обобщая результаты работ [3] и [15],
мы приходим к качественному сравнению теорети-
ческих кривых для вероятности диссипативного 2D-

Рис. 4: Сравнение теоретической кривой (пунктирная кри-
вая) для 2D диссипативного параллельного туннелирова-
ния с экспериментальной ВАХ, приведенной на рис. 1 (то-
чечная кривая)

туннелирования как функции приложенного электри-
ческого поля с учетом точки бифуркации (при поло-
жительном напряжении) и наличия единичного пи-
ка в случае симметричного потенциала (при отрица-
тельном напряжении) с отдельными эксперименталь-
ными ВАХ для системы «игла платинированного кан-
тилевера – квантовая точка (нанокластер из золота)»,
полученными группой соавторов из Нижегородского
гос. университета им. Н. И. Лобачевского. Эти резуль-
таты приведены на рис. 4.

Помимо достаточно хорошего качественного соот-
ветствия теоретической и экспериментальной зависи-
мости (за исключением небольших переходных обла-
стей), результат этой работы позволяет сделать вы-
вод об экспериментальном обнаружении устойчивой
2D-бифуркации (смене режима туннелирования с син-
хронного на асинхронный), предсказанной в рабо-
те [3]. Вблизи этой точки (резкий излом на ВАХ)
небольшой локальный минимум может быть след-
ствием режима квантовых биений, также описанных
в [3], и которые учитывались в процессе численного
анализа, представленного на рис. 4.
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Observed two-dimensional tunnel bifurcations in external electric field
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Controllability problem for two-dimensional dissipative tunneling in system of the tunnel-coupled quantum dots (quantum
molecule), interacting quantum molecules or system «the AFM/STM cantilever tip – quantum dot», simulated by 2D-oscillator
potential in a heat bath and external electric field, has been investigated. Obtained results are qualitatively corresponded to
separate experimental VACs for system «platinized cantilever tip – golden quantum dot», which have been obtained in N. Nov-
gorod State University. Earlier predicted 2D tunnel bifurcations with dissipation for case of parallel tunneling interacting
particles are found as experimentally observed and stable ones.
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