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Рассматривается классическое тормозное гравитационное излучение, возникающее при столк-
новении двух ультрарелятивистских зарядов, характеризуемом лоренц-фактором γ и прицельным
параметром b. В рамках теории возмущения вычисляется полная излученная энергия, а также
спектрально-угловые и поляризационные характеристики. Показано, что для излучения характе-
рен биминг в конус с углом раствора порядка 1/γ, при этом основной вклад в излучение вносят
частоты порядка γ2/b.
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ВВЕДЕНИЕ

Успехи гравитационно-волновой астрономии послед-
них лет позволяют по-новому подойти и к старым тео-
ретическим проблемам, практическая реализация ко-
торых в те годы считалась абсолютно недостижимой.
Одними из таковых являются задачи гравитационно-
го излучения, возникающего от электродинамических
систем, и в частности, классическое тормозное грави-
тационное излучение. Поскольку электромагнитное из-
лучение во много раз интенсивнее гравитационного за
счет значений констант связи, задача гравитационного
излучения носила сугубо теоретический характер.

Тормозное излучение от взаимодействия зарядов
рассматривалось Петерсом [1, 2]. Далее в серии работ
Гальцова, Граца и Матюхина [3–5] предпочтение отда-
валось импульсному пространству как позволяющему
вычислить поляризацию излучения. Тогда поток излу-
чения представляет собой квадрат модуля амплитуды,
усредненный по фазовому пространству.

Существенной особенностью амплитуды излучения
в этой задаче является ее нелокальность. Технически
вычисление производится с помощью фейнмановой па-
раметризации. Это обстоятельство делает похожей на-
шу задачу на задачу обратную: тормозного излучения
электромагнитных волн при гравитационном взаимо-
действии. Такие задачи также рассматривались выше-
перечисленными авторами [1, 2, 6–9]. Сравнительно
недавно методы вычисления амплитуд классического
излучения полей были продолжены на многомерные
модели, и в частности ADD [10–14]. Для нелокаль-
ных амплитуд с фейнмановым параметром в области
характерных частот и углов (биминг) в [12–15] строи-
лась последовательная теория, позволяющая получать
амплитуду излучения методами теории возмущения.

В настоящей работе мы хотим уточнить и дополнить
известные результаты более детальным изучением ха-
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рактеристик гравитационного излучения. Целью рабо-
ты является:

• проверка и применение метода оценки импульс-
ных фейнмановых интегралов, предложенного
в [13] для гравитационного взаимодействия, для
взаимодействия электромагнитного;

• построение спектрально-угловых и поляризаци-
онных характеристик;

• подтверждение результатов [1] для полной излу-
ченной энергии.

Используются единицы h̄ = c = 1 и сигнатура мет-
рики пространства-времени + − −−. Для заряда ис-
пользуется система единиц Хевисайда–Лоренца.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для нашей задачи рассмотрим действие следующего
вида:

S = −
∫

d4x
√

|g|
(

R

16πG
+

1

4
FµνF

µν

)

−

−
2

∑

α=1

∫

(

mα

√

ż2α + eαAµż
µ
α

)

dτα , (1)

где G — ньютонова константа гравитационного взаимо-
действия, Fµν — тензор электромагнитного поля, zµα —
мировая линия заряда с номером α.

Варьирование (1) по траекториям приводит к урав-
нению движения зарядов

mDżµ = e Fµν żν , (2)

где D — ковариантная производная по собственному
времени, согласованная с метрикой gµν .
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Варьирование действия по Aµ дает уравнение Макс-
велла на римановом фоне:

∇νF
µν = −jµ , jµ(x) = e

∫

żµ(τ)
δ4
(

x− z(τ)
)

√

|g|
dτ ,

(3)

а варьирование по метрике gµν приводит к уравнениям
Эйнштейна

Rµν − 1

2
gµνR = 8πGT µν , (4)

где T µν – полный тензор энергии-импульса, включаю-
щий материю

T µν
m = m

∫

żµżνδ4(x− z(τ))√−g dτ,

T µν
m′ = m′

∫

ż′µż′νδ4(x− z′(τ ′))√−g dτ ′
(5)

и электромагнитное поле:

T µν
em = FµλFλ

ν +
1

4
gµνFλρF

λρ. (6)

Классическое рассмотрение задачи тормозного излу-
чения при рассеянии с прицельным параметром b > 0
предполагает дальние пролеты по сравнению с класси-
ческим радиусом заряда:

b≫ rcl = e2/m .

Гравитационное излучение традиционно рассматри-
вается как волновое возмущение фоновой метрики
Минковского, поэтому введем гравитационные возму-
щения

gµν = ηµν + κhµν , ψµν = hµν −
1

2
ηµνη

λρhλρ ,

где κ =
√
16πG.

Таким образом, задача состоит в вычислении гра-
витационного поля, создаваемого взаимодействующей
системой двух зарядов, и в вычислении соответствую-
щего потока гравитационного излучения.

2. МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ
ПРИБЛИЖЕНИЙ

Будем использовать метод итераций, формально
представляя все величины как сумму соответствую-
щих порядков,

φ = 0φ+ 1φ+ 2φ+ ... , (7)

где φ может быть полями ( gµν , Aµ), источниками
(T µν , jµ), координатами зарядов (zµ), а также их про-
изводными. Законность разложения означает, что на-
чиная с какого-то порядка каждая последующая ите-
рация много меньше предыдущей по модулю.

Фактически, мы рассматриваем комбинированную
теорию возмущений: по электромагнитному и гравита-
ционному полям. Слабость первого описывается мало-
стью rcl/b, а слабость второго — малостью rE/b, где
rE = 2GE – энергия зарядов. Поскольку rcl ≫ rE ,
то эффективным параметром теории возмущений бу-
дет rcl/b. Иными словами, мы считаем rE/b меньше
любой степени rcl/b .

Нулевой порядок. В нулевом порядке предполага-
ем пустое плоское пространство и отсутствие полей:
0gµν = ηµν , 0hµν = 0 , 0Aµ = 0. Тогда оба заряда
движутся равномерно 0z̈µ = 0z̈′µ = 0 с постоянны-
ми скоростями 0żµ ≡ uµ и 0ż′µ ≡ u′µ. Выберем си-
стему отсчета, связанную с зарядом e′ в его невоз-
мущенном состоянии: u′µ = (1, 0, 0, 0). Тогда лоренц-
фактор движущейся частицы γ = (1 − v2)−1/2 ≫ 1
является лоренц-инвариантным параметром столкнове-
ния: γ = (uu′). Направление движения заряда e выбе-
рем за ось z, а вектор прицельного параметра bµ —
за ось x. Выберем начало отсчета времени τ = 0 за
момент прохождения 0zµ − 0z′µ = bµ; тогда

uµ = γ(1, 0, 0, v), 0zµ = uµ τ + bµ, bµ = (0, b, 0, 0) .
(8)

Вектор тока и тензоры энергии-импульса частиц
строятся по плоскому фону от равномерно движущих-
ся зарядов:







0jµ(x)
0T µν

m
0T µν

em







=







euµ

muµuν

0







∫

δ4
(

x− 0z(τ)
)

dτ (9)

Наконец, в каждом порядке наложим на электромаг-
нитное поле лоренцеву ((k)Aµ

,µ = 0) калибровку, а на
гравитационное поле — калибровку Фока – деДонде
((k)ψµν

,ν = 0) относительно плоской метрики.

Первый порядок. Токи нулевого порядка (9) явля-
ются источниками полей (Aµ, ψµν) первого порядка:
соответствующие источники распадаются на сумму по
двум частицам, а полевые уравнения являются урав-
нениями д’Аламбера; их решения для полей приведем
в импульсном представлении

1Aµ(q) = −2π e

q2
eiqb δ(qu)uµ ,

1ψµν(q) = −
2πκm

q2
eiqb δ(qu)

(

uµuν −
1

2
ηµν

)

,

(10)

которое понадобится для практических вычислений.
Поля A′µ, ψ′

µν , создаваемые второй частицей, получа-

ются заменой u −→ u′, ei(kb) −→ 1.
Для последовательного применения итераций мы

должны проигнорировать самодействие зарядов и счи-
тать, что каждая частица движется в поле, рожденном
частицей-партнером: для движения в электромагнит-
ном поле тогда имеем

1z̈µem =
e

m
F ′µν żν ,

1z̈′µem =
e′

m′
Fµν ż′ν . (11)

УЗФФ 2024 2520101–2



УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА № 2, 2520101 (2025)

Двойное интегрирование с начальными условиями
1żµem(0) = 0, 1zµem(0) = 0 дает решение

1zµem(τ) = −i
e′e

m

1

(2π)3

∫

d4q
1

q2(qu)2
e−iqb×

×
(

e−i(qu)τ − 1 + i(qu)τ
)

δ(qu′)
[

γqµ − (qu)u′µ
]

. (12)

Соответствующий угол рассеяния равен

α = arctg
e′e

2πmγv2b
≪ 1 . (13)

Поля первого порядка, созданные равномерно дви-
жущимися зарядами, не могут приводить к излучению
волн. Поэтому обратимся ко второму порядку, где нас
будет интересовать только гравитационное решение.

Второй порядок. Изменение гравитационного поля
hµν (и гравитационное излучение, соответственно) воз-
никает во втором порядке теории возмущения. Поэто-
му для его источника нам достаточно брать электро-
магнитное поле первого порядка. Тогда вводя стандарт-
ным образом ψµν = hµν − (h/2)ηµν и налагая калиб-
ровку Фока-де Донде ψµν

,ν = 0, в приближении слабо-
го поля уравнения Эйнштейна вырождаются в соответ-
ствующее уравнение д’Аламбера

✷
2ψµν = −jµν(x),

jµν(x) ≡ 1T µν
m (x) + 1T µν

m′ (x) +
1T µν

em(x) ,
(14)

с источниками, являющимися первыми поправками
по rcl/b к соответствующим общим выражениям для
тензоров-энергии-импульса (5,6). Далее для краткости
проведем переобозначения:

1T µν
m ≡ T µν(x) = m

∫

(

2 1ż(µuν) − uµuν( 1z · ∇)
)

δ4(x− uτ − b) dτ,

1T µν
m′ ≡ T ′µν(x) = m′

∫

(

2 1ż′(µu′ν) − u′µu′ν( 1z′ · ∇)
)

δ4(x− u′τ ′) dτ ′,

1T µν
em ≡ σµν(x) = 1Fµλ 1Fλ

ν +
1

4
ηµν 1Fλρ

1Fλρ. (15)

Здесь мы пренебрегли гравитационным взаимодей-
ствием зарядов как намного более слабым, чем элек-
тромагнитное. Это выражается как в пренебрежении
влиянием ньютоновых сил на динамику зарядов 1zµ,
так и в пренебрежении влиянием ньютоновых полей
первого порядка на метрику.

Источники T и T ′ мы будем называть локальными,
поскольку их носитель сосредоточен на мировых ли-
ниях зарядов, а источник σ, содержащий произведение
полей F и F ′ будет называться нелокальным, соответ-
ственно.

Сохранение калибровки. Сохранению калибровки
для излученной гравитационной волны ψµν соответ-
ствует сохранение ее источника: jµν,ν = 0. Прове-
рим это утверждение в нашей схеме, учитывая, что
траектория заряда определяется полем, создаваемым
зарядом-партнером.

Начнем с локальных источников T µν и T ′µν .

Поскольку

∂ν

∫

(

uµ 1żν − uµuν( 1z · ∇)
)

δ4(x− uτ − b) dτ =

= uµ
∫

d
[

( 1z · ∇) δ4(x− uτ − b)
]

= 0

как полная производная, то

∂νT
µν = m

∫

1z̈µ δ4(x− uτ − b) dτ,

∂νT
′µν(x) = m′

∫

1z̈′µ δ4(x− u′τ ′) dτ ′

Подставляя ускорения из уравнений движения, полу-
чим:

∂νT
µν = e

∫

1F ′µνuν δ
4(x− uτ − b) dτ = 1F ′µν 0jν ,

∂νT
′µν = 1Fµν 0j′ν .

Вычисляя дивергенцию нелокального источника
и опуская самодействие (слагаемые FF и F ′F ′),
получим

∂νσ
µν = 1Fµλ,ν 1F ′

λν − 1Fµλ 1F ′ν
λ,ν +

1

2
1Fλρ,µ 1F ′

λρ + {F ←→ F ′} = 1

2

(

1Fµλ,ρ + 1F ρµ,λ 1Fλρ,µ
)

1F ′
λρ−

− 1Fµλ 1F ′ν
λ,ν + {F ←→ F ′} = − 1Fµν 0j′ν − 1F ′µν 0jν , (16)

поскольку и 1F , и 1F ′ удовлетворяют тождествам Бъ-
янки независимо. Таким образом,

∂νj
µν(x) = 0 .

Гравитационное излучение. Выраженная через
ньютонову константу гравитационного взаимодей-
ствия, плотность гравитационного излучения в еди-
ницу фазового объема дается известным выражением
[18]
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dEgr

dωdΩ
=

G

2π2
ω2

∑

a

∣

∣jµν(k)ε
µν
(a)

∣

∣ (17)

(ω — частота гравитона) в виде суммы по двум поля-
ризациям.

Два вектора поляризации gµ1,2 и волновой вектор kµ

взаимно ортогональны. Удобно выбрать векторы поля-
ризации в ковариантном виде, т.е. построенными по
векторам нашей задачи:

gµ1 = N−1

[

(ku)u′µ − (ku′)uµ +

(

uu′ − ku

ku′

)

kµ
]

,

gµ2 = N−1ǫµνλρ uνu
′
λkρ ,

(18)
где N2 = − [(ku′)u− (ku)u′]

2 — нормировочная кон-
станта.

В системе отсчета, связанной со вторым зарядом,
введем углы: полярный θ отсчитывается от направле-
ния u (положительное направление оси z), а азиму-
тальный ϕ откладывается в плоскости xy от направ-
ления b. Тогда N = γv sinϑ(ku′), и среди скалярных
произведений векторов поляризации с векторами зада-
чи ненулевыми являются только следующие три:

(g1b) = −b cos θ cosϕ, (g1u) = γv sin θ,

(g2b) = −b sinϕ.
(19)

Из векторов поляризации строим два поляризацион-
ных тензора стандартным образом:

εµν+ =
1√
2

[

gµ1 g
ν
1 − gµ2 gν2

]

, εµν× =
1√
2

[

gµ1 g
ν
2 + gν1g

µ
2

]

.

(20)

Оба тензора поляризации бесследовы, поэтому те вкла-
ды в гравитационный источник, что содержат метрику
ηµν тензорно, могут быть отброшены. Поэтому нело-
кальный источник эффективно представим в виде

σµν(x) = 1Fµλ 1F ′
λ
ν + 1F ′µλ 1Fλ

ν . (21)

3. АМПЛИТУДЫ ИЗЛУЧЕНИЯ

Наша задача — вычислить источник jµν , задаваемый
(14), в импульсном представлении.

Локальная амплитуда. Преобразование Фурье ло-
кального источника (15) для быстрого заряда равно

T µν(k) = m ei(kb)
∫

[

2 1ż(µuν) + i(k 1z)uµuν
]

ei(ku)τ dτ .

(22)

Возмущение траектории первого порядка при электро-
магнитном взаимодействии дается выражением (12).

Внеэкспоненциальные слагаемые (−1 + i(qu)τ), воз-
никающие при учете начальных условий 1zµ(0) = 0,
1żµ(0) = 0, соответствуют равномерному движению

и не дадут вклад в излучение, поэтому их можно эф-
фективно отбросить.

Подставляя (12) в (22) и интегрируя по τ , мы полу-
чим

T µν(k) =
ee′ei(kb)

(2π)
2

[

2Iu(µu′ν) − 2γ

(ku)
I(µuν)−

− (ku′)

(ku)
Iuµuν +

γ k · I
(ku)2

uµuν
]

, (23)

где интегралы I и Iµ определены как

I =

∫

δ(qu′) δ(ku− qu) e−i(qb)

q2
d4q ,

Iµ =

∫

δ(qu′) δ(ku− qu) e−i(qb)

q2
qµ d4q .

Их можно вычислить [11] в виде функций Макдональ-
да

I = −2π

γv
K0(z) ,

Iµ = − 2π

γvb2

(

bzK0(z)
γu′µ − uµ

γv
+ iK̂1(z) b

µ
)

(24)

от аргументов

z ≡ (ku)b

γv
, z′ ≡ (ku′)b

γv
,

где мы используем экономичное (необщепризнанное!)
обозначение K̂ν(x) ≡ xνKν(x), позволяющее легко
проводить оценку при малых значениях аргумента
в терминах медленно меняющихся на [0,O(1)] функ-
ций.

Подставляя значения (24) в (23), мы получим:

T µν(k) = − ee′

2πγ2v3
ei(kb)

[

i

z2
K̂1(z)Σ

µν+

+
(

1 +
z′

γz

)

K0(z)u
µuν − 2

γ
K0(z)u

(µu′ν)
]

, (25)

где Σµν ≡ (kb)uµuν − 2(ku)u(µbν). Вследствие выбора
векторов поляризации, последнее слагаемое, содержа-
щее вектор u′µ, можно опустить.

Локальная амплитуда излучения T µν(k) содержит
функции Макдональда K0,1(z) и, будучи квадрирована
и объединена с элементом объема ω2 sin θ dωdθdϕ, да-
ет максимальный вклад в излучаемую энергию при ча-
стотах порядка ω ∼ γ2/b и углах порядка ϑ ∼ γ−1, т.е.
при значениях аргумента функций Макдональда z ∼ 1.
Такое угловое распределение (биминг в направлении
вперед) характерно для классических ультрареляти-
вистских зарядов, испытывающих ускорение. В этой
области фазового пространства мы можем разложить
T µν(k) по степеням 1/γ. Поскольку все три скалярных
произведения (19) — порядка O(1) в области бимин-
га, для проведения оценок мы можем сравнивать про-
сто коэффициенты перед тензорными мономами uµuν ,
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u(µbν) и bµbν , без непосредственного проектирования
тензорного источника на тензоры поляризации. Соот-
ветствующие оценки скалярных произведений: z′ ∼ γ,
(ku)b ∼ γ, (ku′)b ∼ γ2, (kb) ∼ γ, все макдональды
порядка единицы.

Это дает: первое слагаемое в выражении (25) для
T µν(k) имеет порядок O(γ), второе слагаемое — O(1),
а третье эффективно зануляется. Таким образом,
в главном слагаемом

T µν(k) = − ee′

2πγ
ei(kb)iK1(z)

[

(kb)

γz
uµuν − 2v

b
u(µbν)

]

.

(26)

Соответствующая амплитуда T ′µν(k) получается из
T µν(k) заменой u ←→ u′, ei(kb) −→ 1. Поскольку все
тензорные мономы будут содержать вектор u′µ, при
проектировании на поляризации T ′µν(k) занулится це-
ликом.
Нелокальная (полевая) амплитуда. Преобразова-

ние Фурье (21) задается выражением

σµν(k) =
2ee′ ei(kb)

(2π)2

∫

δ(pu′) δ(ku − pu) e−i(pb)

p2 (k − p)2
[

(qu)q(µu′ν) − (qu)k(µu′ν)+

+ γk(µqν) − (q2 − kq)u(µu′ν) − γqµqν − (ku′ − qu′)q(µuν)
]

d4q.

Учитывая аргументы двух дельта-функций и эффек-
тивно отбрасывая все слагаемые со свободными индек-
сами у векторов k и u′, получаем

σµν (k) = −2ee′ ei(kb)

(2π)2

[

γJµν + (ku′)J (µuν)
]

, (27)

где введены интегралы

Jµ(k) ≡
∫

δ(qu′) δ(ku − qu) e−i(qb)

q2 (k − q)2 qµd4q ,

Jµν(k) ≡
∫

δ(qu′) δ(ku − qu) e−i(qb)

q2 (k − q)2 qµqνd4q . (28)

В таком виде они были проанализированы в [12, 13]
в фейнмановой параметризации. Их можно преобра-
зовать к виду фейнмановых интегралов от функций
Макдональда сложного аргумента:

Jµ =
π

γv

1
∫

0

dx e−i(kb)x
[

b2NµK̂−1(ζ) + ibµK0(ζ)
]

Jµν =
π

γv

1
∫

0

dx e−i(kb)x
[

b2NµNνK̂−1(ζ)+

+

(

2iN (µbν) − uµuν

v2γ2

)

K0(ζ)−
bµbν

b2
K̂1(ζ)

]

(плюс ηµν -пропорциональное слагаемое, опущенное
вследствие поляризаций), где

ζ2(x) = z′
2
x2 + 2γzz′x(1 − x) + z2(1− x)2,

Nµ = − (1− x)(ku) + xγ(ku′)

γ2v2
uµ.

Таким образом, возникает семейство производных
скалярных интегралов

J(σ,τ) ≡
1

∫

0

xσ e−i(kb)x K̂τ (ζ) dx, σ > 0, τ > −1 (29)

с целыми σ и τ .
В [13] доказывалось, что в области биминга опре-

деляющий вклад в эти интегралы вносит сегмент
переменной интегрирования x ∈ [0,O(γ−2)], а значе-
ние τ не влияет на оценку всего интеграла по сте-
пеням 1/γ. Отсюда следует, что каждая степень
x в подынтегральном выражении снижает оценку
интеграла в γ2 раз:

J(σ+1,τ) =
O(1)
γ2

J(σ,0) .

На основании этого можно сразу сделать оценку
Nµ ∼ γ−1, поэтому в (27) доминирует второе слагае-
мое, а в самом Jµ — слагаемое с K0(ζ):

σµν(k) = − iee
′ ei(kb)

2πγv
(ku′)b(µuν)

1
∫

0

dx e−i(kb)xK0(ζ).

(30)

Согласно [13], требуемый интеграл J(0,0) глобально
представим в виде суммы двух рядов

J(0,0) =

∞
∑

n=1

αnK̂n(z) + e−i(kb)
∞
∑

n=1

α′
nK̂n(z

′) ,

поэтому в биминговой области все K̂n(z
′) ∼ exp(−γ)

экспоненциально подавлены, а коэффициенты αn убы-
вают с ростом индекса. В результате, основной по γ
вклад дает первое слагаемое:

J(0,0) =
1

γzz′
K̂1(z) +O(γ−3) .

Подстановка в (30) дает окончательное выражение

σµν(k) = − iee
′ ei(kb)

2πγb
K1(z)b

(µuν). (31)

в области биминга.
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Полная эффективная амплитуда. Складывая (31)
с (26) для полной тензорной амплитуды излучения
в биминговой области, мы получаем выражение

jµν(k) = − ee′

2πγ
ei(kb)iK1(z)

[

(kb)

γz
uµuν − v

b
u(µbν)

]

.

(32)

Таким образом, локальная и нелокальная амплитуды
интерферируют так, что оценка полной амплитуды от-
носительно степени лоренц-фактора не меняется. Та-
кое взаимодействие разумно назвать недеструктивной
интерференцией.

Проектируя на тензоры поляризаций, получим поля-

ризационные амплитуды (j(a) = jµνε
µν
(a)):

{

j+
j×

}

=
ee′

23/2π
sin θK1(z)

{

[1/(γ2ψ)− 1] cosϕ
sinϕ

}

,

(33)

где введена ψ = 1 − v cos θ и были опущены фазовые
множители ei[(kb)+π/2], сокращающиеся при последу-
ющем квадрировании. При углах θ, соответствующих
бимингу, ψ имеет оценку ψ ∼ sin2θ ∼ γ−2.

4. ЭНЕРГИЯ ТОРМОЗНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

Результаты будем приводить для парциальных вкла-
дов поляризаций (E+ и E×) и для полного гравитаци-
онного излучения Egr. Подставляя (33) в (17), получим

d

dωdθdϕ







E+

E×

Egr







=
(ee′)2G

24π4

sin3θ

γ2ψ2
K2

1

(ωbψ

v

)

ω2







(γ2ψ2 − sin2θ) cos2ϕ
γ2ψ2 sin2ϕ

2γ2ψ2 − sin2θ cos2ϕ







, (34)

где использовано тождество 2ψ = γ−2 + sin2 θ +O(γ−4), справедливое при θ . O(1/γ).
Интегрируя по азимутальному углу, получим частотно-угловое распределение

d

dωdθ







E+

E×

Egr







=
(ee′)2G

24π3

sin3θ

γ2ψ2
K2

1

(ωbψ

v

)

ω2







γ2ψ2 − sin2θ
γ2ψ2

2γ2ψ2 − sin2θ







. (35)

Дальнейшее интегрирование по частотам производится с помощью табличного интеграла [19]

∞
∫

0

Kµ(z)Kν(z) z
α−1 dz =

2α−3Γ
(

α+µ+ν
2

)

Γ
(

α+µ−ν
2

)

Γ
(

α−µ+ν
2

)

Γ
(

α−µ−ν
2

)

Γ (α)
(36)

(α > µ+ ν), а по полярному углу — с помощью интеграла

π
∫

0

sinnθ dθ

(1− v cos θ)m =
2m−1 Γ

(

n+1
2

)

Γ
(

2m−n−1
2

)

Γ(m)
γ2m−n−1 , 2m > n+ 1 , (37)

плюс слагаемые относительного порядка O(γ−2). Со-
отношение 2m > n + 1 как раз соответствует тому,
что основной вклад в интеграл собирается с углов
0 < θ . O(γ−1) (биминг). Легко убедиться в том,
что после интегрирования (35) по частотам все ин-
тегралы по полярному углу принадлежат этому ти-
пу. Таким образом, наше исходное предположение о
частотно-угловой зависимости в доминирующей обла-
сти, на основании которого делались оценки амплитуд
излучения, подтверждено.

Интегрируя по частотам, получим угловое распреде-
ление относительно полярного угла:

d

dθ







E+

E×

Egr







=
3(ee′)2G

29πb3
sin3θ

γ2ψ5







γ2ψ2 − sin2θ
γ2ψ2

2γ2ψ2 − sin2θ







. (38)

Наконец, интегрируя по θ, получим полную излуча-

емую энергию на одно столкновение:







E+

E×

Egr







=
(ee′)2G

28πb3
γ2







1
3
4







. (39)

Соответствующее распределение по азимутальному уг-
лу равно

d

dϕ







E+

E×

Egr







=
(ee′)2G

28π2b3
γ2







cos2ϕ
3 sin2ϕ

1 + 2 sin2ϕ







. (40)

Спектральные характеристики. Сначала рассмот-
рим предел нулевой частоты. Учитывая фактор ω2

в фазовом объеме, в амплитудах удобно искать предел
от величины ωT µν(k). Тогда для локальной амплитуды
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(25) получим

[

ωT µν(k)
]

ω→0
=

=
ee′

2πγ2vb2
i

ψ2

[

b sin θ cosϕuµuν + 2γψ u(µbν)
]

. (41)

Нелокальная амплитуда (27) сама имеет конечный пре-
дел нулевой частоты, поэтому

[

ωσµν(k)
]

ω→0
= 0 . Про-

ектируя (41) на поляризации, квадрируя и интегрируя
по углам, получим

dEgr

dω

∣

∣

∣

∣

ω=0

=
(ee′)2G

π3b2

(

ln 2γ − 11

12

)

. (42)

Таким образом, на низких частотах вклад в частотное
распределение происходит со всей области углов, а не
только с конуса основного биминга. На области частот
0 6 ω . b−1 частотное распределение практически не
зависит от частоты и задается значением предела ну-
левой частоты.

В области частот 1/b . ω . γ2/b по-прежнему ло-
кальная амплитуда T µν доминирует над полевой σµν ,
поэтому можно использовать (26) в качестве полной
амплитуды. Проектируя на поляризации, квадрируя
и интегрируя по ϕ, получим

d

dωdθ







E+

E×

Egr







=
(ee′)2G

24π3
K2

1

(ωbψ

v

)

ω2×

× sin3θ







(γ2ψ)−2

4
4 + (γ2ψ)−2







. (43)

При последующем интегрировании по θ сделаем заме-
ну переменной θ → z:

dEgr

dω
=

(ee′)2G

24π3

ω2

w
×

×
w(1+v)
∫

w(1−v)

dz K2
1 (z)

(

2z

w
− γ−2

)(

4 +
w2

z2γ4

)

,

где w = ωb/v. Тогда наименее быстро спадающим на
интервале слагаемым будет содержащее максимальную
степень z в подынтегральном выражении:

dEgr

dω
≃ (ee′)2G

2π3

ω2

w2

w(1+v)
∫

w(1−v)

dz z K2
1 (z) .

Это слагаемое происходит от ×-поляризации. Таким
образом, на частотах ω . γ2/b гравитационное излу-
чение ×-поляризовано. Первообразная известна [19];
вклад от верхнего предела экспоненциально подавлен,
тогда

dEgr

dω
≃ (ee′)2G

4π3b2

[

K0

(

zmin

)

K̂2

(

zmin

)

− K̂2
1

(

zmin

)

]

,

zmin = ωb(1/v − 1) .

Разлагая по степеням γ, получаем малый аргумент
всех функций Макдональда, разлагая которые полу-
чаем с принятой точностью:

dEgr

dω
≃ (ee′)2G

2π3b2
ln

4γ2

ωb
, (44)

и на указанном интервале частотное распределение
спадает логарифмически.

Наконец, на частотах, больших характерной часто-
ты γ2/b, частотно-угловое распределение задается вы-
ражением (35). Замена переменной интегрирования на
z дает теперь

dEgr

dω
=

(ee′)2G

24π3

ω2

w

∞
∫

w(1−v)

dz K2
1(z)×

×
(

2z

w
− 1

γ2

)(

2− 2w

zγ2
+

w2

2z2γ4

)

,

где верхний предел w(1+v) можно с экспоненциальной
точностью заменить на ∞. Опять, выделяя наименее
сильно спадающее слагаемое, получим

dEgr

dω
≃ (ee′)2G

8π3b2

[

K0

( ωb

2γ2

)

K̂2

( ωb

2γ2

)

− K̂2
1

( ωb

2γ2

)

]

.

Разлагая макдональды при больших значениях аргу-
мента, получим окончательно

dEgr

dω
≃ (ee′)2G

16π2b2
exp

(

− ωb

γ2

)

. (45)

График частотного распределения изображен на рис. 1
при логарифмической шкале оси абсцисс.

Рис. 1. График частотного распределения при логарифмиче-
ской шкале оси абсцисс (в единицах G(ee′/b)2) для γ = 103

Характерные переходные частоты ω = 1/b и ω =
γ2/b соответствуют абсциссам x = 0 и x = 2, соответ-
ственно. Они делят весь спектр на три характерных
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области, рассмотренных выше. В области ультраниз-
ких частот dEgr/dω имеет почти постоянное значение,
задаваемое пределом нулевой частоты (42). В средней
области (0 . x . 2) кривая имеет почти прямой вид,
что подтверждает логарифмическую зависимость (44);
угол наклона соответствует теоретическому значению.
Наконец, при ультравысоких частотах, падение спек-
тра с частотой носит экспоненциальный характер (45).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрено классическое тормозное гравитацион-
ное излучение, возникающее при столкновении двух
ультрарелятивистских зарядов. В системе отсчета од-
ного из зарядов излучение представляет собой биминг
с конусом вокруг направления быстрого заряда.

В области частот и углов, дающих основной вклад
в излучение, локальная и полевая амплитуды интерфе-

рируют недеструктивно: полная амплитуда уменьшает-
ся (по сравнению с локальной), но итоговая степень
лоренц-фактора в итоговом выражении не изменяет-
ся. Показано, что вычисление нелокального (полевого)
вклада в амплитуды излучения (поляризации) может
быть осуществлено технически гораздо проще, чем это
производилось ранее.

Подтвержден результат для полной энергии излу-
чения на одно столкновение. Уточнены оценки спек-
тральной плотности излучения на характерных обла-
стях изменения частоты.

Исследование выполнено в рамках государственного
задания МГУ имени М.В.Ломоносова.

Исследование выполнено в рамках научной програм-
мы Национального центра физики и математики, на-
правление №5 «Физика частиц и космология».
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Gravitational bremsstrahlung by electromagnetic interaction
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We revisit the problem of classical gravitational bremsstrahlung which occurs by collisions of ultra-relativistic charges.
The collision is characterized by the Lorentz-factor γ and the impact parameter b. Within the perturbation theory,
we compute the total energy, radiated as a gravitational wave, as well as numerous spectral, angular and polarization
distributions. The most of radiation is emitted into a beaming cone with linear angle of order 1/γ. The average
frequency is of order γ2/b.
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