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В настоящей работе рассматривается задача о распространении волн Похгаммера–Кри в ци-
линдрическом ауксетике. Средствами метода операторов проектирования получены приближенное
уравнение эволюции и общие решения для правых и левых волн для поля перемещений в частном
случае аксиально-симметричного материала.
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ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия внимание ученых привле-
кают метаматериалы. В широком смысле это матери-
алы с физическими свойствами, не встречающимися
в природе. Примерами таких материалов являются сре-
ды с отрицательным показателем преломления (в ли-
тературе их называют «леворукими» средами, средами
Веселаго, DNG-среды и т.п.), ауксетики — материа-
лы с отрицательным коэффициентом Пуассона. Тер-
мин «ауксетик» (по-английски auxetic) происходит от
греческого слова αύξςǫτικóς(ауксетикос), что означа-
ет «стремящийся расшириться». Имеется в виду, что
упругий материал при растяжении в одном направ-
лении растет в поперечном размере, то есть имеет
отрицательный коэффициент Пуассона. Термин при-
думал К. Эванс в 1990 г. [1], внесший значитель-
ный вклад в изучение ауксетиков. Первое упоминание
о материалах с отрицательным коэффициентом Пуас-
сона встречается в работе А. Лява (1944) [2], кото-
рый рассматривал кристаллы пирита FeS2. В послед-
нее время в связи с бурным развитием технологий ма-
шинного обучения и нейронных сетей следует отме-
тить появление работ по проектированию ауксетиков
с помощью методов глубинного обучения. Одной из
таких работ можно назвать работу [3]. Хотя наблю-
дается значительный рост количества публикаций по
метаматериалам–ауксетикам (так, по вопросу приме-
нения ауксетиков как цементирующих композитов от-
мечается рост в 230% за период с 2009 г. по август
2023 г. [4]), теоретическое описание довольно скудно.

Научный интерес представляет исследование рас-
пространения волн в заданном направлении. В кон-
тексте строительства вопрос об однонаправленном воз-
действии волн может возникнуть в задачах о распро-
странении сейсмических волн, когда необходимо ис-
следовать только продольную волну, либо только по-
перечную волну. Одним из методов, позволяющим рас-
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щепить исходное волновое возмущение, заданное со-
ответствующим уравнением на две однонаправленные
составляющие, является метод операторов проектиро-
вания, изложенный в монографии С.Б. Лебле [5] и его
англоязычном издании [6]. Общие сведения были из-
ложены в работе [7].

Данная работа является развитием работы [7], ко-
торая рассматривала построение уравнений для пра-
вых и левых волн в цилиндрическом метаматериа-
ле для скалярного потенциала волн Похгаммера–Кри.
В рамках данной работы будет рассмотрено распро-
странение волн Похгаммера–Кри в цилиндрическом
метаматериале–ауксетике и с помощью аппарата мето-
да операторов проектирования будут получены уравне-
ния распространения однонаправленных волн для век-
тора напряжений в аксиально-симметричном цилин-
дрическом метаматериале–ауксетике а также частные
решения для экспонециальных начальных условий.

1. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ОДНОНАПРАВЛЕННОГО
РАСПРОСТРАНЕНИЯ СКАЛЯРНОГО

И ВЕКТОРНОГО ПОТЕНЦИАЛА ВОЛН
ПОХГАММЕРА–КРИ

Поставим матричную задачу о распространении ска-
лярного потенциала волн Похгаммера–Кри, решение
задачи на собственные значения которой является пер-
вым этапом в построении проекционных операторов.
Рассмотрим ауксетик цилиндрической формы. Уравне-
ние движения для изотропного упругого тела в отсут-
ствии массовых сил представляются в виде уравнения
Похгаммера–Кри [8]:

c21∇
2(divu)− c22rotrotu = ∂2

t u, (1)

где u — поле перемещений,

∂t ≡
∂

∂t
, (2)

c1, c2 — скорости продольной и поперечной составля-
ющей объемных волн в среде, зависящие от коэффи-
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циентов Ламе λ и µ и плотности образца ρ:

c1 =

√
λ+ 2µ

ρ
, c2 =

√
µ

ρ
. (3)

Ось z подразумевается направленной вдоль централь-
ной оси образца. Производные по r, ϕ,z и t далее будем
обозначать следующим образом:

∂r ≡
∂

∂r
, ∂ϕ ≡

∂

∂ϕ
, ∂z ≡

∂

∂z
, ∂t ≡

∂

∂t
. (4)

Пусть:

u = ∇Φ + rotΨ, (5)

где Φ — скалярный потенциал поля перемещений, Ψ —
векторный потенциал. Подставив в уравнение (1) полу-
чим следующую систему:

{
∇(c21(∆Φ)) = ∇(∂2

tΦ),

c2
2
∆(rotΨ) = ∂2

t rotΨ.
(6)

Введем обозначение:

rotΨ = p. (7)

Тогда:
{
c2
1
∇(∆Φ) = ∇(∂2

t Φ),

c2
2
∆p = ∂2

t p.
(8)

Мы будем рассматривать аксиально-симметричный
случай, в котором поле смещений, и, как следствие,
скалярный потенциал не зависит от ϕ. Кроме того,
проекция вектора u на ось ϕ равна 0 [8]. Функцию
Φ(r, z, t) разложим по базису и функции Бесселя по
переменной r:

Φ(r, z, t) =
∑

ν

Aν(z, t)Jν(aνr) + c.c., (9)

где
textitс.с. — комплексно сопряженная часть. Используя
метод операторов проектирования (подробное изложе-
ние см. в работе [7]), можно получить уравнения одно-
направленного распространения скалярного потенциа-
ла волн Похгаммера–Кри:

∂tΠΦ = c1∂zΠΦ(z, t),

∂tΛΦ = −c1∂zΛΦ(z, t),
(10)

Общие решения есть:

ΠΦ = ΠΦ(z + c1t),

ΛΦ = ΛΦ(z − c1t).
(11)

Рассмотрим теперь ротор векторного потенциала.
Подставив во второе уравнение набора (8) выражение

для лапласиана векторного поля в цилиндрической си-
стеме координат, получим для проекций ротора век-
торного потенциала:

pϕ = 0, ∂ϕpr = ∂ϕpz = 0, (12)

c2
2

(
∆pr −

pr

r2

)
= ∂2

t pr,

c2
2
∆pz = ∂2

zpz.
(13)

Раскладывая проекцию pr по базису функции Бессе-
ля первого порядка по r:

pr =
∑

θ

Bθ(z, t)J1(bθr) + c.c. (14)

Получим уравнение (опустив значки суммы и индексы:

c22(∂
2

zB(z, t)− b2B(z, t)) = ∂2

tB(z, t). (15)

Для параметра b достаточно малого по сравнению
с производной по z, уравнение (15) перейдет в:

c2
2
∂2

zB(z, t) = ∂2

tB(z, t). (16)

Сравнив структуру данного уравнения с уравнением
для амплитуды скалярного потенциала:

c21∂
2

zA(z, t) = ∂2

tA(z, t). (17)

видно, что вид операторов проектирования будет пол-
ностью аналогичен. Имеем операторы проектирования
в k-представлении:

P̂3 =
1

2

(
1 c2
c−1

2
1

)
, (18)

P̂4 =
1

2

(
1 −c2

−c−1

2
1

)
. (19)

Как и в случае для скалярного потенциала, уравнения
для соответствующих правых и левых волн для проек-
ции векторного потенциала на ось r есть:

∂tΠr = c2∂zΠr(z, t),

∂tΛr = −c2∂zΛr(z, t).
(20)

Общие решения есть:

Πr = Πr(z + c2t),

Λr = Λr(z − c2t).
(21)

Задача для проекции векторного потенциала на ось
z полностью аналогична таковой для скалярного по-
тенциала. Используя разложение:

pz =
∑

θ

Bθ(z, t)J0(bθr) + c.c., (22)

и проведя в точности ту же процедуру, что и для ска-
лярного потенциала, мы получим операторы проекти-
рования вида (18,19). Соответствующие уравнения для
правой и левой волн будут аналогичны:

∂tΠz = c2∂zΠz(z, t),

∂tΛz = −c2∂zΛz(z, t).
(23)

Общие решения которых совпадают с решениями
(21).

УЗФФ 2024 2460101–2



УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА № 6, 2460101 (2024)

2. ПРАВЫЕ И ЛЕВЫЕ ВОЛНЫ ПОХГАММЕРА–КРИ
В АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОМ
МЕТАМАТЕРИАЛЕ-АУКСЕТИКЕ

Получим правые и левые волны Похгаммера–Кри
для поля u. Для этого воспользуемся определением
(5). Мы получим в проекциях:

(Πu)r = (∇ΠΦ)r +Πr = ∂rΠΦ +Πr,

(Πu)z = (∇ΠΦ)z +Πz = ∂zΠΦ +Πz,

(Λu)r = (∇ΛΦ)r + Λr = ∂rΛΦ + Λr,

(Λu)z = (∇ΛΦ)z + Λz = ∂zΛΦ + Λz,

(24)

В силу того, что волны ΠΦ и ΛΦ не зависят от r, их
частные производные по r равны 0. Таким образом,
имеем:

(Πu)r = Πr(z + c2t),

(Πu)z = ∂zΠr +Πz(z + c2t),

(Λu)r = Λr(z − c2t),

(Λu)z = ∂zΛr + Λz(z − c2t).

(25)

При подстановке экспоненциальных начальных усло-
вий для Πr,z и Λr,z:

Πr(z, 0) = αr exp(ikz) + c.c.,

Πz(z, 0) = αz exp(ikz) + c.c.,

Λr(z, 0) = βr exp(ikz) + c.c.,

Λz(z, 0) = βz exp(ikz) + c.c.,

(26)

мы получим:

(Πu)r = αr exp(ik(z + c2t)) + c.c.,

(Πu)z = αz exp(ik(z + c2t)) + c.c.,

(Λu)r = βr exp(ik(z − c2t)) + c.c.,

(Λu)z = βr exp(ik(z − c2t)) + c.c.,

(27)

как и ранее, с.с. обозначает комплексно сопряженную
часть. Видно, что правая и левая волны при экспо-
ненциальном начальном условии зависят от фазовой
скорости распространения волны и поперечной состав-
ляющей скорости объемных волн.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках данной работы средствами аппарата опе-
раторов проектирования были получены уравнения
распространения однонаправленных волн Похгаммера–
Кри для цилиндрического аксиально-симметричного
метаматериала–ауксетика, получены общие решения
для правых и левых волн и их частные решения при
экспоненциальном начальном условии.
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The problem of propagation of Pocchammer–Chree waves in cylindrical auxetic is discussed in this work. The
approximated evolution equation and general solution for displacement field are built by means of projection operators
method in particular case of axial symmetric material.
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