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Самоорганизующиеся ансамбли наночастиц в последнее время стали многообещающими систе-
мами для реализации нейроморфных вычислений. Наличие мемристивных свойств у системы часто
связывают с формированием и разрушением филаментов в зазорах между наночастицами. В данной
работе рассматривается простая модель формирования и разрушения филаментов, обусловленных
электромиграцией ионов и диффузией атомов металла внутри диэлектрического материала или
на подложке. На основе сравнения решений для времени роста с экспериментальными данными,
уточнены выражения для зависимости скорости роста от напряжения и температуры.
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ВВЕДЕНИЕ

Самоорганизующиеся сети наночастиц представляют
собой перспективные системы для воплощения прин-
ципов нейроморфных вычислений [1, 2]. Ниже порога
перколяции сети состоят из групп частиц, разделен-
ных туннельными промежутками; приложенное напря-
жение вызывает образование филаментов атомарного
масштаба в промежутках между наночастицами. Лави-
на происходящих событий переключения кондактанса
подобна потенциации в биологических нейронных си-
стемах [1]. Дополнительные признаки, такие как кри-
тическое поведение вблизи порога перколяции, безмас-
штабный характер объединённых кластеров и др., так-
же указывают на то, что перколяционные сети нано-
частиц представляют естественную твердотельную си-
стему с нейроморфным поведением.

В недавних работах [3–5] сообщается об аппарат-
ной реализации резервуарных вычислительных систем
на основе мемристивных сеток самоорганизующихся
нанонитей или ансамблей металлических наночастиц.
Концепция резервуарных вычислений подразумевает
замену скрытых слоев рекуррентной нейронной сети
на динамический резервуар, с последующим обучени-
ем только выходного слоя, без необходимости адапти-
ровать веса в самом резервуаре [6, 7]. Выходной слой
аппаратных реализаций представляет собой малораз-
мерную мемристорную кроссбар-систему. В [3, 5] про-
демонстрировано успешное решение задач прогнозиро-
вания временных рядов и классификации образов с по-
мощью этих физических резервуарных систем. В ра-
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боте [8] утверждается о совместимости обсуждаемых
нейроморфных вычислителей с КМОП технологией.

Мемристивные ансамбли наночастиц удовлетворяют
требованиям, сформулированным в работе Танака [9]
для резервуарных нейроморфных систем. Они способ-
ны преобразовывать входные сигналы в многомерное
вычислительное пространство для обнаружения скры-
тых закономерностей в данных. Нелинейный отклик
на импульс возбуждения подразумевает связь состоя-
ний скрытых слоёв рекуррентной сети с состояниями
других слоев или кластеров узлов. Системы характе-
ризуются затухающей памятью, что позволяет резерву-
ару выполнять вычислительные процедуры независимо
от предыдущих задач.

В рамках данного исследования изучается простая
модель, описывающая процессы формирования и раз-
рушения филаментов, вызванных электромиграцией
ионов и диффузией атомов металла внутри диэлектри-
ческого материала или на поверхности подложки. Пу-
тем сопоставления результатов моделирования времени
роста с экспериментальными данными были уточнены
зависимости скорости роста филаментов от напряже-
ния и температуры. Полученные выражения позволя-
ют лучше понять и описать процессы, происходящие
в мемристивной системе наночастиц и важны для опи-
сания её перколяционной динамики.

1. ДИНАМИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ
МЕМРИСТИВНОГО ПЕРЕХОДА В СЕТИ

НАНОЧАСТИЦ

Присутствие мемристивных свойств в ансамблях се-
ребрянных наночастиц обычно объясняется процесса-
ми формирования и разрушения филаментов в проме-
жутках между наночастицами [2–4]. Данные процес-
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сы играют ключевую роль в динамике переноса заряда
в таких системах и могут приводить к образованию
сложных сетей связанных путей, что характеризует-
ся явлением динамической перколяции [5]. В контек-
сте динамической перколяции изменения в структуре
и проводимости ансамбля наночастиц на микроуровне
приводят к качественным изменениям в его электри-
ческих и механических свойствах на макроскопиче-
ском уровне. Важно отметить, что эти процессы могут
быть эффективно управляемыми при наличии опреде-
ленных внешних стимулов, что делает такие ансамбли
перспективными для применения в различных техно-
логиях, включая нейроморфные вычисления и сенсо-
рику [1–3].

В ряде работ (см., например, [5, 10]) для описания
динамики филаментов в туннельном зазоре между ме-
таллическими наночастицами решается кинетическое
уравнение:

dzi
dt

=
µ Vi

Di − zi
− k zi, (1)

где Di — исходный зазор между наночастица-
ми, zi — продольный размер филамента (высота),
µ = 0.346 нм2/В·с и k = 0.038 с−1 — кинетические ко-
эффициенты, связанные с ростом и разрушением фила-
ментов, соответственно, Vi — напряжение в i-м зазоре
между наночастицами. Проводимость каждого зазора
(точнее, кондактанс) определяется формулой:

Gi = α exp−β(Di−zi), (2)

где Di − zi — эффективный зазор между наночасти-
цами с учётом филамента, α ≈ 1 — константа, 1/β —
длина туннелирования, β = 2

√
2mΦ0/h̄, где Φ0 — ра-

бота выхода электрона для наночастиц [11]. Авторы
работы [5] применяют соотношения (1) и (2) для ими-
тационного моделирования резервуарных вычислений
и оценки их эффективности.

2. ОБОБЩЕНИЕ УРАВНЕНИЯ СКОРОСТИ РОСТА
И РАСТВОРЕНИЯ ФИЛАМЕНТОВ

С помощью первопринципных расчётов проверена
справедливость формулы (2). С использованием про-
граммного пакета QuantumATK было проведено мо-
делирование электронной проводимости туннельного
зазора с выступом между наноэлектродами из сереб-
ра (см. рис. 1). Для этого использовался псевдопо-
тенциал PseudoDojo с методом линейной комбинации
атомных орбиталей (LCAO). Для описания обменно-
корреляционного потенциала применялось обобщен-
ное градиентное приближение (GGA) с функционалом
Пердью–Берка–Эрнцерхофа (PBE).

Кондактанс определялся с помощью формулы Лан-
дауэра через коэффициент пропускания, рассчитанный
методом неравновесных функций Грина. Путём аппрок-
симации зависимости кондактанса от величины зазо-
ра экспоненциальной функцией определён параметр
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Рис. 1. Зависимость кондактанса туннельного зазора с вы-
ступом между серебряными частицами от расстояния. На
вставках представлены тепловые диаграммы собственных со-
стояний, отражающие эффективность процесса электронного
переноса между контактами

β = 11.32± 0.88 нм−1. Для моделирования проводимо-
сти в туннельном зазоре были выбраны три конфигу-
рации, разница между которыми заключалась в поша-
говом добавлении по одному атому серебра с каждой
из сторон электродов с возможностью сохранения «ато-
марного промежутка» для характеризации вероятности
электронного транспорта в подобных мезоскопических
контактах.

Графическое представление тепловых диаграмм соб-
ственных состояний отражает эффективность процес-
са электронного переноса между контактами и слу-
жит важным инструментом визуализации этого про-
цесса (см. рис. 1). Наблюдаемое на графике поведе-
ние кондактанса обусловлено экспоненциальной зави-
симостью вероятности туннелирования от наименьше-
го расстояния между контактами. С учётом обобщен-
ной предельной теоремы Леви из теории вероятностей,
можно предположить, что кондактанс ансамбля нано-
частиц имеет широкое степенное распределение, кото-
рое, в свою очередь, возможно связано с безмасштаб-
ной и самоподобной временной динамикой, а также
с длинными корреляциями, наблюдаемыми в самоор-
ганизующихся ансамблях наночастиц.

Экспериментальные результаты по исследованию за-
висимости времени роста филамента в мемристоре
с электрохимической металлизацией, представленного
в виде структуры Ag/a-Si/Pt из прямоугольных элек-
тродов с диэлектрическим зазором в работе [12], ис-
пользовались нами для оценки модели скорости ро-
ста и разрушения филаментов на основе уравнения
(1). Проведённое нами сравнение численных решений,
полученных на основе данной модели, обнаруживает
существенные разногласия с экспериментальными за-
висимостями. В частности, зависимость времени роста
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филамента от напряжения является нелинейной (см.
рис. 2), также для коэффициентов роста µ и разруше-
ния k в уравнении (1) не определена температурная
зависимость.

Путём решения дифференциального уравнения (1)
методом конечных разностей с вариацией параметра
f (Vi) и последующего сравнения решений с экспери-
ментальной кривой, нами установлено, что более под-
ходящим является кинетическое уравнение вида:

dzi
dt

=
µ (T )

Di − zi
· f(Vi)− k (T ) zi, (3)

где f (Vi) = exp (ηV γ
i ), γ > 0 — степенной показа-

тель, η = 1/V0 — коэффициент, определяющий мас-
штаб напряжений. Для согласования численных реше-
ний с экспериментальными данными из работы [12]
необходимо положить γ = 3/2. Решения уравнения (3)
имеют графический вид, представленный на рис. 3.
Время роста определяется путём нахождения време-
ни достижения высоты филамента до величины значе-
ния исходного зазора Di. Рис. 4 демонстрирует вольт-
амперные характеристики (ВАХ) системы, описывае-
мой соотношениями (2) и (3) для разных темпов ро-
ста филаментов µ = 0.55 нм2/с и µ = 0.25 нм2/с.
Темпы роста, как правило, определяются материалом
наночастиц и подложки, межчастичной средой и за-
висят от температуры. ВАХ характеризуется гисте-
резисом, свидетельствующим о мемристивном харак-
тере поведения [2] одного зазора. Соседние наноча-
стицы с зазором представляют собой индивидуаль-
ный мемристор с электрохимической металлизацией —
электронный компонент, который изменяет свое со-
противление в зависимости от напряжения или тока,
протекающего через него.
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Рис. 2. Результаты сравнения решений уравнения (3) с раз-
личной зависимостью напряжения с экспериментальными
данными (представлены точками) из [12]: синяя кривая —
линейная зависимость напряжения согласно модели [5], чер-
ная кривая — экспоненциальная зависимость напряжения,
красный пунктир — установленная зависимость напряжения
со степенью γ = 3/2
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Рис. 3. Кривые роста филаментов в зазоре между наночасти-
цами для разных напряжений, указанных на рисунке

При сравнении экспериментальных данных зави-
симости времени роста филаментов от температу-
ры, продемонстрированных в работе [12] (рис. 5),
с численным решением уравнения (3) установлено,
что для кинетических коэффициентов роста и раз-
рушения температурные зависимости имеют вид:
µ (T ) = µ0 exp (−Tµ/T ),k (T ) = k0 exp (−Tk/T ), где
T — абсолютная температура, Tk, Tµ — некоторые
константы.

Учет температурной зависимости согласуется с из-
вестным законом Аррениуса зависимости коэффициен-
та диффузии от температуры в твердых телах. Коэф-
фициент роста предполагается пропорциональным по-
движности ионов и коэффициенту диффузии (вслед-
ствие соотношения Эйнштейна). Приведенная зависи-
мость для коэффициента затухания k подтверждается
моделированием методом молекулярной динамики про-
цесса затухания филамента в одиночном зазоре, про-
демонстрированном ранее в работах [13, 14]. При раз-
рушении филамента в самом узком месте происходит
миграция атомов по поверхности выступа.

Предполагается, что кинетическое уравнение (3) ро-
ста филаментов применимо и к более общему слу-
чаю сетей наночастиц/нанопроволок с мемристивны-
ми контактами. Объединение нелинейной внутрен-
ней динамики со сложной топологией сети наноча-
стиц/нанопроволок создаёт богатую рекуррентную ди-
намику, которая может быть применена в резервуар-
ных вычислениях [2, 3].

Изменение распределения напряжений в зазорах
между наночастицами вызывает изменения в динамике
роста и релаксации филаментов, что, в свою очередь,
влияет на перколяционную структуру рассматриваемой
мемристивной сети. Приведём оценки напряжений, при
которых имеет место устойчивый рост филамента или
его разрушение, и вычислим время роста при V > Vc.

Критическое напряжение Vc находится из условия
dz/dt = 0. Значение Vc разделяет области напряжений:
при V > Vc происходит устойчивый рост выступа до
замыкания соседних наночастиц, при V < Vc выступ
размывается, поскольку в данном случае это соответ-
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Рис. 4. Мемристивные вольтамперные характеристики системы, описываемой соотношениями (2) и (3) для разных темпов
роста филаментов: а — µ = 0.55 нм2/с, б — µ = 0.25 нм2/с

с

Рис. 5. Сравнение теоретической зависимости времени роста
от температуры (черная линия) с экспериментальными дан-
ными (синие точки) из работы [12]

ствует режиму низкого напряжения, при котором зазор
остаётся туннельным. При V = Vc высота филамента
определяется выражением (4):

zi =
Di

2
−

Di

2

√

1−
4µ (T ) f (Vi)

k (T )D2
i

, (4)

а максимально достижимая высота в данном случае
составит zi = Di/2. Зависимость критического напря-
жения от других параметров определяется по формуле
(5):

f (Vc) =
k (T )D2

i

4µ (T )
, (5)

Если подаваемое напряжение заметно больше кри-
тического (V > Vc), то скорость роста определяется
формулой (6):

dzi
dt

≈
µ (T ) f (Vi)

Di − zi
. (6)

Принимая начальное значение высоты холма как
zi = z0, а начальное время t0 = 0, продольный раз-
мер филамента определяется согласно уравнению (7):

zi = Di −
√

(Di − z0)
2 − 2µ (T ) f (Vi) t. (7)

Время роста вычисляется по формуле (8):

twait =
(Di − z0)

2

2µ (T ) f (Vi)
. (8)

Таким образом, определено критическое напряжение
Vc. Подаваемое напряжение определяет достижимый
продольный размер филамента, а также зависимость
времени роста филамента от коэффициентов роста µ
и разрушения k.

Проведенное нами ранее в работе [14] эксперимен-
тальное наблюдение динамики тока в мемристивном
ансамбле наночастиц при приложении постоянного на-
пряжения показало стохастический характер. Как по-
казано в недавней работе [15], такой случайный харак-
тер поведения проводимости удовлетворительно описы-
вается случайным процессом Орнштейна–Уленбека.

Учёт флуктуаций в модели роста и разрушения фи-
ламентов, а также совместное согласование со стоха-
стической моделью динамики проводимости и экспери-
ментальными данными важны для доработки страте-
гий контроля динамики резервуара в контексте нейро-
морфных вычислений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Самоорганизующиеся ансамбли наночастиц пред-
ставляют собой перспективные системы для реализа-
ции нейроморфных вычислений. Присутствие мемри-
стивных свойств в таких системах обычно связывается
с процессами формирования и разрушения филаментов
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в промежутках между наночастицами. Нами рассмот-
рена простая модель, описывающая процессы формиро-
вания и разрушения филаментов, вызванные электро-
миграцией ионов и диффузией атомов металла внут-
ри диэлектрического материала или на поверхности.
Путем сравнения полученных решений для динамики
роста с экспериментальными данными были уточнены
зависимости скорости роста от напряжения и темпе-
ратуры. Полученные данные представляют значимость
для доработки стратегий контроля динамики резерву-

ара в контексте нейроморфных вычислений. Возмож-
ность управления поведением мемристивной системы
наночастиц будет способствовать применению ее в ка-
честве универсального инструмента для резервуарных
вычислений при решении конкретных задач распозна-
вания и прогнозирования в автономных нейроморфных
устройствах.

Работа выполнена в рамках гос. задания Мини-
стерства науки и высшего образования РФ (проект
FNRM–2022–0008).
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Kinetic model of filament evolution in a percolation array of silver nanoparticles
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Self-organizing ensembles of nanoparticles have recently emerged as promising systems for realizing neuromorphic
computing. The presence of memristive properties in the system is often associated with the formation and destruction
of filaments in the gaps between nanoparticles. This work examines a simple model of the formation and destruction
of filaments caused by the electromigration of ions and the diffusion of metal atoms within a dielectric material or on
a substrate. Based on a comparison of solutions for the growth time with experimental data, the expressions for the
dependence of the growth rate on voltage and temperature were refined.
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