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Негауссовы квантовые состояния, описываемые функциями Вигнера, принимающими отрица-
тельные значения, важны как для фундаментальных тестов квантовой физики, так и для активно
развивающихся сейчас квантовых информационных технологий. В настоящей работе мы изучаем
их уязвимость к диссипации. Мы находим предельные потери, при котором негативность пропада-
ет, а также рассматриваем скорость убывания объёма негативности в окрестности его нуля. Мы
рассматриваем также влияние сжатия на устойчивость негативности к потерям и показываем, что
оно может улучшать ее.
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ВВЕДЕНИЕ

Квантовые состояния систем, описываемых непре-
рывными переменными (continuous variables, CV) мо-
гут быть удобно описаны с использованием квантовых
квазивероятностных распределений (quasi-probability
distributions, QPD) [1, 2], таких как Q-функция Хуси-
ми [3], W -функция Вигнера [4] и функция Глаубера-
Сударшана P [5]. Эти функции, определенные в фа-
зовом пространстве, напоминают классические распре-
деления вероятностей для координаты и импульса, но
имеют взаимно однозначное соответствие с оператора-
ми плотности соответствующих квантовых состояний.
Они могут быть восстановлены экспериментально с ис-
пользованием процедуры квантовой томографии [6].

В случае квантовых состояний с гауссовой фор-
мой функции Вигнера — гауссовых квантовых состоя-
ний — эта форма в точности совпадает с соответству-
ющим классическим распределением вероятностей для
координаты/импульса. В то же время, согласно тео-
реме Хадсона [7], функции Вигнера для всех других
чистых квантовых состояний - негауссовых - принима-
ют отрицательные значения, что, очевидно, невозмож-
но для классических распределений вероятности.

Несколько взаимосвязанных особенностей, важных
как для фундаментального теста применимости кван-
товой физики к макроскопическим объектам [8–10],
так и для развивающихся технологий квантовой ин-
формации [11, 12], делают негауссовы состояния «бо-
лее квантовыми» по сравнению с гауссовыми. Гауссо-
вы состояния никогда не могут быть ортогональны-
ми друг другу, в то время как, очевидно, ортогональ-
ность имеет решающее значение для многих кванто-
вых явлений. Гауссовы состояния допускают локаль-
ное описание скрытых переменных в терминах поло-
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жения и импульса; поэтому все эксперименты, осно-
ванные на гауссовых состояниях и линейных (поло-
жение/импульс) измерениях, могут быть объяснены
в рамках парадигмы локальных скрытых переменных
[13]. Негауссовы состояния необходимы для протоко-
лов, которые не могут быть эффективно симулированы
классическим компьютером [14].

В то же время хорошо известно, что негауссовы со-
стояния подвержены диссипации, которая превращает
их в некогерентные смеси гауссовых состояний. В ра-
боте [15] было показано, что условие

η >
1

2
, (1)

где η — квантовая эффективность системы (включая,
например, квантовую эффективность детектора), яв-
ляется необходимым условием для отрицательности
функции Вигнера.

В настоящей работе мы изучаем вопрос устойчиво-
сти негауссовых состояний к потерям в терминах нега-
тивности функции Вигнера. Раздел 1 представляет со-
бой краткое введение в квазивероятностные распреде-
ления. Далее в разделе 2 мы численно исследуем, как
сжатие состояния влияет на чувствительность к по-
терям для двух важных классов негауссовых состоя-
ний: Фоковских и состояний кота Шрёдингера (КШ).
В разделе 3 мы показываем, что при условии (1) нега-
тивность исходно чистых состояний достоверно сохра-
няется, то есть это условие является также и доста-
точным. В разделе 4 мы исследуем зависимость объе-
ма негативности функции Вигнера от η в окрестности
точки η = 1/2. Наконец, в разделе 4 мы резюмируем
наши результаты.

1. КВАЗИВЕРОЯТНОСТНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

В этом разделе мы рассматриваем основные харак-
теристики квазивероятностных распределение (КВР),
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Рис. 1. Эффективная модель диссипации; η: общая квантовая
эффективность

известные в литературе, и вводим основные обозначе-
ния, используемые в настоящей статье.

Пусть â, â† — операторы уничтожения и рож-
дения гармонического осциллятора (например, моды
электромагнитного поля), удовлетворяющие стандарт-
ному коммутационному соотношению [â, â†] = 1. Вве-
дем s-параметризованное множество характеристиче-
ских функций следующим образом [1]:

C(z, s) = Tr
[
ρ̂ei(z

∗â+zâ†)
]
es|z|

2/2 , (2)

где ρ — матрица плотности, s — действительный па-
раметр, принимающий значения от −1 до 1, а z —
комплексное число. Обратное преобразование Фурье
от C(z, s) дает соответствующий s-параметризованное
множество КВР:

W (α, s) =

∫ ∞

−∞
C(z, s)e−i(z

∗α+zα∗) d
2z

π2
, (3)

где α = q+ip√
2

. Отметим важные частные случаи

W (α, s): Q-функция Хусими, функция Вигнера W и P -
распределение Глаубера:

W (α,−1) = Q(α), W (α, 0) =W (α), W (α, 1) = P (α) .
(4)

Они могут быть выражены друг через друга с исполь-
зованием следующего соотношения:

C(z, s′) = C(z, s)e(s
′−s)|z|2/2. (5)

Рассмотрим теперь диссипацию. Следуя подходу ста-
тьи [15], мы моделируем потери посредством светоде-
лителя с энергетическим коэффициентом пропускания
η, который связывает рассматриваемую моду с эффек-
тивной модой термостата, который находится в основ-
ном состоянии |0B〉, см. рис. 1. Оператор плотности ре-
зультирующего квантового состояния равен:

ρ̂(η) = TrB
(
Û ρ̂⊗ |0B〉 〈0B| Û†), (6)

где TrB — частичный след, взятый по подпростран-
ству термостата, а унитарный оператор Û описывает
действие светоделителя:

Û†âÛ =
√
η â+

√

1− η âB , (7)

где âB — оператор уничтожения моды термостата.
Из уравнений (2, 6, 7) следует, что результирующая

характеристическая функция равна:

C(z, s, η) = Tr
[
ρ̂(η)ei(z

∗â+zâ†)
]
es|z|

2/2 =

= C(
√
ηz, s) exp

[

− (1− s)(1 − η)

2
|z|2
]

, (8)

или, альтернативно,

C(z, s, η) = C(z′, s′) . (9)

Здесь

z′ =
√
ηz (10)

— уменьшенное в результате потерь значение z, а

s′ =
s+ η − 1

η
(11)

— новое эффективное значение параметра s.
Обратное преобразование Фурье уравнения (8) дает

соответствующее КВР после потерь:

W (α, s, η) =

∫ ∞

−∞
C(z, s, η)e−i(z

∗α+zα∗) d
2z

π2
=

=

∫ ∞

−∞
W (β, s)B(α −√

ηβ, s, η)d2β , (12)

где

B(α, s, η) =
2

π(1 − s)(1− η)
×

× exp

[

− 2|α|2
(1− s)(1− η)

]

(13)

интегральное ядро, описывающее гауссовской размы-
тие функции Вигнера.

В данной работе метрикой для определения степени
негауссовости состояния, мы используем объём нега-
тивной части функции Вигнера [16]:

Vneg =

∫

W (x,p)<0

W (x, p) dx dp (14)

2. ВЛИЯНИЕ СЖАТИЯ СОСТОЯНИЯ
НА ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ К ПОТЕРЯМ

В этом разделе мы исследуем, как линейные пре-
образования влияют на чувствительность негауссов-
ских состояний к потерям. Мы рассмотрим два важ-
ных класса чистых негауссовых состояний: состояния
Фока и состояния кота Шрёдингера (КШ):

|C〉 = 1

K
(|α〉 + |−α〉) , (15)
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где |α〉 — когерентное состояние с амплитудой α
и K — норировочный множитель.

Сдвиги и повороты исходного состояния приводят
лишь к сдвигам и поворотам функции Вигнера после
добавления потерь, как это следует из формулы (12).
Это значит, что данные преобразования не влияют на
чувствительность к потерям.

В то же время, третье из линейных преобразований,
а именно преобразование сжатия, описываемое унитар-
ным оператором эволюции вида

Ŝ(r) = exp
[r

2
(â2 − â†2)

]

, (16)

где r — фактор сжатия, может существенно изменять
чувствительность к потерям. Напрямую из формулы
(12) можно вывести, как быстро сглаживаются значе-
ния функции Вигнера под воздействием потерь:

∂

∂η
W (

√
ηq,

√
ηp, η) =

= −1

η

[

1 +
1

4

(

∂2

∂
(√
ηq
)2 +

∂2

∂
(√
ηp
)2

)]

×

×W (
√
ηq,

√
ηp, η). (17)

При небольших потерях главным критерим устойчи-
вости является именно скорость изменения негативно-
сти. Видно, что значение функции Вигнера убывает
тем быстрее, чем выше лапласиан в данной точке. От-
сюда естественно предположить, что преобразование
сжатия будет лишь ухудшать устойчивость состояний
с аксиально симметричными областями негативности.
К таковым относятся, например, Фоковские состояния.
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⟨n⟩
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Vneg

состояние КШ
состояние КШ после потерь
сжатое состояние КШ после потерь
1/π

Рис. 2. Графики отрицательности Фоковских состояний |n〉

и сжатых Фоковских состояний Ŝ(r) |n〉 в зависимости от
начального числа квантов. Параметр сжатия r = 0.7; кван-
товая эффективность η = 0.98

На рис. 2 представлены графики зависимости нега-
тивности функций Вигнера Фоковских состояний |n〉
в зависисмости от n при наличии потерь, а также ана-
логичные графики для сжатых Фоковских состояний

Ŝ(r) |n〉, у которых аксиальная симметрия нарушена.
Из этих графиков видно, что нарушение аксиальной
симмметрии действительно делает такие состояния бо-
лее уязвимыми к потерям.
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Фоковское состояние с потерями
сжатое Фоковское состояние с потерями

Рис. 3. Графики отрицательности состоянии «кота Шрёдин-
гера» и сжатого «кота Шрёдингера» в зависимости от сред-
него числа квантов. Параметр сжатия r = 0.7; квантовая
эффективность η = 0.98. Видно, что асимптотическая отри-
цательность равна 1

π
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Рис. 4. График зависимости оптимального показателя сжатия
roptim от амплитуды «кота Шрёдингера» α

С другой стороны, для исходно аксиально несиммет-
ричных состояний сжатие может повышать устойчи-
вость к потерям. В качестве примера можно привести
состояния КШ, что демонстрируется на рис. 3. Однако
слишком сильное сжатие может приводить к излиш-
нему растяжению областей негативности и, как след-
ствие, ухудшению устойчивости к потерям. То есть су-
ществует некоторое оптимальное сжатие, дающее наи-
большую устойчивость. График зависимости оптималь-
ного параметра сжатия r для состояния КШ в зависи-
мости от параметра α приведен на рис. 4.
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Рис. 5. Графики функций Вигнера состояния «кота Шрёдингера» для случая α = 3. Слева: исходное (несжатое) состояние,
справа — оптимально сжатое, r ≈ 1.68

На рис. 5 приведены графики функций Вигнера ис-
ходного состояния КШ вида (15) и оптимальным обра-
зом сжатого состояния. Интересно отметить, что во-
преки интуиции, области негативности не являются
аксиально симметричными, а вытянуты по оси импуль-
сов.

3. КРИТЕРИЙ ДЛЯ НАЛИЧИЯ
ОТРИЦАТЕЛЬНОСТИ ФУНКЦИИ ВИГНЕРА

Рассмотрим наличие отрицательности функции Виг-
нера чистого состояния в зависимости от квантовой
эффективности η. Очевидно, что гауссовы состояния
не имеют отрицательности при любом η. Если состоя-
ние было негауссовым, то у него достоверно была от-
рицательность при η = 1 [7].

Далее, с уменьшением η объем отрицательности
уменьшается. При η = 1/2 отрицательность достовер-
но теряется для любого состояния [15], так как функ-
ция Вигнера результирующего состояния соответству-
ет s′ = −1 (уравнения (9), (11)). Как указано в урав-
нении (4), такая функция эквивалентна функции Ху-
сими, которая по определению не имеет отрицательно-
сти.

В работе [17] было доказано, что наибольшее зна-
чение s′, при котором отрицательность негауссовых
чистых состояний уменьшается до нуля, оказывается
равным −1. В контексте потерь это означает, что от-
рицательность, если она была, гарантированно сохра-
няется для всех η, удовлетворяющих условию (10), то
есть это условие является не только необходимым, но
и достаточным для сохранения отрицательности.

4. НЕГАТИВНОСТЬ В ОКРЕСТНОСТИ η = 1/2

В этой части мы проанализируем, как себя ведет
объем отрицательности в окрестности η = 1/2+0. Для
чистых состояний с η ≤ 1/2, отрицательность полно-
стью исчезает, в то время как для η > 1/2 она мо-
нотонно возрастает. Однако же, какова скорость роста
отрицательности в этой точке?

Функция Вигнера при η = 1/2 с точностью до линей-
ных преобразований совпадает с Q-функцией Хусими,
выражающейся через F ∗ — аналитическую функцию
звездного ранга (stellar rank) [18]:

W1/2(α) = 2Q(
√
2α) =

2

π
e−2|α|2 |F ∗

ψ(
√
2α)|2, (18)

F ∗
ψ(z) = e

|z|2

2 〈z∗|ψ〉 =
∞∑

n=0

ψn
zn√
n!

(19)

Это значит, что если F ∗ имеет ноль порядка n, то
функция Вигнера имеет ноль порядка 2n в соответ-
ствующей точке:

W1/2(αi + δα) =Wi|δα|2n + o(δα2n) (20)

Каждый из таких нулей будет при увеличении η ста-
новится малой областью негативности, объём которой
тем больше, чем меньше n. Считая далее n минималь-
ным порядком нуля функции звёздного ранга, можно
показать, что все производные объема отрицательно-
сти Vneg по η в точке 1/2 равны нулю вплоть до по-
рядка n+ 1. В результате взятия n+1-ой производной
получаем сумму по всем таким нулям минимального
порядка:

∂n+1Vneg
∂ηn+1

= πGn
∑

i

Wi, (21)
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где последовательность Gn представляет собой цело-
численные константы (G1 = 4, G2 = 64, G3 = 4320,
и так далее). Доказательство формулы (21) и выраже-
ние для произвольного Gn приведено в приложении.

Порядок нуля в функции звёздного ранга непосред-
ственно связан с разложением состояния в сдвинутом
базисе Фока. Если состояние ψ ортогонально опреде-
ленному |αi〉, то при сдвиге состояния на αi коэффи-
циенты в разложении в базисе Фока от 0 до n−1 будут
равны нулю:

D̂(αi)
−1 |ψ〉 =

∞∑

k=n

ψk |k〉 (22)

В большинстве случаев минимальный порядок нуля
оказывается равен единице.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы показали, что отрицательность функции Вигне-
ра для негауссовых состояний сохраняется при лю-
бом коэффициенте полезного действия от 1/2 до 1.
Мы также рассмотрели примеры типичных состояний
для квантовой оптики: кот Шредингера, состояния Фо-
ка и их сжатые версии. На примере кота Шредин-
гера было показано, что когда сжатие сонаправлено
с осцилляциями функции Вигнера, состояние облада-
ет большей устойчивостью к диссипации. Было также
показано, что порядок роста негативности при η = 1/2
превышает минимальный порядок нуля функции
звездного ранга соответствующего чистого состояния
на единицу.
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Приложение A: Негативность в окрестности η = 1/2

Рассмотрим функцию Вигнера при η = 1/2, которая
очень похожа на функцию Хусими:

W1/2(α) = 2Q(
√
2α) =

2

π
e−2|α|2|F ∗

ψ(
√
2α)|2, (A1)

где F ∗ — функция stellar rank [18]. Поскольку F ∗ ана-
литична, допустим, что минимальный порядок нулей
этой функции равен n. Вначале рассмотрим случай, ко-
гда у F ∗ есть только один такой ноль. Без ограничения
общности мы можем предположить, что он находится

в точке 0. Это означает, что существует положитель-
ная константа W0 такая, что:

W1/2(δα) =W0|δα|2n + o(δα2n) (A2)

Для упрощения обозначений обозначим W = Wη(β).
При η = 1/2 подинтегральное выражение θ(Wη(β)) от-
клоняется от 1 только в точке α0. Следовательно, объ-
ем отрицательности при η = 1/2 равен нулю. Докажем,
что первая производная объема отрицательности все-
гда равна нулю:

∂Vneg
∂η

= −
∫

d2β
∂

∂η
(Wη(β)θ(−Wη(β)))

= −
∫

d2β
∂Wη(β)

∂η
θ(−Wη(β))+

+

∫

d2βWη(β)δ (Wη(β))
︸ ︷︷ ︸

=0

∂Wη(β)

∂η

(A3)

Последний интеграл равен нулю, так как xδ(x) = 0,
а подинтегральное выражение первого члена ненулевое
только в конечном наборе точек.

Чтобы вычислить производные порядка N ≥ 2, мы
используем следующее выражение для объема отрица-
тельности:

Vneg(η) = −1 +

∫

d2βWη(β)θ(Wη(β)) (A4)

Для упрощения дальнейших выражений вместо произ-
водных по η мы будем рассматривать производные по
ln η. Таким образом, формулу (17) можно переписать
в следующем виде:

∂W

∂ ln η
= −

(

1 +
1

2

(

q
∂

∂q
+ p

∂

∂p

)

+
1

4

(
∂2

∂q2
+

∂2

∂p2

))

︸ ︷︷ ︸

=D

W

(A5)
D — это дифференциальный оператор второго порядка
со следующим представлением в полярных координа-
тах:

Df = −
(

f +
r

2

∂f

∂r
+

1

r

∂

∂r

(

r
∂f

∂r

)

+
1

r2
∂2f

∂φ2

)

(A6)

В случае f = r2l:

Dr2l = −l2r2(l−1) + o(r2l−2) (A7)

Используя это свойство, по индукции для m ≤ n мож-
но показать, что при η = 1/2:

∂mW

∂ ln ηm
= DmW =W0D

m
(
r2n + o(r2n)

)

=W0(−1)m
(

n!

(n−m)!

)2

r2(n−m) + o(r2(n−m))

(A8)
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Возьмем производную порядка N ∈ [2, n+ 1] от объема
отрицательности:

∂NVneg
∂ ln ηN

=

∫

d2β

(
∂

∂ ln η

)N

(Wθ(W )) (A9)

Представим Wθ(W ) в виде функции η в виде су-
перпозиции двух функций. Внешняя функция — это
f(w) = wθ(w), а внутренняя — это W =Wη(β). Затем
к последнему выражению можно применить формулу
Фаа-ди-Бруно:

∂NVneg
∂ ln ηN

=

N∑

k=1

∫

d2β

(
∂k(wθ(w))

∂wk

)

w=W

×

×BN,k

(
∂W

∂ ln η
,
∂2W

∂ ln η2
, . . . ,

∂N−k+1W

∂ ln ηN−k+1

)

(A10)
Рассмотрим также производную единицы, выражен-

ную как интеграл W по всему пространству:

0 =

∫

d2β
∂NW

∂ ln ηN
(A11)

Используя это свойство, мы видим, что член для k = 1
равен нулю, что означает, что мы можем рассматривать
k ≥ 2. В этом случае:

∂k(wθ(w))

∂wk
= δ(k−2)(w) (A12)

Подставляя это в вышеприведенную формулу, мы по-
лучаем:

∂NVneg
∂ ln ηN

=

N∑

k=2

∫

d2βδ(k−2)(W )×

×BN,k
(
DW,D2W, . . . ,DN−k+1W

)

=W 1−k
0

N∑

k=2

∫

d2βδ(k−2)(r2k − 0)×

×BN,k
(
DW,D2W, . . . ,DN−k+1W

)

(A13)

BN,k
(
DW,D2W, . . . ,DN−k+1W

)
∼

∼ BN,k
(
−W0n

2r2n−2,W0n
2(n− 1)2r2n−4, . . .

)

∼
(
W0r

2n
)k (−r−2

)N
BN,k

(
n2, n2(n− 1)2, . . .

)

∼ (−1)NW k
0 r

2nk−2NBN,k
(
n2, n2(n− 1)2, . . .

)

(A14)

∫

δ(k−2)(r2n − 0)r2(nk−N)rdrdφ =

= π

∫

δ(k−2)(Rn − 0)Rnk−NdR

=
π

n

∫

δ(k−2)(t− 0)t
nk−N+1

n
−1dt

=
(−1)kπ

n

(
∂

∂t

)k−2

t→0

(

t
nk−N+1

n
−1
)

=
(−1)kπ

n

(
∂

∂t

)k−2

t→0

(

tk−2+ n+1−N
n

)

(A15)

Из последней формулы видно, что при N < n + 1 ре-
зультат вычисления интеграла равен нулю, что означа-

ет ∂NVneg

∂ ln ηN = 0. Однако начиная с N = n + 1 ситуация
радикально меняется:

∫

δ(k−2)(r2n − 0)r2(nk−n−1)rdrdφ =
(−1)kπ

n
(k − 2)!

(A16)
Используя это рассуждение, для N = n+ 1 мы можем
записать:

∂n+1Vneg
∂ ln ηn+1

= (−1)n+1W0

n+1∑

k=2

(−1)kπ

n
(k − 2)!×

×Bn+1,k

(
n2, n2(n− 1)2, . . .

)
(A17)

Поскольку мы показали, что все производные порядка
N < n+1 равны нулю, снова используя формулу Фаа-
ди-Бруно, мы можем перейти от производной по ln η
к производной по η = 1/2:

∂n+1Vneg
∂ηn+1

= πW0 ×Gn (A18)

Gn =
(−2)n+1

n

n+1∑

k=2

(−1)k(k − 2)!×

×Bn+1,k

(
n2, n2(n− 1)2, . . .

)
(A19)

Gn — это целые константы. Если W имеет набор ну-
лей αi 6= 0 порядка n, рассуждения немного отличают-
ся в выражении (A7), однако поправки, возникающие
во время сдвига, оказываются порядка r2l−1. Поэто-
му ими можно пренебречь, и просто просуммировать
каждый из вкладов. Наконец:

∂n+1Vneg
∂ηn+1

= πGn
∑

i

Wi (A20)
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Non-Gaussian quantum states described by negative valued Wigner functions are important both for fundamental
tests of quantum physics and for the emerging quantum information technologies. In this paper, we analyze their
vulnerability to dissipation. We find the maximal amount of losses at which the negativity disappears and the rate
of decrease of the negativity volume around in the vicinity of its zero. We analyze also, how the squeezing affects
robustness of the quantum state to losses and show that in some cases the squeezing can improve the robustnes.
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