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Выполнен краткий ретроспективный анализ свойств фрактальных световых изображений и их
использования в медицине. С помощью алгоритмов, построенных на основе двумерной функции
Вейерштрасса, выполнен расчет скейлинговых характеристик регулярных и стохастических спекло-
подобных фрактальных структур. Показано, что скейлинг пространственных спектров фрактальных
спекловых полей обеспечивает высокую эффективность их применения в арт-терапии и офтальмо-
логии. В ходе моделирования световых полей с помощью функции Вейерштрасса было обнаружено,
что их конфигурация при определенном наборе параметров дает возможность сформировать муль-
типлексную структуру светового излучения, которая может с успехом использоваться в оптических
пинцетах.
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ВВЕДЕНИЕ

Существуют литературные данные об успешном ис-
пользовании фрактальных световых полей со спек-
ловой структурой для решении целого ряда медико-
биологических задач. В частности, они нашли при-
менение в арт-терапии [1–3] и офтальмологии [4–6].
В ходе арт-терапии пациенту предъявляются различ-
ного рода изображения (часто, фрактальные), облада-
ющие определенной эстетической ценностью. Эстети-
ческое воздействие фрактальных изображений на че-
ловека [7] можно объяснить скейлингом (масштабной
инвариантностью) пространственных спектров изобра-
жений [8, 9].

При анализе механизма воздействия фрактально-
го излучения на зрительный аппарат человека обой-
денным оказался вопрос об особенностях восприятия
мультифрактальных структур. Целью данной работы
является анализ скейлинговых свойств мультифрак-
тальных спеклоподобных распределений интенсивно-
сти световых полей. Решение этой задачи потребовало
осуществить модернизацию двумерной функции Вей-
ерштрасса, которая обычно используется для постро-
ения правильных регулярных фракталов [10, 11]. За
счет модернизации функции Вейерштрасса появляет-
ся также возможность формирования мультиплексных
световых пучков, обеспечивающих высокую степень
локализации частиц в оптических пинцетах.

1. КРАТКАЯ ПРЕДЫСТОРИЯ ВОПРОСА

Физические основы арт-терапии заложил американ-
ский исследователь Р. Тейлор [12]. Он установил, что
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благоприятное влияние на психику человека оказыва-
ют те оптические изображения, в которых присутству-
ют фрактальные признаки. Было замечено, что хорошо
выраженной фрактальностью обладают пейзажи, вы-
полненные в традиционной китайской технике (рис. 1).
Благодаря МРТ-сканированию, специалисты по нейро-
эстетитке доказали, что китайские пейзажи обладают
успокаивающим действием.

Признаки фрактальности можно увидеть в картинах
Винсента ван Гога и многих других художников.

Именно фрактальностью Р. Тейлор объясняет по-
пулярность картин американского художника Джек-
сона Поллока, выполненных в технике разбрызгива-
ния красок и напоминающих спеклоподобные структу-
ры (рис. 2). Он выявил в картинах Поллока наличие
фрактальности и определил их фрактальную размер-
ность.

Поскольку, как было показано в ряде работ [10, 11],
фрактальные изображения, включая спекловые струк-
туры, обладают самоподобными пространственными
спектрами, при их созерцании отсутствует необходи-
мость в восприятии (обработке) спектров в широком
частотном диапазоне, достаточно зафиксировать лишь
их низкочастотную часть.

Это ускоряет и облегчает процесс зрительного вос-
приятия рассматриваемых объектов и, как следствие,
создает ощущение комфорта, сочетающееся с чувством
эстетического наслаждения. Происходящее при этом
укрепление связей между нейронами в коре головного
мозга способствует излечению ряда глазных болезней
(например, глаукомы).

2. МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Поскольку мультифракталы — это фракталоподоб-
ные структуры, фрактальная размерность которых за-
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Рис. 1. Шен Чжоу. Прощание на реке

Рис. 2. Джексон Поллок. Конвергенция

висит от координат на рабочем поле, то их можно по-
строить путем трансформации известных фрактальных
распределений, задаваемых, в частности, двумерной
фрактальной функцией Вейерштрасса [10, 11]. Одна-
ко если в указанных работах фрактальная размерность
D световых полей, моделируемых с помощью функции

Вейерштрасса, считалась постоянной, то в данной ра-
боте она задавалась с помощью соотношения

D = D0 + d sin(2πsrk), (1)

где D0 — постоянная величина, k, m — дискретные
поперечные координаты, d — полуширина диапазона
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Рис. 3. Структура спеклового поля. а — общий вид, б — распределение интенсивности по поперечной координате

pp

q

а б

q

Рис. 4. Пространственный спектр монофрактального (а) и мультифрактального (б) спеклового поля

изменения фрактальной размерности, r — динамиче-
ский параметр осцилляции фрактальной размерности,
s — масштабирующий параметр.

На рис. 3 показано характерное для мультифрак-
тального спеклового поля распределение интенсивно-
сти, рассчитанное указанным способом.

Результат расчета пространственного спектра такого
спеклового поля, выполненный посредством быстрого
преобразования Фурье, приведен на рис. 4.

В случае монофрактала (d = 0) спектр представлял
упорядоченную систему концентрических убывающих
по интенсивности окружностей, на которых распола-
гались пики пространственных частот p и q. Центр
окружностей находился на оси системы, а отноше-
ние их радиусов строго соответствовало коэффициен-
ту скейлинга b = 2. Тем самым можно говорить о про-
странственной инвариантности спектра, доказывающей
его фрактальность и облегчающей зрительное воспри-
ятие спекловой структуры.

При d > 0, когда поле мультифрактально, на систе-

му концентрических окружностей накладываются до-
полнительные неупорядоченные кольцевые фрагменты,
смещенные относительно оптической оси. Однако, как
показал расчет, их интенсивность пренебрежимо ма-
ла по сравнению с концентрическими элементами и не
может повлиять на скейлинговые свойства спектров.

3. ФОРМИРОВАНИЕ МУЛЬТИПЛЕКСНОГО
ИЗЛУЧЕНИЯ ДЛЯ ОПТИЧЕСКИХ ПИНЦЕТОВ

Свойства функции Вейерштрасса могут быть также
использованы для построения мультиплексной систе-
мы пучков, обеспечивающих высокую степень локали-
зации частиц в оптических пинцетах. Совершенство-
вание оптических пинцетов представляет актуальную
задачу в силу их широкого использования в медико-
биологических исследованиях. С их помощью уда-
лось определить механические характеристики моле-
кул ДНК путем их растяжения, осуществить пересад-
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Рис. 5. Мультиплексная структура излучения: а — общий вид, б — распределение поля по поперечной координате

ку генов в клетки, а также реализовать технологию
искусственного оплодотворения.

Поскольку сейчас наибольшее распространение по-
лучил градиентный метод захвата частиц, обеспечива-
ющий локализацию частиц в области наибольших гра-
диентов напряженности поля, в процессе проводимо-
го исследования ставилась задача определить возмож-
ность реализации указанного метода применительно
к системе управляющих пучков, формирующих муль-
типлексное излучение. Интенсивность излучения опи-
сывалось с помощью функции Wk,m, представляющей
собой суперпозицию двух одномерных взаимно ортого-
нальных функций Вейерштрасса Wk и Wm:

Wk,m = |Wk|+ |Wm|, (2)

где

Wk = σ

N
∑

n=0

[

b(D−2)n cos [2π · s · bn · (k − 64)]
]

, (3)

Wm = σ

N
∑

n=0

[

b(D−2)n cos [2π · s · bn · (m− 64)]
]

. (4)

На рис. 5 показано распределение Wk,m, рассчи-
танное для следующего набора параметров: N = 2,
σ = 3.3, b = 3, s = 0.02, D = 1.53. Существенно,
что при малой ширине парциальные пучки характе-
ризуются высоким градиентом изменения амплитуды.
Это обеспечивает при проекции данного распределе-
ния на плоскость, где располагаются малые частицы,

притяжение частиц к области вблизи оси парциальных
пучков.

Варьируя параметры функции Вейерштрасса и уро-
вень начальных значений поля, можно влиять на
структуру излучения сообразно поставленной задаче.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

К настоящему времени накоплен большой лите-
ратурный материал, указывающий на эффективность
светотерапии на основе фрактальных структур. Одна-
ко соответствующие медицинские технологии, разра-
батываемые с целью их использования в арт-терапии
и офтальмологии, находятся еще в стадии становления
и нуждаются в расширении вариативного типоряда оп-
тических стимулов. Такое расширение можно осуще-
ствить путем включения в состав используемых тесто-
вых световых структур мультифрактальных изображе-
ний, а также изображений с геометрией полиномных
аттракторов.

Существует возможность расширить область приме-
нения аппарата, базирующегося на свойствах функции
Вейерштрасса, за счет формирования мультиплексного
излучения с высоким градиентом интенсивности обра-
зующих пучков для использования в оптических пин-
цетах. Такое излучение с использованием построен-
ных в данной статье алгоритмов может быть получе-
но с помощью получивших широкое распространение
пространственных модуляторов света.
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Two-dimensional fractal distributions: theory and practical applications

F.A. Tulapina, P.V. Korolenko, R.T. Kubanovb, O.V. Stepanov, A.I. Terentyeva

Department of Optics, Spectroscopy and Physics of Nanosystems, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University
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A brief retrospective analysis of the properties of fractal light images and their use in medicine is performed. Using
algorithms based on the two-dimensional Weierstrass function, the scaling characteristics of regular and stochastic
speckle-like fractal structures are calculated. It is shown that scaling of spatial spectra of fractal speckle fields ensures
high efficiency of their application in art therapy and ophthalmology. During the modeling of light fields using the
Weierstrass function, it was found that their configuration with a certain set of parameters makes it possible to form
a multiplex structure of light radiation, which can be successfully used in optical tweezers.
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