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Работа посвящена методам анализа временных рядов на основе теорий морфологического анализа
и измерительно-вычислительных систем, разрабатываемых на кафедре математического моделиро-
вания и информатики физического факультета МГУ имени М. В. Ломоносова. Изучены современ-
ные актуальные методы анализа временных рядов. Предложен метод морфологической фильтрации
для выделения трендовой составляющей временного ряда. Проведен компьютерный эксперимент
на реальных экспериментальных данных (измерения температуры в городе Тверь) с применением
вышеуказанного метода. Результаты продемонстрировали успешное выделение трендовой состав-
ляющей временного ряда. Планируется разработка и развитие новых методов анализа временных
рядов для решения более широкого класса задач и для более широкого класса входных данных.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время во многих направлениях науч-
ной деятельности возникает необходимость анализа
и обработки данных, полученных путем регистрации
в течение длительного периода времени через задан-
ные временные промежутки (так называемые времен-
ные ряды). Кроме того, различные природные процес-
сы обладают свойством периодичности, обусловленным
вращением Земли вокруг Солнца и вокруг своей оси.
Подобные процессы возникают в таких областях, как,
например, физика Земли и физика атмосферы. При
работе с данными такого рода вызывает интерес воз-
можность выделения из них различных компонент, что
позволяет в дальнейшем более эффективно проводить
исследования в соответствующих областях.

Для решения этих задач существует множество ма-
тематических методов [1, 2], таких как, например,
Фурье-анализ [3] и вейвлет-преобразования. В дан-
ной работе предлагается использовать метод морфо-
логической фильтрации, являющийся более гибким по
сравнению с вышеуказанными методами. Он позволяет
выделить желаемые компоненты временного ряда для
проведения с ними последующих исследований.

Суть метода заключается в поиске проекции времен-
ного ряда на форму желаемой компоненты. Проекцией
на форму является наилучшее в среднеквадратичном
приближение временного ряда, которое удовлетворяет
заданным условиям (принадлежит форме). Так, напри-
мер, для выделения трендовой составляющей в каче-
стве формы можно выбрать множество неубывающих
последовательностей точек. В таком случае проекцию
можно найти, применив подходящий алгоритм постро-
ения искомой последовательности.
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Работа метода морфологической фильтрации проде-
монстрирована на температурных данных, регистриро-
вавшихся ежемесячно в городе Тверь в период с 1974
по 2017 гг. Результаты демонстрируют успешное выде-
ление трендовой составляющей временного ряда, кото-
рую затем можно применить для анализа периодиче-
ской компоненты. В дальнейшем планируется развитие
данного метода, его улучшение, обобщение и провер-
ка применения для анализа различных видов данных
и выделения различных компонент временных рядов.

1. МЕТОД МОРФОЛОГИЧЕСКОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

При проведении исследований временных рядов,
описывающих изменения различных метеорологиче-
ских параметров, таких как температура, концентра-
ция газов и др., анализируемый сигнал зачастую состо-
ит из трендовой и (квази)периодической компонент [4].
Трендовая составляющая может быть объяснена опре-
деленными условиями и обстоятельствами, как антро-
погенного, так и природного характера, при которых
происходила регистрация данных. Периодическая со-
ставляющая, как нетрудно заметить, является след-
ствием движения Земли вокруг Солнца и вокруг сво-
ей оси (сезонность явлений). Во время анализа таких
временных рядов может возникнуть задача разделения
ряда на эти компоненты, в частности — задача выде-
ления трендовой составляющей временного ряда.

Одними из возможных методов решения данной за-
дачи являются метод Фурье-анализа, осуществляю-
щий разложение ряда на гармонические компонен-
ты, и вейвлет-анализ, осуществляющий разложение на
масштабируемые базисные компоненты. Однако дан-
ные методы не всегда удобны, поскольку не облада-
ют достаточной гибкостью при работе с различными
входными данными. Более практичным методом явля-
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ется метод морфологической фильтрации. Он основан
на понятиях теории морфологического анализа [5–8],
созданной и развиваемой Ю.П. Пытьевым и его уче-
никами.

1.1. Понятия морфологического анализа

Морфологический анализ сигналов подразумевает
нахождение некой структуры, формы сигнала, которая
сохраняется при заданном классе преобразований. Та-
кой подход позволяет достичь устойчивости к внешним
условиям регистрации сигналов.

В теории морфологического анализа одним из клю-
чевых понятий является форма сигнала f(t), t ∈ T —
множество Vf всех сигналов, полученных из f всевоз-
можными преобразованиями из заданного класса. При
подходящем выборе модели и класса преобразований
становится разрешимой задача наилучшего приближе-
ния произвольного заданного сигнала g(t), t ∈ T эле-
ментами множества Vf . Данный процесс называется
операцией проецирования или проецированием сигна-
ла на форму, а само решение этой задачи называется
проекцией на форму.

В настоящей работе описанные понятия и инстру-
менты морфологического анализа применяются для
создания так называемого метода морфологической
фильтрации временного ряда, который позволяет вы-
делить трендовую составляющую ряда, удовлетворяю-
щую заданным условиям. В качестве формы берется
множество всевозможных элементов (временных ря-
дов), которые удовлетворяют условиям, заданным ис-
следователем. Далее выполняется проецирование за-
данного экспериментального временного ряда на вы-
шеуказанную форму. В проведенном в работе экспери-
менте математический метод нахождения проекции за-
висит от заданных условий, определяющих форму ис-
комого временного ряда. Найденная проекция и будет
являться выделенной компонентой временного ряда.

1.2. Математическая модель и постановка задачи

Рассмотрим применение метода морфологической
фильтрации для решения задачи выделения трендо-
вой составляющей временного ряда. Пусть эксперимен-
тальный ряд ξ(t), t ∈ T состоит из тренда и квазипе-
риодической компоненты, и мы хотим выделить неубы-
вающий тренд. Для решения этой задачи нужно найти
проекцию временного ряда на форму желаемой компо-
ненты, т.е. наилучшее в среднеквадратичном прибли-
жение временного ряда набором точек, который удо-
влетворяет некоторым заданным условиям, т.е. принад-
лежит форме:

ΠV ξ = arg min
fi∈ V

N
∑

i=1

|ξ(ti)− fi|
2.

Для выделения неубывающего тренда в качестве
формы можно выбрать множество неубывающих чис-
ловых последовательностей:

V = {f(t1) ≤ . . . ≤ f(tN )} = {f1 ≤ . . . ≤ fN} ,

тогда проекцию можно найти, применив подходящий
алгоритм построения искомой последовательности.

Рис. 1. Иллюстрация работы алгоритма построения неубыва-
ющей последовательности

На рис. 1 представлен алгоритм, позволяющий по-
строить неубывающую последовательность, аппрокси-
мирующую тренд временного ряда. Данный алгоритм
проходит по всем точкам экспериментальных данных
и строит последовательность в зависимости от их вза-
имного расположения, обеспечивая при этом монотон-
ность уже пройденной части данных.

Схема алгоритма:

1. Первая точка берется равной соответствующей
точке экспериментальных данных, f1 = ξ1.

2. Если положение следующей точки ξ2 сохраня-
ет неубывание ряда, то она так же берется без
изменений, f2 = ξ2. Если же следующая точ-
ка находится ниже предыдущей, то две послед-
ние точки аппроксимируются их средним значе-
нием: f1,2 = 1

2
(ξ1 + ξ2). Если такая аппроксима-

ция сохраняет неубывание всей строящейся по-
следовательности, то движемся к следующей точ-
ке (пункт 2). Если сохраняется убывание, то ап-
проксимируются три последние точки, и так да-
лее, пока не будет выполняться неубывание или
пока не будет достигнуто начало временного ря-
да.

Таким образом, применяя данный алгоритм, можно
получить неубывающую последовательность, аппрок-
симирующую исходные данные.

2. КОМПЬЮТЕРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Работу вышеописанного метода морфологической
фильтрации можно продемонстрировать на примере
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температурных данных, регистрировавшихся ежеме-
сячно в городе Тверь в период с 1974 по 2017 гг. Такие
данные содержат в себе сезонную и трендовую состав-
ляющую, что позволяет использовать компьютерную
реализацию метода для извлечения трендовой состав-
ляющей временного ряда.

Результаты (рис. 2) демонстрируют успешное выде-
ление неубывающей трендовой составляющей времен-
ного ряда. Данную составляющую можно вычесть из
исходного временного ряда и получить периодическую
компоненту, которую затем можно проанализировать
отдельно (рис. 3).

Для сравнения можно рассмотреть результат при-
менения метода скользящего среднего [9, 10] к вре-
менному ряду (рис. 4). Хотя этот метод может давать
меньшее значение ошибки, он имеет большую зави-
симость от размера сглаживающего окна, а также не
позволяет получить монотонное приближение, которое
и представляло интерес изначально.
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Рис. 2. Экспериментальный временной ряд с неубывающим
трендом и построенная линия тренда
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Рис. 3. Разность временного ряда и линии тренда
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Рис. 4. Результаты применения метода скользящего среднего
к временному ряду

3. СОГЛАСИЕ ИЗМЕРЕНИЯ
С ПРЕДПОЛОЖЕНИЕМ О ФОРМЕ СИГНАЛА

Для проверки гипотезы о форме сигнала можно ис-
пользовать следующее предположение. Пусть ξ = g+ν,
где g ∈ V, а ν — вектор той же размерности n, что и ξ,
Mν = 0, Σν = σ2I. Отсюда также следует утверждение
Mξ = g. Противоречит ли ξ этому предположению?

Расстояние от ξ до V можно объяснить наличием
флуктуаций/шума, и, очевидно, чем оно больше, тем
больше возникает сомнений в адекватности примене-
ния данной модели. В таком случае какова вероят-
ность получения реализации шума длиной ‖ξ −ΠV ξ‖,
где ΠV ξ — проекция исходного сигнала на заданную
форму?

Можно заметить, что ‖ν‖ ≥ ‖ξ −ΠV ξ‖, а из пред-
положения g = ΠV ξ следует ‖ν‖ = ‖ξ −ΠV ξ‖. Таким
образом, для наилучшего согласования зарегистриро-
ванного сигнала ξ с предположением Mξ = g нужно
взять g = ΠV ξ. Тогда, используя неравенство Чебы-
шева, можно получить оценку вероятности получения
результата, согласующегося с предположением g ∈ V

не лучше, чем ξ:

P (‖ν‖ ≥ ‖ξ −ΠV ξ‖) ≤
M ‖ν‖

2

‖ξ −ΠV ξ‖
2
=

σ2n

‖ξ −ΠV ξ‖
2
.

Если при этом допустить нормальность распределе-
ния ν, то оценка приобретает вид:

P
(

‖ν‖
2
≥ ‖ξ −ΠV ξ‖

2

)

= 1− Fn

(

‖ξ −ΠV ξ‖
2

)

,

где Fn — функция распределения хи-квадрат с n сте-
пенями свободы.

Для получения численной оценки вышеописан-
ной вероятности стоит заметить, что выраже-

ние ‖ξ−ΠV ξ‖2

n
представляет собой среднеквадра-

тичную ошибку MSE. Данная величина может
быть рассчитана в компьютерном эксперименте
(n = 514, ‖ξ −ΠV ξ‖

2 = 35847.902), следовательно,
MSE = 69.743 — это также приведено на рис. 2).
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Тогда численная оценка вероятности:

P (‖ν‖ ≥ ‖ξ −ΠV ξ‖) ≤
σ2

MSE
≈ 0.014σ2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На данный момент в настоящей работе был предло-
жен и описан метод морфологической фильтрации для

выделения компонент временного ряда, а также был
успешно проведен компьютерный эксперимент по вы-
делению тренда на реальных данных.

В дальнейшем планируется развитие данного мето-
да, его улучшение, обобщение и проверка применения
для анализа различных видов данных и выделения раз-
личных компонент временных рядов.

Автор выражает благодарность профессору А. И. Чу-
личкову за научное руководство и помощь в работе.
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The work is devoted to methods of time series analysis based on the theory of morphological analysis and measuring
and computing systems developed at the Department of Mathematical Modeling and Computer Science of the Faculty
of Physics of Lomonosov Moscow State University. Modern relevant methods of time series analysis have been
studied. A morphological filtering method is proposed to detect a trend in a time series. A computer experiment was
conducted on real experimental data (temperature measurements in the city of Tver) using the above method. The
results demonstrated the successful identification of the trend component of the time series. It is planned to develop
new methods of time series analysis to solve a wider class of problems for a wider class of input data.
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