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Предметом рассмотрения являются особенности преподавания курса оптики фрактальных объ-
ектов для студентов физиков. Приводится классификация фрактальных объектов по их Фурье
спектрам. Дана схема анализа фракталов в предлагаемом учебном курсе «Оптика фрактальных
объектов». Обсуждаются основные проблемы курса фрактальной оптики. Проводится систематиза-
ция анализа фрактальных объектов для получения качественного и количественного соответствия
между исследуемой структурой объекта и его оптическими характеристиками.
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ВВЕДЕНИЕ

Фракталами (от лат. fractus — дробленый) называ-
ют структуры с самоподобными свойствами, т.е. ко-
гда часть структуры подобна структуре в целом [1, 2].
В настоящее время активно ведется изучение фрак-
тальных и фракталоподобных (с частичным самоподо-
бием) объектов и процессов. Обусловлено это тем,
что элементы с фрактальной структурой стали широко
использоваться в различных областях науки и тех-
ники. В частности, капиллярная система глаз пред-
ставляет собой фрактальную структуру, по анализу
которой можно установить заболевания в офтальмо-
логии. В тезиографии можно проводить диагностику
по виду образующихся в слюне и др. биологических
жидкостях фрактальных структур [3]. Фрактальные
элементы применяются в медицине: инкапсулирова-
ние, арт-терапия и др. В технике фрактальные струк-
туры используются при создании компактных фрак-
тальных антенн, узкополосных оптических фильтров,
широкодиапозонных отражателей, при расчете фотон-
ных кристаллов и новых композитных материалов [3–
5]. В фотолитографии используются фрактальные мас-
ки для создания современных микросхем и др. Из
приведенного далеко не полного перечня видно, что
изучение фрактальных объектов является актуальным,
междисциплинарным и требует усилий специалистов
самых разных направлений [6–8].

Такое широкое использование фракталов и фракта-
лоподобных объектов в столь разных областях приво-
дит к необходимости их изучения и систематизации.
Для изучения различных свойств фрактальных объек-
тов на физическом факультете МГУ имени М.В. Ломо-
носова читается спецкурс «Оптика фрактальных объ-
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ектов», который дополняется выполнением задач в спе-
циальном компьютерном оптическом практикуме.

Целью данной работы является рассмотрение осо-
бенностей преподавания курса оптики фрактальных
объектов для студентов физиков. Обсуждаются ос-
новные проблемы курса фрактальной оптики, а так-
же проводится систематизация анализа фракталь-
ных объектов для получения соответствия между ис-
следуемой структурой объекта и его оптическими
характеристиками.

1. ОСОБЕННОСТИ СПЕЦКУРСА
«ОПТИКА ФРАКТАЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ»

В структуре спецкурса «Оптика фрактальных объ-
ектов» можно выделить три основные части. Первая
часть курса носит общетеоретический характер. В ней
вводятся основные понятия и определения фракталь-
ной оптики. Во второй части рассматриваются ос-
новы методов анализа фрактальных объектов. Дают-
ся представления о структурном анализе фракталь-
ных элементов, их фурье спектрах, вейвлет-анализе
и корреляционном анализе. В третьей части курса рас-
смотрены оптические свойства дифракционных реше-
ток и многослойных апериодических систем с фрак-
тальными свойствами. В курсе также рассматривают-
ся основные типы современных оптических материалов
и виды технологий, использующиеся для изготовления
фрактальных элементов.

Особенностью курса фрактальной оптики являет-
ся изучение дифракционных образов объектов. При
этом чтение курса связано с большой системной про-
блемой. Одной из основных количественных харак-
теристик фракталов является их фрактальная раз-
мерность. К сожалению, в литературе приходиться
сталкиваться с тем, что разные авторы используют
различные методы расчета фрактальной размерности.
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Наиболее часто используется клеточный (Минковско-
го), массовый (кластерный), Хаусдорфа–Безиковича
(самоподобия) подходы к расчету фрактальной
размерности [9, 10].

Ситуация осложняется тем, что авторы не всегда
указывают по каким алгоритмам они вычисляли фрак-
тальную размерность. Поэтому в курсе изучения фрак-
талов проводится классификация подходов к расче-
ту их фрактальной размерности. Вопрос определения
фрактальной размерности восходит к началу изуче-
ния фракталов. Поэтому курс фракталов целесообраз-
но начать с истории их открытия. Термин «фрактал»
введен Б. Мандельбротом в 1967 г. Принято счи-
тать, что появление фрактальной размерности связа-
но с работами Л.Ф̇. Ричардсона. Он выполнял зада-
ние определения длины береговой линии Великобри-
тании. При этом он обнаружил, что береговая линия
сильно изрезана, и ее длина зависит от масштаба кар-
ты. Чем более подробно изображена береговая линия,
тем больше на ней выступов, тем больше ее длина
(парадокс береговой линии).

Этот же принцип используется при определении кле-
точной размерности. Если нанести на клетчатую по-
верхность обычный объект, например, сплошной чер-
ный полукруг, то он наложится на какое-то число кле-
ток. При этом размер клеток должен быть много мень-
ше размера полукруга. Если уменьшить сторону клет-
ки в 2 раза, то круг наложится на число квадратиков
примерно в 2 раза превышающее предыдущее. Но если
фигура является не сплошной, а сильно изрезана, то
число занятых клеток увеличится больше, чем в 2 ра-
за. Уменьшая сторону клеток, мы по формуле клеточ-
ной размерности [1, 9] в пределе получим, что двух-
мерная сплошная фигура имеет размерность 2, а силь-
но изрезанная принимает дробные значения в интер-
вале от 2 до 3. Для произвольной кривой фрактальная
размерность принимает дробные значения в интервале
от 1 до 2. Это объясняется тем, что объект слишком
подробный, чтобы быть одномерным, но недостаточно
сложный, чтобы быть двухмерным.

Изучение дифракционных образов объектов вносит
дополнительную сложность в определение фракталь-
ной размерности. Для многих фундаментальных и при-
кладных задач важна фрактальная размерность не
только исходного объекта, но и его образа, получа-
ющегося в дальней зоне дифракции света на исходном
объекте [9]. Дифракционные образы могут иметь та-
кую же фрактальную размерность, отличную от исход-
ной или вовсе не проявлять фрактальных свойств [5].
С математической точки зрения изображение, полу-
чающееся в дальней зоне дифракции света, являет-
ся Фурье-образом исходной структуры [7, 11]. Боль-
шинство студентов усваивает этот факт в курсе общей
физики на младших курсах, но опыт показывает, что
это все же полезно напомнить непосредственно в курсе
фрактальной оптики. Проблема определения размерно-
сти в этом случае заключается в том, что если исход-
ное изображение можно рассматривать черно-белым,

то Фурье-образ будет представлять рисунок с интен-
сивностью, изменяющейся от 0 до максимального уров-
ня, т.е. будет иметь «оттенки серого». Для расчета
клеточной фрактальной размерности необходимо вве-
сти «уровень отсечки» или «пороговый уровень», т.е.
считать, что части рисунка, имеющие величину интен-
сивности меньше порогового уровня — черные, а боль-
шую величину — белые. Это приводит к некоторой
неопределенности выбора порогового уровня, посколь-
ку значение фрактальной размерности может зависеть
от значения порогового уровня [9]. В результате рас-
чет клеточной размерности будет неточным. Поэтому
для фракталов и Фурье-спектров с «оттенками серо-
го» используют альтернативные способы расчета фрак-
тальной размерности. Например, вычисляют массовую
(кластерную) фрактальную размерность [1, 10].

Студентам важно уяснить, когда нужно вычислять
фрактальную размерность Хаусдорфа–Безиковича,
клеточную фрактальную размерность, а когда массо-
вую. Поэтому проблема измерения фрактальной раз-
мерности является особенностью курса фрактальной
оптики для физиков, которым приходится решать фи-
зические задачи, связанные с дифракцией света на ис-
ходных объектах с признаками самоподобия.

Среди фрактальных структур особый интерес пред-
ставляют дендриты [3, 9, 12, 13]. Дендриты — это
образования древовидной, ветвящейся структуры. Се-
годня в литературе встречаются в основном, моде-
ли баллистической агрегации и диффузии, ограни-
ченной агрегацией [3] (рис. 1). Эти структуры от-
личаются разветвлённостью боковых ветвей и, соот-
ветственно, фрактальной размерностью. По фракталь-
ной размерности дендрита можно определить механизм
возникновения дендрита, т.е. закон взаимодействия
частиц дендрита.

Рис. 1. Дендриты. Модель «баллистическая агрегация»
(БА) — D = 1.86 и модель «диффузия, ограниченная аг-
регацией» (ДОА) — D = 1.69. D — кластерная (массовая)
фрактальная размерность
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Следующая особенность курса связана с изуче-
нием вейвлет-преобразований. Фрактальная размер-
ность является важной, но не единственной характе-
ристикой анализа фрактальных и фракталоподобных
структур. Многие особенности фракталов можно вы-
явить с помощью Фурье и вейвлет-преобразований [9].
Вейвлет-преобразования не изучаются в курсе об-
щей физики, поэтому им приходится уделять значи-
тельное место в курсе фрактальной оптики. Наибо-
лее интересными базисами разложения являются вей-
влеты типа «мексиканская шляпа» (вейвлет Гаусса
2-го порядка) и др. [14].

В одномерном случае вейвлет-преобразования мож-
но рассчитывать, используя встроенные функции стан-
дартных пакетов Matlab и др. Для двумерных объектов
нужно писать программы самостоятельно, что может
стать зачетными задачами для студентов.

Еще одна особенность изучения фракталов в курсе
оптики — это нахождение соотношений коэффициен-
тов скейлинга (масштабные инварианты) у исходных
объектов (рис. 2) и их Фурье-образов. При опреде-
лении коэффициентов скейлинга присутствует «дого-
ворной» элемент, например для рис. 2 можно считать
этот коэффициент как отношение большей стороны
треугольника к меньшей, и наоборот. Тогда масштаб-
ный коэффициент подобия может принимать значения
ς = 2 или ς = 0.5.

Рис. 2. Формирование фрактала «салфетка Серпинского».
D ≈ 1.58, D — фрактальная размерность Хаусдорфа–
Безиковича

На рис. 3 приведена схема систематизации фракта-
лов по соответствию анализируемой структуры и ее
Фурье спектров. Условно фракталы можно разбить на
четыре основные группы [5].

К первой группе относятся фракталы, в структу-
ре и фурье-спектре которых в явном виде присут-
ствуют самоподобные элементы с определенным со-
отношением их размеров. Это соотношение определя-
ет коэффициент скейлинга ς, который является ин-
вариантом рассматриваемых систем. Фракталы пер-
вой группы характеризуются наличием одного посто-
янного коэффициента скейлинга как в структуре, так
и в фурье-спектрах. Примерами фракталов первой
группы является — структуры Кантора, ковер и сал-
фетка Серпинского и др. [5]. Ко второй группе от-
носятся объекты с внутренней симметрией самоподо-
бия (объекты Фибоначчи, Морса–Туэ, двойного пе-
риода и др. [7, 15]). Фракталоподобные структуры
этой группы характеризуются наличием фрактально-
сти фурье-спектров с одним значением коэффициента
скейлинга. Фракталы третьей группы отличаются от

Рис. 3. Схема систематизации фракталов по Фурье спектрам

первых двух тем, что им присуще различие коэффи-
циентов скейлинга в геометрии фрактала и его фурье-
образе. Часто фракталы этой группы характеризуются
множественностью коэффициентов скейлинга. К этой
группе относятся, так называемые, звездные фракталы
и др. [4]. К четвертой группе относятся фрактальные
объекты, которые не обладают фрактальностью фурье-
спектров. К ней относятся дендритные структуры
и фракталы, построенные на основе свойств множества
Мандельброта [3, 5, 12, 13].

Особенности отдельных видов фракталов можно
учесть на основе анализа их спектральных свойств.
Для нахождения соответствия между структурой
и спектральными характеристиками различных фрак-
талов используется структурный и скейлинговый ана-
лиз, Фурье анализ и вейвлет анализ. Для стохастиче-
ских фракталов этот стандартный набор инструментов
анализа дополняется корреляционным анализом [16].
Схема анализа детерминированных и стохастических
фракталов представлена на рис. 4.

Компьютеризированная система поддержки обу-
чения спецкурса «Оптика фрактальных объектов»
включает:

1. мультимедийные демонстрации для сопровожде-
ния изложения лекционного материала;

2. комплекс обеспечения индивидуальной работы
студентов на лабораторных занятиях оптического
компьютерного практикума кафедры;

3. систему контроля знаний, на основе разработан-
ных тестов оценивания уровня обученности сту-
дентов, обработку и хранение результатов тестов.

В результате освоения дисциплины студент должен:

1. знать проблематику и инструментарий физи-
ческих исследований в области фрактальной
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Рис. 4. Схема анализа фракталов

оптики;

2. уметь применять теорию и методы фрактального
анализа для обработки сигналов и структур с са-
моподобными признаками;

3. владеть математическим аппаратом фрактального
анализа.

В результате освоения дисциплины у студентов фор-
мируются следующие профессиональные компетенции:

1. способность применять навыки анализа, синтеза
и моделирования систем фрактальной оптики;

2. способность осуществлять расчет фрактальных
объектов;

3. способность применять навыки анализа парамет-
ров оптических систем для формирования нано-
структурированных фрактальных элементов;

4. готовность использовать программный продукт
для расчета оптических параметров фрактальных
систем.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Обучение физиков курсу «Оптика фрактальных объ-
ектов» открывает для студентов широкие возможности
решения различных задач междисциплинарных иссле-
дований. В частности, относящихся к анализу фор-
мирования дендритоподобных систем с целью моде-
лирования развития биологических структур на ран-
них этапах их структурной самоорганизации. На осно-
ве применения скейлингового и фрактального анали-
за можно сформулировать и решить множество пря-
мых и обратных задач фрактальной оптики. Кро-
ме этого фрактальные методы используются в социо-
гуманитарных дисциплинах. Например, фрактальные
подходы можно использовать для описания влияния
фрактальных изображений на когнитивные процес-
сы, связанные с эстетическими аспектами восприятия
самоподобных объектов.

Указанный объем материала успешно изучается на
кафедре оптики, спектроскопии и физики наносистем
физического факультета МГУ имени М.В. Ломоносова
в течение 17 недель (34 часа), еще 38 часов отводится
на самостоятельную работу студентов и выполнение
зачетного задания.
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Features of teaching a course on fractal objects optics
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The subject of consideration is the features of teaching a course on optics of fractal objects for physics students. The
classification of fractal objects according to their Fourier spectra is given. The scheme for analyzing fractals in the
proposed educational course «Optics of Fractal Objects» is given. The main problems of the fractal optics course are
discussed. The analysis of fractal objects is being systematized to obtain a qualitative and quantitative correspondence
between the structure of the object being studied and its optical characteristics.
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