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В работе исследуется как флуктуации структуры решетки, а именно ширины проводящей ми-
низоны, влияют на ток, протекающий через полупроводниковую сверхрешетку. Для решения этой
задачи предложена модель численного счета, позволяющая рассчитывать ток при случайных изме-
нениях ширины минизоны в слоях сверхрешетки, как в случае с наклонным магнитным полем, так
и без него. Для того чтобы оценить изменение тока было введено две интегральные характери-
стики: одна для формы вольт-амперной характеристики, вторая для амплитуды высокочастотных
колебаний тока. Ранжированные по возрастанию интегральные характеристики позволяют пример-
но аппроксимировать изменчивость характеристик тока, протекающего через полупроводниковую
сверхрешетку, при различных величинах флуктуаций структуры решетки.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе рассматриваются изменения то-
ка при флуктуациях структуры решетки в полупро-
водниковой сверхрештке — сложной наноструктуре,
состоящей из нескольких чередующихся тонких (∼
10 нм) слоев различных полупроводниковых матери-
алов [1, 2]. Данная структура является удобной моде-
лью для изучения различных квантово-механических
эффектов [3, 4] и перспективным элементом генера-
торов суб-ТГц диапазона [5, 6]. Одним из способов
применения полупроводниковых сверхрешеток в СВЧ-
электронике является использование коллективной ди-
намики электронов при приложении к сверхрешетке
постоянного напряжения, поскольку в этом случае
в структуре могут образовываться пространственно-
временные электронные структуры, называемые до-
менами (по аналогии с доменами в диоде Ганна [7,
8]). Прохождение доменов через полупроводниковую
сверхрешетку приводит к возникновению колебаний
тока, протекающего через структуру, частота кото-
рых составляет, как правило, несколько десятков ги-
гагерц [9, 10]. Следует отметить, что в настоящее вре-
мя все больше внимания исследователи уделяют рас-
смотрению транспорта электронов через полупровод-
никовую сверхрешетку с позиций нелинейной дина-
мики. Это позволяет выявлять и объяснять различ-
ные эффекты, наблюдающиеся в исследуемой систе-
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ме [9–13], особенно в присутствии наклонного маг-
нитного поля. Более того, ранее было показано, что
наклонное магнитное поле часто оказывает стабили-
зирующее влияние (препятствует изменению формы,
амплитуды и частоты колебаний) на колебания то-
ка в полупроводниковой сверхрешетке под влияни-
ем температуры [13], межминизонного туннелирова-
ния [14] и изменения вдоль решетки концентрации
легирующей примеси [15].

Важным фактором при создании полупроводнико-
вых гетероструктур является возникновение большо-
го числа различных пространственных неоднородно-
стей (например случайных флуктуаций концентрации
легирующей примеси [16, 17] или флуктуаций струк-
туры, проводящей к изменению ширины проводящей
минизоны), которые оказывают влияние на характе-
ристики сверхрешетки. Помимо случайных флуктуа-
ций возможно целенаправленное изменение концентра-
ции легирующей примеси для улучшения характери-
стик прибора [18, 19]. В рамках настоящей статьи
будут рассматриваться случайные флуктуации струк-
туры сверхрешетки, приводящие к изменению значе-
ния ширины проводящей минизоны в слоях решетки.
Целью является построение примерных аппроксима-
ций для интегральных характеристик изменения то-
ка, чтобы в дальнейшем была возможность постро-
ить распределения отклонений характеристик при слу-
чайных флуктуациях структуры, возникающих при со-
здании приборов, как показано в [15].Такой подход
позволит изначально задать диапазон изменения то-
ка при создании структуры с наперед заданными ха-
рактеристиками решетки. Помимо этого, для слабо-
связанных сверхрешеток наличие шумов активно ис-
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следуется в вопросах наблюдения особых форм хао-
тической динамики, включая гиперхаос, стохастиче-
ский резонанс, перемежающееся хаотическое поведе-
ние [20–22]. Вероятно, настоящее исследование позво-
лит лучше понять процессы, индуцированные шумом
в полупроводниковых сверхрешетках.

1. МОДЕЛЬ

Ток, протекающий через полупроводниковую сверх-
решетку, рассчитывается из решения системы уравне-
ний [2], представленной ниже. Для удобства числен-
ного счета уравнения приводятся в дискретном виде.
Для этого структура разбита на большое число малых
слоев, так чтобы на каждый период решетки прихо-
дилось порядка 30–40 слоев [23]. Система состоит из
уравнения непрерывности:

ex
dnm

dt
= Jm−1 − Jm, m = 1 . . .N, (1)

где nm — концентрация в m слое, Jm — плот-
ность тока, протекающая через границу m слоя,
∆x = 0.24 нм — ширина элементарного слоя, e — за-
ряд электрона, N — количество дискретных слоев. Из
этого уравнения можно найти приращение по времени
для концентрации электронов, если известна текущая
плотность тока во всех слоях. Помимо него использу-
ется уравнение Пуассона:

Fm+1 =
ex

0r

(nm − nD) + Fm, m = 1 . . .N, (2)

где Fm — напряженность электрического поля в m
слое, nD = 3 × 1022 м−3 — равновесная концентра-
ция электронов, ε0 и εr = 12.5 — абсолютная и от-
носительная электрические проницаемости. Уравнение
Пуассона позволяет найти напряженность электриче-
ского поля, если известна концентрация во всех сло-
ях структуры. Также необходимо включить в систему
уравнение непрерывности:

Jm = enmvd(Fm), (3)

где vd(Fm) — зависимость дрейфовой скорости от
напряженности электрического поля. Данная зависи-
мость имеет разный вид для разных внешних воздей-
ствий, однако, если не учитывать возможность межми-
низонного туннелирования, не вводить наклонное маг-
нитное поле и считать температуру близкой к абсо-
лютному нулю, зависимость принимает относительно
простой вид [4]:

vd =
d∆

2h̄

τωB

(1 + τ2ω2
B)

, ωB =
eFd

h̄
, (4)

где ∆ — ширина минизоны, τ — время рассеяния,
ωB — частота блоховских колебаний. В настоящей ра-
боте помимо такого простого случая рассматривается

присутствие наклонного магнитного поля с индукцией
и углом наклона B = 15 Тл, θ = 40◦ соответственно.
Электрическое поле направленно вдоль оси сверхре-
шетки, магнитное поле направлено навстречу электри-
ческому под углом θ к оси сверхрешетки [13]. Введе-
ние в рассмотрение магнитного поля приведет к изме-
нению профиля дрейфовой скорости и появлению до-
полнительных резонансных пиков [2]. Для этого слу-
чая зависимость дрейфовой скорости от напряженно-
сти электрического поля была рассчитана численно,
как в [13]. Для расчета дрейфовой скорости решаются
уравнения движения относительно импульса электро-
на с учетом влияния продольного электрического и на-
клонного магнитного полей.

Если известна зависимость дрейфовой скорости,
можно решать данную самосогласованную систему
уравнений следующим образом: по напряжению, при-
ложенному к сверхрешетке, находятся напряженности
электрического поля; зная их можно определить плот-
ности тока, из которых рассчитываются концентрации
электронов в следующий момент времени, что позво-
ляет определить напряженности электрического поля
(с учетом приложенного постоянного напряжения). Та-
кой цикл повторяется снова, делая новые итерации по
времени. При этом плотность тока в нулевом слое при
дискретизации всегда определяется следующим обра-
зом: J0 = σF0. Здесь σ = 3788 Ом−1 — проводимость
контакта. Напряженность электрического поля F0 мо-
жет быть найдена из уравнения Кирхгофа

V = U +
∆x

2

N
∑

m=1

(Fm + Fm+1), (5)

где V — напряжение, приложенное к сверхрешетке,
U — падение напряжения на контактах. В соответ-
ствии с [12], падение напряжения на контактах опре-
деляется соотношением:

U = F0 (∆xl −∆xs) + F0 (∆xl −∆xq)+

+ F1∆xs + FN+1∆xq −
en0(∆xq)

2

20r
+ F0SRc, (6)

Здесь ∆xl = 50 нм — длина контактов, ∆xs

и ∆xq — протяженность областей повышенной и по-
ниженной концентрации электронов вблизи контактов,
n0 = 3× 1023 м−3 — концентрация электронов в кон-
тактном слое, S = 5 × 10−10 м2 — площадь контак-
та, Rc = 17 Ом — контактное сопротивление с уче-
том сопротивления измерительной линии. Все приве-
денные значения брались для реальной полупроводни-
ковой сверхрешетки, для которой период решетки со-
ставлял d = 8.3 нм. При моделировании за основу бы-
ла взята структура из двух слоев GaAs и центрально-
го InAs, в котором потенциальная энергия электронов
ниже [5]. Что бы избежать учета температурных эф-
фектов было выбрано значение T = 4.2 K. При этих
условиях частота генерации колебаний тока с ростом
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напряжения изменяется от 50 до 10 ГГц без магнитно-
го поля, и от 75 до 15 ГГц в присутствии наклонного
магнитного поля.

Ток, протекающий через структуру, можно найти по
формуле:

I(t) =
S

N + 1

N+1
∑

m=0

Jm, (7)

данная величина соответствует той, что можно изме-
рить в эксперименте.

Помимо приведения к дискретному виду, для удоб-
ства численного счета уравнения в модели были при-
ведены к безразмерному виду:











dnm

dt
= β(Jm−1

− Jm),

Fm+1 = ϑ (nm − 1) + Fm,

Jm = nmvd
(

Fm

)

,

(8)

где использовались следующие параметры обезразме-
ривания:

x =
x′

L
, t =

t′

τ
, n =

n′

nD

, J =
J ′

enDv0
, F =

F ′

FC

,

FC =
h̄

edτ
, β =

v0τ

L
, ϑ =

LenD

FC0r

, v0 =
d∆

2h̄
.

(9)
Помимо упрощения уравнений, упрощается и вид

зависимости дрейфовой скорости от напряженности
электрического поля:

vd
(

Fm

)

=
Fm

1 + Fm
2
. (10)

Далее в рамках настоящей статьи целью было ис-
следовать как изменяется ток, протекающий через по-
лупроводниковую сверхрешетку с учетом дефектов ре-
шетки. Была учтена возможность флуктуации про-
водящей минизоны, через которую осуществляется
транспорт электронов. Данные флуктуации могут воз-
никать в случае ошибок в наращивании слоев сверх-
решетки. При этом период решетки считался одинако-
вым, иначе пришлось бы решать двухпараметрическую
задачу.

Как видно из уравнений (8)–(10), от ширины мини-
зоны (∆) зависят параметр v0, как следствие — пара-
метр β и параметр обезразмеривания плотности тока.
В случае без магнитного поля сама дрейфовая ско-
рость от ширины минизоны не зависит. Однако в слу-
чае присутствия наклонного магнитного поля изменя-
ется и форма дрейфовой скорости. На рис. 1 продемон-
стрированы безразмерные зависимости дрейфовой ско-
рости от напряженности электрического поля в присут-
ствии наклонного магнитного поля с индукцией и уг-
лом наклона B = 15 Тл, θ = 40◦, построенные для
разных значений ширины минизоны ∆.

Из рисунка видно, что в зависимости от зна-
чения ширины минизоны изменяется выраженность

блох-циклотронных резонансных пиков на зависимо-
сти дрейфовой скорости от напряженности электриче-
ского поля. Данные дополнительные пики оказывают
на динамику электронов, а значит и на протекающий
через структуру ток, очень большое влияние, поэтому
необходимо аккуратно учесть изменение их формы при
расчете вольт-амперных характеристик.
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Рис. 1. Зависимости дрейфовой скорости от напряженности
электрического поля, рассчитанные для различных значений
ширины минизоны: красная линия — ∆ = 8.55 мэВ, зеле-
ная — ∆ = 19.1 мэВ, синяя — ∆ = 38.2 мэВ

Для того чтобы учесть флуктуации структуры ре-
шетки использовалась гауссовская случайная величи-
на ξ с единичной дисперсией и нулевым средним, по-
лученная с помощью стандартного генератора случай-
ных чисел. Для каждого слоя m значение ширины ми-
низоны принимало значение ∆ = ∆0 · 20.2Dξ. Здесь
∆0 = 19.1 мэВ — значение типичное для сверхрешеток
подобного типа, а D — уровень шума (если флуктуации
в структуре рассматривать как некоторое внешнее шу-
мовое воздействие). Видно, что при таком определении
при D = 0 ∆ = ∆0. Далее для каждого слоя сверх-
решетки рассчитывалось значение ширины минизоны
при заданном уровне шума и последовательно реша-
лась система уравнений (8). После чего по плотности
тока рассчитывался суммарный ток, протекающий че-
рез полупроводниковую сверхрешетку.

2. ТОК ПРИ РАЗЛИЧНЫХ УРОВНЯХ ШУМА

Для того чтобы определить, как уровень шума
влияет на ток, протекающий через полупроводнико-
вую сверхрешетку, сперва рассмотрим, как на вольт-
амперные характеристики влияет изменение ширины
минизоны. На рис. 2 показаны вольт-амперные харак-
теристики для различных значений ширины минизоны
в присутствии наклонного магнитного поля. Данный
рисунок соответствует рис. 1.

На рис. 2 хорошо заметен падающий участок на
вольт-амперной характеристике, где начинается гене-
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Рис. 2. Вольт-амперные характеристики, рассчитанные для
различных значений ширины минизоны: красная линия —
∆ = 38.2 мэВ, зеленая — ∆ = 19.1 мэВ, синяя — ∆ =

8.55 мэВ

рация высокочастотных колебаний тока. Таким обра-
зом, для анализа отличий в вольт-амперных характе-
ристиках можно ввести две величины. Интегральная
разница амплитуд:

Λ =
1

N

M
∑

i=1

(|ai − a0i |), (11)

где a0i — амплитуда при данном напряжениидля зна-
чения ширины запрещенной зоны ∆ = 19.1 мэВ, ai —
амплитуда при данном напряжении для значения ши-
рины минизоны с заданным шумом, М — число отсче-
тов по напряжению. Аналогично по току можно ввести
интегральную величину, которая будет отвечать изме-
нениям формы вольт-амперной характеристики:

Θ =
1

N

M
∑

i=1

(|Ii − I0i |), (12)

где I0i — амплитуда при данном напряжении для зна-
чения ширины запрещенной зоны ∆ = 19.1 мэВ, Ii —
амплитуда при данном напряжении для значения ши-
рины минизоны с заданным шумом. Рассчитав данные
значения несколько раз для одного уровня шума, мож-
но будет говорить об устойчивости характеристик тока
к флуктуациям структуры сверхрешетки. Если далее
получиться спрогнозировать закон нарастания откло-
нения интегральных величин с ростом выборки, то по
небольшим выборкам прототипов реальных приборов,
в том числе на основе полупроводниковых сверхреше-
ток, можно будет находить распределения отклонений
характеристик при случайных флуктуациях парамет-
ров, возникающих при создании приборов, как показа-
но в [15].

Для оценки общего закона необходимо построить
несколько вольт-амперных характеристик с одинако-
вым уровнем шума. Так как флуктуации определяются

случайным образом, эти характеристики будут отли-
чаться, построенные по ним интегральные величины
можно будет упорядочить по возрастанию, как это сде-
лано на рис. 3 для случая без магнитного поля.

На рис. 3 приведены результаты для трех уровней
шума. Далее идея заключается в том, чтобы одним
законом примерно аппроксимировать все три набора
точек. Для случая без магнитного поля аппроксимация
(показаны на рисунке линиями) приняла следующий
вид:

Λ = D
(

0.1 + 0.0015 r
3

2

)

, Θ = D
(

0.015 r
3

2

)

. (13)

Аналогично можно поступить и в случае наклонного
магнитного поля (рис. 4). В этом случае аппроксими-
рующие функции следующие:

Λ = D
(

0.2 + 0.0025 r
3

2

)

, Θ = D
(

0.02 r
3

2

)

. (14)

Является примечательным, что во всех случаях хо-
рошо подходит для аппроксимации степенной закон
«3/2», который часто встречается в статистическом
анализе нелинейных систем. Аппроксимации часто не
очень хорошо соответствуют точкам, но для лучшего
результата необходимо рассчитать большее число ин-
тегральных значений. К тому же качество уменьша-
ется, так как необходим общий закон для всех трех
уровней шума, между которыми отличие в аппрокси-
мации заключается только в параметре D.

Этот результат показывает, что для флуктуаций ре-
шетки можно рассчитать с помощью ранжирования
данных вид распределения плотности вероятности ин-
тегральной разности амплитуды колебаний и тока для
произвольного значения амплитуды флуктуаций.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе рассматривается влияние на
ток, протекающий через полупроводниковую сверхре-
шетку, флуктуаций структуры решетки, приводящих
к изменению в слоях значения ширины проводящей
минизоны. Для проведения данного исследования была
предложена численная модель позволяющая учитывать
случаи присутствия и отсутствия наклонного магнит-
ного поля. В ходе численного моделирования были рас-
считаны вольт-амперные характеристики для различ-
ных уровней шума, если рассматривать флуктуации
структуры решетки как некоторое внешнее случай-
ное воздействие на сверхрешетку. Для количественной
оценки изменения тока, протекающего через структу-
ру, было введено две интегральных характеристики:
изменения амплитуды высокочастотных колебаний то-
ка и изменения формы вольт-амперной характеристи-
ки.

Расчет небольшой выборки интегральных характери-
стик при различных уровнях шума позволил построить
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Рис. 3. Ранжированные по возрастанию значения интегральных величин Λ (a) и Θ (б) для различных уровней шума без
магнитного поля. Красные точки — D = 0.25, зеленые точки — D = 0.5, синие точки — D = 0.75. Черными линиями
показаны аппроксимации
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Рис. 4. Ранжированные по возрастанию значения интегральных величин Λ (а) и Θ (б) для различных уровней шума в при-
сутствии наклонного магнитного поля. Красные точки — D = 0.25, зеленые точки — D = 0.5, синие точки — D = 0.75.
Черными линиями показаны аппроксимации

ранжированные по возрастанию значения интеграль-
ных величин разницы характеристик тока. Обе инте-
гральные величины для обоих случаев (с магнитным
полем и без) были аппроксимированы функциями уни-
версальными для всех уровней шума. Все четыре ап-
проксимирующие функции подчиняются закону «3/2».
Это позволяет по небольшим выборкам прототипов ре-
альных приборов, в том числе на основе полупровод-
никовых сверхрешеток, находить распределения откло-

нений характеристик при случайных флуктуациях па-
раметров, возникающих при создании приборов.

Статья написана по материалам, которые доклады-
вались на Школе-семинаре «Волновые явления: физи-
ка и применения» имени профессора А.П. Сухорукова
в 2023 году.
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Statistical characteristics of the current flowing through semiconductor superlattice
with structure fluctuations
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The paper investigates how fluctuations in the lattice structure, namely the width of the conducting miniband, affect
the current flowing through a semiconductor superlattice. To solve this problem, a numerical calculation model is
proposed that makes it possible to calculate the current for random changes in the miniband width in the superlattice
layers, both in the case of an inclined magnetic field and without it. In order to evaluate the change in current, two
integral characteristics were introduced: one for the shape of the current-voltage characteristic, the second for the
amplitude of high-frequency current oscillations. The integral characteristics ranked in ascending order make it possible
to approximately approximate the variability of the characteristics of the current flowing through a semiconductor
superlattice for various fluctuations of the lattice structure.
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