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В настоящей работе неравновесная диаграммная техника Л.В. Келдыша применяется для по-
дробного описания электронного транспорта через систему локализованных состояний. Особое
внимание уделяется предсказательной способности теории, ради чего сокращается количество сво-
бодных параметров во вторично квантованном гамильтониане. Развиваемый формализм включает
кулоновское взаимодействие и достаточно строго учитывает многоэлектронные эффекты и дис-
кретность энергетических спектров таких структур, как наведённые квантовые точки, системы
примесных атомов или зарядовых центров металлорганических каркасных полимеров. Предлагае-
мый алгоритм расчёта электрических токов и чисел заполнения локализованных состояний реа-
лизуется программно и испытывается на модельной системе двух последовательных двухуровне-
вых квантовых точек. Расчётные вольт-амперная характеристика и диаграмма токовой стабильно-
сти интуитивно объясняются с помощью наглядных энергетических диаграмм. Модель успешно
воспроизводит типичные одноэлектронные эффекты: резонансное туннелирование, отрицательное
дифференциальное сопротивление, инверсную заселённость многоуровневой системы, кулоновские
корреляции и косвенное проявление эффекта памяти.
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ВВЕДЕНИЕ

По мере достижения фундаментального предела
энергоэффективности и миниатюризации интеграль-
ных схем классической микроэлектроники всё акту-
альнее стоит задача развития альтернативных нано-
электронных вычислительных систем. Одним из пер-
спективных направлений наноэлектроники и электро-
ники ангстремного масштаба является разработка од-
ноэлектронных вычислительных и сенсорных элемен-
тов, в которых кодирование и обработка информации
основывается на манипуляции единичными электриче-
скими зарядами, спинами одиночных электронов или
их сочетанием. Функционирование одноэлектронных
устройств физически опирается на наличие существен-
ных кулоновских корреляций между носителями заря-
да.

Практичность устройства требует, чтобы характер-
ные энергии U кулоновского взаимодействия значи-
тельно (в 10 и более раз) превосходили энергетиче-
ский масштаб тепловых флуктуаций kBT при ком-
натной температуре (kBT ≃ 26мэВ) либо, в край-
нем случае, при температуре кипения жидкого азота
(kBT ≃ 6.7мэВ). Это практически достижимо только
в тех наноструктурах, где электроны вынужденно ло-
кализованы на достаточно близком расстоянии ∆l друг

∗ kopchinskii.id18@physics.msu.ru
† shorokhov@phys.msu.ru

от друга, ∆l ≪ e2/(4πǫ0kBT ). Например, в наведён-
ных квантовых точках [1, 2], в квантовых точках на
основе графена [3], в системах одиночных примесных
атомов [4–7] или зарядовых центров высокомолекуляр-
ных металлорганических соединений [8, 9]. Так как
характерный размер локализации ∆l становится замет-
но меньше длины волны де Бройля электрона, в подоб-
ных структурах помимо кулоновских корреляций при-
ходится считаться и с эффектом размерного кванто-
вания, неизбежно приводящим к дискретности энер-
гетического спектра ∆ε. Типичные экспериментальные
значения характеристик перспективных одноэлектрон-
ных систем приведены в таблице 1.

Итак, теоретическое описание явлений в назван-
ных системах должно адекватно учитывать сложное
и разнообразное взаимовлияние кулоновских корреля-
ций и дискретности энергетических спектров кванто-
во ограниченных структур при вообще говоря про-
извольных соотношениях энергетических масштабов
U,∆ε и kBT . При этом первопринципные квантово-
механические расчёты, например, методом функцио-
нала плотности, оказываются вычислительно слишком
сложны, если обсуждаемые системы состоят более чем
из 105 атомов, или если в протекание электрического
тока вовлекается много возбуждённых квантовых со-
стояний. Приходится прибегать к эффективным кван-
товым моделям, желательно применимым для различ-
ных соотношений U и ∆ε.

На уровне эффективной теории описание туннель-
ного электронного транспорта через набор дискрет-
ных локализованных состояний с учётом кулонов-
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Таблица 1. Типичные характеристики одноэлектронных систем

Система ∆l ∆ε U Tmax

(нм) (эВ) (эВ) (К)

Мелкие уровни примесных атомов 5 0.005 0.01 1

Глубокие уровни примесных атомов 1 0.05 0.2 77÷ 300

Металлорганические молекулы 0.3 0.5 1 300

ских корреляций может быть последовательно развито
[10, 11] средствами неравновесной диаграммной техни-
ки (НДТ), сформулированной ещё в 1964 г. Л. В. Кел-
дышем [12, 13]. В рамках формализма НДТ строго
учитывается существенная неравновесность протека-
ния тока (вплоть до возникновения инверсной заселён-
ности) и неизбежность паразитных виртуальных мно-
гочастичных процессов [14], свойственных квантово-
механическим системам (в том числе т.н. «сотуннели-
рование»). Постановка задачи и основные этапы её ре-
шения методом НДТ обсуждаются в разделе 1.

В отличие от первопринципных расчётов [15], эф-
фективные модели содержат многочисленные пара-
метры, которые по умолчанию являются свободными
и неизвестными. Если бы задачей исследования стояло
моделирование результатов нескольких серий экспери-
ментов, то обилие «подгоночных» параметров было бы
даже преимуществом. Но озвученная стратегическая
цель — разработка одноэлектронного вычислительно-
го устройства — предъявляет повышенные требования
к предсказательной способности модели. Следователь-
но, количество свободных параметров должно быть по
возможности сокращено. Особое внимание параметри-
зации модели уделяется в разделе 2.

Наконец, в разделе 3 предлагаемая процедура расчё-
та электрических токов и чисел заполнения испытыва-
ется на пробной системе, состоящей из двух последо-
вательных двухуровневых квантовых точек, связанных
туннельно с двумя транспортными электродами и элек-
тростатически с двумя электродами-затворами. Там
же обсуждается перестройка энергетического спек-
тра системы, расчётные вольт-амперная характеристи-
ка (ВАХ) и энергетическая диаграмма, воспроизводя-
щие экспериментально значимые явления: резонансное
туннелирование, отрицательное дифференциальное со-
противление и инверсную заселённость многоуровне-
вой системы. Построенная диаграмма токовой стабиль-
ности демонстрирует влияние кулоновских корреляций
и косвенное проявление эффекта памяти.

1. ПРИМЕНЕНИЕ НДТ

Рассмотрим наноэлектронную систему, состоящую
из двух транспортных металлических электродов: ле-
вого L и правого R, между которыми произвольным
образом расположены N локализованных электронных
состояний любой природы с дискретными уровнями

энергии εi, i = 1, N двукратно вырожденными по спи-
ну, (например, в составе квантовых точек). Будем счи-
тать, что электростатические потенциалы всех элек-
тродов заданы; электроны могут туннелировать между
транспортными электродами и некоторыми локализо-
ванными состояниям, а также от одних локализован-
ных состояний εi к другим εj . Кроме этого, поместим
вблизи контакта несколько электродов-затворов, ко-
торые могут создавать дополнительное электрическое
поле, так или иначе сдвигающее дискретные уровни
энергии. Схематически частный случай рассматрива-
емой системы изображён на рис. 1, где туннельным
барьерам соответствуют участки запрещённой зоны на
энергетической диаграмме.

1.1. Гамильтониан

Для применения неравновесной диаграммной тех-
ники запишем гамильтониан в терминах вторичного
квантования [16], вводя (безразмерные) фермионные
операторы рождения и уничтожения электронов в кар-
тине Гейзенберга. Все уровни энергии будем отсчиты-
вать от уровня Ферми заземлённой подложки.

Ĥ =
∑

ζkσ

εζ
k
ĉζ†
kσ ĉ

ζ
kσ +

∑

iσ

εiâ
†
iσâiσ +

∑

ζikσ

Bζ
ik

(

â†iσ ĉ
ζ
kσ + ĉζ†

kσâiσ) +
∑

ijσ

Bij â
†
jσâiσ +

+
∑

i

Uiin̂i↑n̂i↓ +
∑

i<j

Uij n̂in̂j (1)

Первое слагаемое описывает невзаимодействующие
транспортные электроды. В нём оператор ĉζ†

kσ рож-
дает электрон проводимости в электроде под номе-
ром ζ ∈ {L,R} с квазиволновым вектором k, спином

σ ∈ {↑, ↓} и энергией εζ
k

= h̄2
k
2

2m − µζ − eVζ , где µζ

и Vζ — химический и электростатический потенциалы
электрода ζ соответственно. Величина e положительна
и равна по модулю заряду электрона. Второе слагае-
мое описывает невзаимодействующие локализованные
электронные состояния: оператор â†iσ рождает локали-
зованный в i-м состоянии электрон со спином σ и энер-
гией εi = ε̄i − e

∑

ζ αiζVζ − e
∑

n αinVn, где ε̄i — ис-
ходные дискретные одночастичные уровни энергии ло-
кализованных состояний, а электростатические плечи
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Рис. 1. Пример наноэлектронной системы 2× 2 с локализованными состояниями

[17] αiζ и αin задают, как статические поля транспорт-
ных электродов и затворов сдвигают дискретные уров-
ни. Вообще говоря, электростатические плечи могут
являться нелинейными функциями напряжений и за-
рядов в системе, но в эксперименте [18] ограничива-
ются приближением αiζ , αin = const. Поэтому в насто-
ящей работе будем считать, что результирующий сдвиг
уровней ε̄i линейно зависит от потенциалов Vζ и Vn

(n — номер затвора).

Взаимодействие в системе задаётся остальными сла-
гаемыми в гамильтониане. Третье слагаемое отвечает
за туннелирование электронов из транспортных элек-
тродов в локализованные состояния и обратно. Кон-
станты внешней туннельной связи Bζ

ik, также извест-
ные как внешние туннельные матричные элементы или
внешние туннельные амплитуды, имеют размерность
энергии и носят смысл средних темпов туннельных
процессов вида kσ ←→ iσ (электрон проводимости
с квазиволновым вектором k туннелирует в состоя-
ние i, сохраняя свой спин σ, или обратно). Аналогично
четвёртое слагаемое подключает внутреннее туннели-
рование — между отдельными локализованными состо-

яниям с внутренними туннельными амплитудами Bij .
Отметим, что произвольную топологию набора локали-
зованных состояний можно задать, запрещая прямое
туннелирование между нужными узлами i и j. Для

этого достаточно положить Bij = 0.

Наконец, два последних слагаемых привносят в си-
стему кулоновское взаимодействие по Андерсону [19]
между локализованными электронами. В пятом сла-

гаемом записана энергия Uii кулоновского отталкива-
ния двух электронов, находящихся в одном и том же
i-м локализованном состоянии (на i-м «узле»), толь-
ко с противоположными спинами. Выражение запи-

сано с использованием оператора n̂iσ = â†iσâiσ числа
заполнения i-го дискретного состояния со спином σ.
В шестом слагаемом задаются энергии Uij отталкива-
ния электронов, различающихся по энергии, поэтому
в нём участвуют полные операторы чисел заполнения
n̂i = n̂i↑+n̂i↓. Так как в гамильтониан (1) не включены
спин-зависимые взаимодействия либо внешнее магнит-
ное поле, теория вынуждена сохранять спиновую сим-
метрию ni↑ = ni↓. В настоящей работе ограничимся
этим немагнитным случаем.

Обсудим удобные особенности модели с гамильто-
нианом (1). Во-первых, гамильтониан с самого начала
строится из фермионных операторов, на которые на-
кладываются антикоммутационные соотношения, по-
этому любое решение уравнений движения будет стро-
го подчиняться принципу запрета Паули. Во-вторых,
раздельное введение отталкивания на узле (пятое сла-
гаемое с Uii) и между узлами (шестое слагаемое с Uij)
исключает самодействие электронов. На языке мето-
да функционала плотности это равносильно тому, что
обменное взаимодействие учтено точно, и нет нужды
в поправках наподобие обменной энергии или «обмен-
ной дырки» [15, 20]. В-третьих, туннельное взаимо-
действие квадратично по лестничным операторам, по-
этому его вклад в уравнения движения будет линеен,
а значит чисто туннельная задача (при «выключенном»
кулоновском взаимодействии) может быть вообще ре-
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шена точно в рамках модели, что и будет использовано
далее в разделе 1 1.3.

Как упоминалось во введении, предсказательная
способность эффективной теории ослабляется от из-
бытка свободных параметров. Туннельные амплитуды

Bζ
ik, Bij и энергии кулоновского отталкивания Uii, Uij

будут параметризованы геометрией системы в разде-
ле 2, и количество свободных параметров значительно
сократится.

1.2. Операторы токов

Помимо вышеупомянутых операторов чисел запол-
нения n̂iσ, через лестничные операторы нетрудно вы-
разить и операторы токов.

Стандартно определим оператор электрического тока
Îζ , втекающего в электрод ζ,

Îζ = −e d′

d′t
N̂ζ , где N̂ζ =

∑

kσ

ĉζ†
kσ ĉ

ζ
kσ, (2)

как скорость изменения числа электронов проводимо-
сти в данном электроде за счёт взаимодействия с лока-
лизованными состояниями. Подразумевается, что ис-
точник питания компенсирует избыток или недоста-
ток заряда (полное изменение d

dtN̂ζ ≡ 0), но источ-
ник не включён в гамильтониан, так как нас интере-
сует частичное изменение N̂ζ именно за счёт потока
локализованных электронов. Производная по времени
d′

d′t , выражаемая через коммутатор согласно уравнению
Гейзенберга, как раз учтёт только нужную нам часть
изменения N̂ζ :

Îζ = −e d′

d′t
N̂ζ = −e i

h̄

[

Ĥ, N̂ζ

]

=

=
ie

h̄

∑

ikσ

Bζ
ik

(

ĉζ†
kσâiσ − â†iσ ĉ

ζ
kσ) (3)

В последнем переходе в (3) нетрудно убедиться напря-
мую, подставив гамильтониан (1) и воспользовавшись
антикоммутационными соотношениями между ферми-
онными операторами и тождествами вида â2 ≡ 0.

Помимо экспериментально измеримого полного тока

I =
〈

ÎL

〉

= −
〈

ÎR

〉

можно искусственно определить
операторы частичных токов, а именно:

• ток в электрод ζ из i-го состояния

Îi→ζ = ie
h̄

∑

kσ

Bζ
ik

(

ĉζ†
kσâiσ − â†iσ ĉ

ζ
kσ)

• ток между двумя локализованными состояниями

Îi→j =
ie
h̄

∑

σ
Bij

(

â†jσ âiσ − â†iσâjσ)

Хотя новые операторы и не соответствуют экс-
периментально измеримым величинам, они достаточ-
но полезны и заслуживают рассмотрения. Напри-
мер, полный ток очевидно складывается из частичных

Îζ =
∑

i Îi→ζ . Более того, расчёт частичных токов по-
могает интуитивно понять процессы в квантовой си-
стеме, что демонстрируется в разделе 3.

1.3. Туннельная подзадача

Приступим к выводу процедуры расчёта физических
величин. Построение ВАХ заключается в том, чтобы

найти
〈

Îζ

〉

при фиксированных потенциалах транс-

портных электродов VL, VR и потенциалах затворов
Vn. В картине Гейзенберга, в которой до сих пор рас-
сматривалась задача, подразумевается усреднение эво-
люционирующего оператора Îζ(t) по начальному со-
стоянию системы, причём движущей силой эволюции
выступает полный гамильтониан Ĥ . Применение диа-
граммной техники начинается с разбиения гамильто-
ниана в картине Гейзенберга на невозмущённую часть
и гамильтониан взаимодействия Ĥ = Ĥ0 + ĤI . Един-
ственным критерием разбиения служит требование,
чтобы временная эволюция лестничных операторов под
воздействием Ĥ0 была известна точно [16]. Знание
точной эволюции позволяет перейти в картину взаимо-
действия и применить непосредственно диаграммную
технику.

Решим задачу в два этапа: сначала рассмотрим
туннельную подзадачу с «выключенным» кулоновским
взаимодействием Uii = Uij = 0, в которой Ĥ0 состоит

из двух первых слагаемых (1), а ĤI включает 3-е и 4-
е слагаемые, отвечающие за квадратичное туннельное
взаимодействие. Причина выделения туннельной под-
задачи в том, что НДТ позволяет решить её точно, то
есть учесть многочастичные процессы упругого тунне-
лирования во всех порядках теории возмущений. На
втором этапе будем возмущать точное решение тун-
нельной подзадачи кулоновским взаимодействием, то
есть в новом гамильтониане взаимодействия Ĥ ′I будут
участвовать 5-е и 6-е слагаемые (1).

В настоящей работе ограничимся рассмотрением
стационарной конфигурации, в которой никакие фи-
зические величины (в том числе потенциалы элек-
тродов) не зависят от времени. Точное решение ста-
ционарной туннельной подзадачи известно, например,
в [7, 21, 22], и приводит к следующим формулам для
чисел заполнения и токов:

niσ =

+∞
∫

−∞

g<ii,σ(ω)
d(h̄ω)

2πi
,

Ii→j =
2e

πh̄

+∞
∫

−∞

ℜBijg
<
ji,σ(ω)d(h̄ω),

(4)
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Ii→ζ =
e

πh̄

+∞
∫

−∞

∑

jσ

ℜgRij,σ(ω)Σ0<
ζ,ji,σ(ω)+

+ g<ij,σ(ω)[Σ
0R
ζ,ji,σ(ω)]

†d(h̄ω), (5)

где участвуют компоненты туннельного вклада в соб-
ственную энергию — запаздывающую ΣTR

ζ,ij,σ(ω)

и спектральную ΣT<
ζ,ij,σ(ω),

ΣTR
ζ,ij,σ(ω) =

∑

k

Bζ
ikB

ζ
jk

h̄ω − εζ
k
+ i0

,

ΣT<
ζ,ij,σ(ω) =

2πi

1 + e(h̄ω+eVζ)/kBTζ

∑

k

Bζ
ikB

ζ
jkδ

(

h̄ω − εζ
k
),

(6)
а также Фурье-образы запаздывающей (gR) и спек-
тральной (g<) полных функций Грина туннельной под-
задачи:

gRij,σ(ω) =

=
[

(h̄ω − εi)δji − ΣTR
L,ji,σ(ω)−Bji − ΣTR

R,ji,σ(ω)
]−1

,

(7)

g<ij,σ(ω) =

=
∑

i′j′

gRii′,σ(ω)
(

ΣT<
L,i′j′,σ(ω)+ΣT<

R,i′j′,σ(ω)
) [

gRjj′,σ(ω)
]†

,

(8)

где в формуле (7) присутствует операция обращения
матрицы с индексами ji.

Суммы по квазиволновому вектору k в формулах
(6) вычисляются путём перехода к интегрированию
с эффективной плотностью состояний ν0(ε

ζ
k
) электро-

нов проводимости в металлических электродах (раз-
мерность 1/эВ). В наиболее простом приближении тун-

нельные амплитуды Bζ
ik полагают не зависящими от k,

и тогда суммы находятся аналитически:

ΣTR
ζ,ij,σ(ω) = −iπ ν0(h̄ω)B

ζ
i B

ζ
j ,

ΣT<
ζ,ij,σ(ω) =

2πi ν0(h̄ω)B
ζ
i B

ζ
j

1 + e(h̄ω+eVζ)/kBTζ
.

(9)

Важно отметить, что каждая из туннельных амплитуд
Bζ

ik содержит множитель 1/
√
L, где L — длина тер-

минальных участков транспортных электродов, в силу
продольной нормировки их волновых функций. Этот

множитель при возведении в квадрат сокращает фак-
тор L, входящий в нормировку плотности состояний
ν0(ε), благодаря чему предсказания модели не зависят
от длины подводящих электродов.

1.4. Кулоновское отталкивание

Взяв за основу точное решение туннельной подза-
дачи, будем возмущать её функции Грина (7) и (8)
кулоновским взаимодействием. С точки зрения куло-
новского взаимодействия gRij,σ(ω) и g<ij,σ(ω) становят-
ся свободными (невозмущёнными) функциями Грина,
а полные функции Грина будем обозначать GR

ij,σ(ω)

и G<
ij,σ(ω). Отвечающие за кулоновское взаимодей-

ствие слагаемые в гамильтониане (1) содержат про-
изведения четырёх лестничных операторов, и на языке
диаграммной техники это означает появление вершин
кратности четыре:

(10)
Стандартное разложение оператора эволюции в ряд

теории возмущений на этот раз порождает топологиче-
ски разнообразные кулоновские диаграммы, и не уда-
ётся просуммировать их во всех порядках. В настоя-
щей работе ограничимся кулоновскими вкладами пер-
вого порядка в собственную энергию,

= −iUij(nijσ −
δij
2
)− iδij

∑

i′ 6=i

Uii′(ni′i′ − 1), (11)

ΣC<
ij,σ(ω) = ΣT<

L,ij,σ(ω) + ΣT<
R,ij,σ(ω), (12)

где числа заполнения самосогласованно определяются
полной спектральной функцией Грина:

nijσ =

+∞
∫

−∞

G<
ij,σ(ω)

d(h̄ω)

2πi
. (13)

Использование приближения (11) для запаздываю-
щей собственной энергии позволяет просуммировать
целиком несколько подрядов ряда теории возмущений,
так как приводит к самосогласованной системе уравне-
ний Дайсона и Келдыша на полные функции Грина:
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GR
ij,σ(ω) =

[

(h̄ω − εi)δji − ΣTR
L,ji,σ(ω)−Bji − ΣTR

R,ji,σ(ω)− ΣCR
ji,σ({n})

]−1

,

G<
ij,σ(ω) =

∑

i′j′

GR
ii′,σ(ω)Σ

C<
i′j′,σ(ω)

[

GR
jj′,σ(ω)

]†

.
(14)

Система уравнений (14) является системой нелиней-
ных (в силу обращения матрицы) интегральных урав-
нений, так как в уравнении Дайсона ΣCR

ji,σ({n}) за-
висит от набора всех чисел заполнения {n}, которые
в свою очередь определены как функционалы неизвест-
ных G<

ij,σ(ω) согласно (13).
Предложим идею алгоритма поиска самосогласован-

ного решения системы (14). Сначала её стоит перефор-
мулировать в виде системы алгебраических уравнений
относительно искомого набора чисел заполнения {n}.
Это можно сделать, дополнив (14) уравнением (13)
и считая функции Грина не более чем вспомогатель-
ными конструкциями, однозначно определяемыми на-
бором {n} и параметрами гамильтониана. Подчёркивая
параметрическую зависимость уравнений от совокуп-
ности {U} всех Uij , запишем в общем виде систему
нелинейных алгебраических уравнений относительно
набора чисел заполнения,

nij = Fij

(

{n}, {U}). (15)

Совокупность уравнений (15) будем решать дву-
мя семействами численных методов: итеративными
и адиабатическими. Итеративные процедуры самосо-
гласования стартуют из начального приближения (на-
пример, nij = Fij(0, 0)), не гарантируют сходимость,
но вычислительно достаточно экономичны:

• простая итерация (nij)
next = (1 − ξ) (nij)

prev +
ξFij

(

{n}prev, {U}), где ξ ≪ 1;

• итерация Ньютона–Рафсона (nij)
next = (nij)

prev−

−
[

∂Fij

∂{n}

∣

∣

∣

prev

]−1

×Fij

(

{n}prev, {U});

• глобально стабилизированная итерация
Ньютона–Рафсона, попутно минимизирую-

щая квадрат невязки
∥

∥nij −Fij

(

{n}, {U})
∥

∥

2
, см.

[23];

• более сложные итерации, реализованные, напри-
мер, в библиотеке GSL [28].

При тех конфигурациях потенциалов электродов, ко-
гда итеративные процедуры самосогласования терпят
неудачу — расходятся либо останавливаются в локаль-
ном минимуме невязки вдали от решения, — прибег-
нем к методу адиабатического включения взаимодей-
ствия, который является численной реализацией одно-
имённой процедуры в квантовой теории поля [16]. Ма-
тематически его идея заключается в дифференцирова-
нии системы (15) по искусственно вводимому парамет-
ру λ ∈ [0, 1] — степени «включённости» кулоновского

взаимодействия. Для этого формально сделаем всюду
замену Uij → λUij и продифференцируем уравнение
nij = Fij

(

{n}, {λU}) по λ:

dnij

dλ
=

∂Fij

∂λ
+

∂Fij

∂{n} ×
d{n}
dλ

⇒

⇒ dnij

dλ
=

[

1̂− ∂Fij

∂{n}

]−1

× ∂Fij

∂λ
. (16)

Результат (16) можно трактовать, как систему обык-
новенных (нелинейных) дифференциальных уравнений
на функции nij = nij(λ). Осталось дополнить её до за-
дачи Коши начальным условием nij(0) = Fij(0, 0). Да-
лее задачу Коши по адиабатическому включению вза-
имодействия (доведению λ от 0 до 1) можно решать
целым арсеналом численных методов, например, яв-
ным методом Рунге-Кутты 8-го порядка с адаптивным
контролем шага [23], который не требует вычисления
якобиана и без того громоздкой правой части (16).

За рамками настоящей работы остаётся строгое ма-
тематическое исследование существования, единствен-
ности и устойчивости решения системы (14), эквива-
лентной системы (15) либо задачи Коши с уравнением
(16). По физическим соображениям хоть одно решение
существовать должно, так как при фиксации напря-
жений между электродами локализованные состояния
в той или иной степени заполнятся электронами. Од-
нако имеются указания на то, что решений может быть
несколько: при достаточно сильном кулоновском взаи-
модействии и разветвлённой системе дискретных элек-
тронных состояний (фактически, зарядовых ловушек)
неизбежен гистерезис [26, 27]. В таких ситуациях пе-
речисленные методы самосогласования могут сходить-
ся к разным стационарным решениям даже при близ-
ких конфигурациях потенциалов электродов. В буду-
щем этого можно избежать, отслеживая эволюцию си-
стемы в реальном времени, для чего в НДТ предусмот-
рено расширение стационарного уравнения Дайсона до
нестационарного обобщённого квантово-кинетического
уравнения [10].

2. ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ МОДЕЛИ

Ради повышения предсказательной способности мо-
дели сократим количество свободных параметров га-
мильтониана (1). Для этого рассмотрим простой вари-
ант геометрической параметризации двух последова-
тельных двухуровневых квантовых точек (система 2×
2), моделирующих одномерную цепочку из двух при-
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Рис. 2. Энергетическая диаграмма модельной системы 2× 2

месных акцепторных атомов (например, мышьяка), ко-
торые имплантированы в кремниевую подложку между
транспортными электродами [6]. Пренебрегая неодно-
родной поляризацией структур и электростатическим
отражением, аппроксимируем потенциальный профиль
туннельных барьеров кусочно-линейной функцией ко-
ординаты x, как изображено на рис. 2 (масштаб
не соблюдён).

Уровень Ферми правого электрода сдвинут вниз
по энергии на величину транспортного напряжения
eV = e(VR − VL), а высота барьеров электрод–точка
диктуется разностью работы выхода электрона из ме-
талла (Aвых ≃ 4.7 эВ для золота) и сродством к элек-
трону кремниевой подложки χe ≃ 4.1 эВ. Эффектив-
ные глубины потенциальных ям примесных атомов,
чей профиль для оценки выбран прямоугольным, со-
ставляют ∆W1 = 30 мэВ, ∆W2 = 50 мэВ. Харак-
терный размер локализации электронов выберем на
уровне ∆l1(2) = 3 нм. Для того, чтобы туннельные
барьеры пропускали ток I ∼ 10 нА, эффективные
длины подбарьерных путей должны быть достаточно
короткими: ∆x0(2) = 1.2 нм, ∆x1 = 5 нм. Устано-
вим характерную дискретность энергетических спек-
тров ε2 − ε1 = 10 мэВ, ε4 − ε3 = 15 мэВ и типич-
ный масштаб энергии кулоновского взаимодействия
U0 = 10 мэВ. Таким образом, модельную систему мож-
но расположить между первой и второй строкой табли-
цы 1. Глубины потенциальных ям и расстояния меж-
ду дискретными уровнями энергии специально зада-
ны несимметричными, чтобы избежать возможного вы-

рождения вольт-амперных характеристик.

Теперь свяжем остальные свободные парамет-
ры гамильтониана с выбранной геометрией систе-
мы. Отношение энергий кулоновского отталкива-
ния на узле и между узлами разумно оценить,
как обратное отношение соответствующих расстояний
Uii/Uij = ∆x1/∆l ∀ i, j, и затем нормировать на вели-
чину U0. Для большей правдоподобности можно счи-
тать «мелкие» состояния под номерами 2 и 4 несколько
менее локализованными, чем более компактные «глу-
бокие» состояния 1 и 3. О степени локализации мож-
но уверенно судить, только задавая волновые функции
одночастичных электронных состояний.

Сложнее сделать хорошую оценку для туннельных

амплитуд Bζ
ik, Bij . Предлагается поступить анало-

гично оценке кулоновских энергий: ввести один сво-
бодный нормировочный параметр B0 (тоже с размер-
ностью энергии), а отношения туннельных амплитуд
друг к другу вычислять как отношения прозрачностей
их потенциальных барьеров. В выбранной одномерной
конфигурации прозрачности барьеров можно рассчи-
тать точно с помощью метода матрицы переноса [24].
Благодаря кусочно-линейной аппроксимации потенци-
альных профилей метод матрицы переноса даёт анали-
тическую формулу для прозрачности, в которой участ-
вуют спецфункции Эйри Ai(ξ),Bi(ξ) [25].

Например, прозрачность барьера τ→(εi) для электро-
на, туннелирующего слева направо (см. рис. 3), равна:
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τ→(εi) =
4 |kiAkiB | /(πJ)2

∣

∣W[Ai, φ−iA](xA) ·W[φ+
iB ,Bi](xB) + W[Bi, φ−iA](xA) ·W

[

Ai, φ+
iB

]

(xB)
∣

∣

2 , (17)

где волновые векторы электрона слева и спра-
ва от барьера суть kiA =

√

2m(εi − EA)/h̄,

kiB =
√

2m(εi − EB)/h̄, фактор J = (2a1m
∗/h̄2)

1

3 воз-
никает вследствие замены переменной при решении
уравнения Шрёдингера в линейном потенциале, эф-
фективная масса m∗ ≃ 1.06m для кремния, а врон-
скиан и волновые функции определены так:

W[Ai, φ](x) = Ai(ξ)φ′(x)

√

m∗

m
−
√

m

m∗
Ai′(ξ) ξ′(x)φ(x),

(18)

φ±iA(x) = e±ikiA(x−xA), φ±iB(x) = e±ikiB(x−xB),

ξ(x) = J · (x+
a0 − εi

a1
).

(19)
Если рассматривается барьер между электродом

и одной из квантовых точек, то со стороны элек-
трода квазиволновой вектор следует вычислять как
k =

√

2m(ε− EC)/h̄, где EC — дно зоны проводи-
мости. Так как прозрачность барьера сильно зависит
от энергии налетающей частицы, результирующая ам-
плитуда Bζ

ik = Bζ
i (k). При желании воспользоваться

упрощёнными формулами (9) для туннельных вкла-
дов в собственную энергию, можно грубо положить

Bζ
i ≃ Bζ

i (kF ) = const, то есть вычислить прозрачности
для электронов проводимости на уровне Ферми.

EA

U(x) = a
0 + a

1x

EB

xA

xB

Яма А Яма БЗапрещённая зона, m∗

εi, ki τ→(εi)

εj , kjτ←(εj)

Рис. 3. Прозрачности кусочно-линейного потенциального ба-
рьера

Очевидно, существует две прозрачности для каж-
дого барьера: слева направо τ→(εi) и справа налево
τ←(εj). Эмпирически оказывается, что правильнее вы-
бирать ту прозрачность, в направлении которой тунне-
лируют электроны. Если, например, приложено поло-
жительное напряжение VR > VL, то в первом прибли-
жении стоит всюду выбрать прозрачности τ→. Далее,
проведя расчёт частичных токов, можно проверить их

направление, и, если оно не совпадает с предположен-
ным, перевыбрать прозрачности. Такой рецепт выбора
прозрачности почти всегда эквивалентен симметризу-
ющей формуле τresult = max(τ→, τ←).

Итак, параметры гамильтониана (1) можно свести
к геометрии моделируемой системы. Конечно, экспе-
риментальные геометрические размеры далеко не все-
гда известны с достаточной точностью. Тем не менее,
для системы зарядовых центров в молекуле каркасно-
го металлорганического полимера их можно позаим-
ствовать из её химического строения. В перспективе
следует отказаться от грубого одномерного приближе-
ния и рассчитать гладкий трёхмерный потенциальный
профиль исходя из электронной плотности в основ-
ном состоянии, получаемой с помощью теории Томаса-
Ферми для твердотельных наноструктур или функцио-
нала плотности для металлорганических систем. Кроме
уточнения профилей барьеров, предварительные рас-
чёты электронной плотности дадут дискретные одно-
частичные уровни энергии квантовых точек, соответ-
ствующие волновые функции, а значит, и более точные
энергии кулоновского взаимодействия. Тогда в модели
не останется «подгоночных» параметров, кроме, воз-
можно, туннельного энергетического масштаба B0.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ СИСТЕМЫ 2 × 2

Описанная в разделах 1 1.3 и 1 1.4 процедура расчёта
чисел заполнения, функций Грина, полного и частич-
ных электрических токов по заданным потенциалам
электродов была реализована программно в настоящей
работе средствами языка программирования FORTRAN,
параллелизма вычислений OpenMP [29] и библиотек
численных методов FGSL [30] и LAPACK [31]. Рас-
смотрим некоторые результаты численного моделиро-
вания системы двух последовательных двухуровневых
квантовых точек, параметризация которой обсуждает-
ся в разделе 2.

3.1. Гибридизация электронных состояний

В гамильтониане (1) заложены одночастичные уров-
ни энергии εi невзаимодействующих локализованных
состояний. Естественно ожидать, что в результате тун-
нельного и кулоновского взаимодействия произойдёт
принципиальная перестройка энергетического спек-
тра системы. И неравновесная диаграммная техни-
ка предоставляет исчерпывающую информацию о том,
в каких соотношениях исходные состояния гибриди-
зуются при протекании электрического тока при на-
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личии сил кулоновского отталкивания. Эту информа-
цию можно извлечь в стационарном случае, анализи-
руя спектральные плотности чисел заполнения.

Под числами заполнения мы по-прежнему понима-
ем средние значения квадратов одночастичных лест-
ничных операторов. Их спектральная плотность с точ-
ностью до множителя даётся Фурье-образом функций
Грина G<

ii,σ(ω):

njσ =
〈

â†jσ âjσ

〉

=

+∞
∫

−∞

G<
jj,σ(ω)

d(h̄ω)

2πi
, j = 1, N.

(20)
Для невзаимодействующих состояний спектральная
плотность имеет один бесконечно узкий пик и даёт-
ся дельта-функцией g0<iσ (ω) = 2πin0

iσ δ(h̄ω− εi), однако
любое взаимодействие её видоизменяет: пик приобре-
тает конечную ширину, меняет форму и площадь, мо-
жет расщепляться на несколько пиков.

Рассмотрим подробно одну показательную конфигу-
рацию наносистемы 2× 2. Если не оговорено иное, да-
лее всюду фиксированы следующие значения потенци-
алов электродов: VL = 0 мВ, VR = 25 мВ, V1 = 593
мВ, V2 = 567.4 мВ. Такая точность задания потенци-
алов необходима, чтобы попасть в вершину узкого ре-
зонансного пика на ВАХ, который обсуждается ниже.

Самосогласованное решение уравнений (14) для этой
конфигурации даёт спектральные плотности чисел за-
полнения, изображённые на рис. 4.

Анализ суммарной спектральной электронной плот-
ности позволяет выделить 4 новых «перенормирован-
ных» многочастичных уровня энергии ε̃i всей систе-
мы как целого. Положения ε̃i можно определить по
координатам центров пиков, а новые числа заполне-
ния ñiσ — как площади пиков, (разграничив пики
по точке минимума спектральной плотности либо по
аппроксимации суммой лоренциан). Далее, интегри-
руя исходные спектры от пика к пику, можно вы-
числить индивидуальные вклады первоначальных чи-
сел заполнения njσ в каждое из перенормированных
ñiσ, и рассчитать тем самым аналоги коэффициентов
гибридизации. Продолжая аналогию с квантовой хи-
мией, удобно изобразить их в виде координационных
линий пропорциональной толщины на энергетической
диаграмме, рис. 5.

Схема гибридизации 5 отражает перестройку спек-
тра модельной системы 2×2 и демонстрирует, что в вы-
бранной конфигурации одночастичные уровни ε2 и ε3
почти «единолично» образуют перенормированные ε̃4
и ε̃1 соответственно. При этом очевиден кулоновский
сдвиг нового ε̃4 относительно исходного ε2, и куло-
новский сдвиг нового ε̃1 относительно исходного ε3.
Одночастичные уровни ε1 и ε4 активно гибридизуются
друг с другом, порождая пару перенормированных со-
стояний ε̃2 и ε̃3, которая аналогично сдвинута вверх на
величину порядка энергии кулоновского отталкивания.

3.2. Инверсная заселённость

На координационной диаграмме 5 в прямоугольных
рамках выписаны перенормированные числа заполне-
ния ñi. Налицо радикально неравновесная картина: со-
стояния ε̃4, ε̃3 и ε̃2 заселены инверсно ñ4 > ñ3 > ñ2.
Заселённость состояния ε̃1 обоими электронами объяс-
няется тем, что уровень ε̃1 попадает ниже окна Ферми
(см. ниже рис. 6 слева).

Если в гамильтониан (1) добавить слабое электрон-
фотонное взаимодействие, то можно рассчитывать на
генерацию квантов излучения с энергиями: ε̃4 − ε̃2 =
11 мэВ, ε̃4 − ε̃3 = 10 мэВ, ε̃3 − ε̃2 = 0.9 мэВ, которые
соответствуют длинам волн λ42 = 0.12 мм, λ43 = 0.13
мм, λ32 = 1.4 мм и могут быть интересны в радио-
физических приложениях. Полученное знание числен-
ных значений заселённостей и отстроек перенормиро-
ванных уровней друг от друга необходимо для оценки
интенсивностей генерации.

3.3. Резонансное туннелирование

Столь тесная гибридизация исходных уровней ε1
и ε4 приводит к тому, что через пару перенормиро-
ванных электронных состояний ε̃2 и ε̃3 открывается
широкий сквозной канал для резонансного протекания
туннельного тока I = 26.9 нА, в то время как фоновый
ток вдали от резонанса не превышает нескольких нА.
Этот интуитивный вывод подкрепляется расчётом ча-
стичных токов (операторы Îi→ζ , Îi→j в разделе 1 1.2),
которые изображены жёлтыми стрелками на полной
энергетической диаграмме, рис. 6 слева. На ВАХ спра-
ва отмечена рабочая точка «А» в вершине обсуждае-
мого резонансно-туннельного пика.

Прочие пики на ВАХ рис. 6 объясняются аналогич-
но: та или иная пара одночастичных электронных со-
стояний гибридизуется и формирует резонансный ка-
нал проводимости сквозь две последовательные кван-
товые точки. Причём на положения резонансов влияет
энергия кулоновского отталкивания, нелинейно сдви-
гающая исходные уровни энергии.

Дальний от начала координат склон каждого пи-
ка является участком отрицательного дифференци-
ального сопротивления, типичного для резонансно-
туннельных структур. На графике ВАХ эти участки
имеют более вертикальный наклон, чем противополож-
ные склоны, так как пики несимметричные. Асиммет-
рия пиков может объясняться сильной зависимостью
туннельных амплитуд от высот энергетических барье-
ров, которые меняются при сканировании транспорт-
ного напряжения.

3.4. Кулоновские корреляции и эффект памяти

Оставим зафиксированным транспортное напряже-
ние V = 25 мВ в рабочей точке «А» (рис. 6) и начнём
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Рис. 4. Спектральные плотности чисел заполнения модельной наносистемы 2× 2 при VL = 0 мВ, VR = 25 мВ, V1 = 593 мВ,
V2 = 567.4 мВ

Рис. 5. Координационная диаграмма модельной наносистемы
2× 2 при VL = 0 мВ, VR = 25 мВ, V1 = 593 мВ, V2 = 567.4

мВ

сканировать потенциалы обоих затворов V1 и V2. В
нашем приближении они будут линейно сдвигать каж-
дую квантовую точку вверх либо вниз на энергетиче-
ской диаграмме. Рассчитаем туннельный ток и изобра-
зим его в виде тепловой карты — диаграммы токовой
стабильности, рис. 7.

Области протекания туннельного тока имеют форму
«гребней», из которых вырисовываются контуры мно-
гоугольника с внутренними углами около 120◦. Подоб-
ная гексагональная форма, опоясывающая централь-
ный островок стабильности, напоминает типичные
диаграммы стабильности наноэлектронных систем,
управляемых двумя затворами [1].

Возникновение крупномасштабных изгибов
резонансно-туннельных «гребней» возможно толь-
ко благодаря учёту кулоновского взаимодействия. В

гипотетическом случае Uij = 0 изгибы пропадают,
и полосы становятся прямолинейными, рис. 8.

Присутствие некоторой «изрезанности» резонансно-
туннельных полос на диаграмме 7 иллюстрирует упо-
мянутый в конце раздела 3 недостаток стационарной
процедуры самосогласования. Если в областях «зазуб-
ренности» система может проявлять эффект памяти
и иметь несколько устойчивых стационарных состоя-
ний, то алгоритм самосогласования может там непред-
сказуемо сходиться к любому из них, (в вызывае-
мых подпрограммах библиотеки GSL используется ге-
нератор псевдослучайных чисел). Устранить данный
недостаток можно, задавая начальное состояние си-
стемы и отслеживая её эволюцию как переходный
во времени квантовый процесс, например, с помощью
нестационарного расширения НДТ Келдыша [10].

Примечательно, что на диаграмме стабильности ги-
потетической системы с «выключенным» кулоновским
взаимодействием (рис. 8) артефакты расчёта отсут-
ствуют. При этом из формул (7) и (8) конструктив-
но следует, что в чисто туннельной системе без куло-
новского взаимодействия гистерезис ВАХ невозможен.
Значит, подтверждается предположение о том, что «из-
резанность» диаграммы стабильности 7 есть проявле-
ние физически значимого эффекта памяти [26, 27],
который можно корректно воспроизвести моделируя
динамику системы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе была предложена, программ-
но реализована и протестирована процедура самосо-
гласованного решения стационарных уравнений Дай-
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Рис. 6. Полная энергетическая диаграмма и ВАХ при резонансном туннелировании

Рис. 7. Диаграмма стабильности модельной наносистемы 2×2

с кулоновскими корреляциями при V = 25 мВ

сона и Келдыша для наноэлектронной системы с ку-
лоновскими корреляциями и произвольным соотноше-
нием энергетических масштабов туннельных ампли-
туд, дискретности энергетических спектров ∆ε и теп-
ловых флуктуаций kBT . Эффективный гамильтони-
ан, изначально содержащий множество свободных па-
раметров, был параметризован геометрией модель-
ной системы двух последовательных двухуровневых
квантовых точек, что позволило сократить теоретиче-
скую неопределённость фактически до трёх энергети-
ческих параметров: U0, ∆ε и масштаба туннельного
взаимодействия B0.

На примере пробной наносистемы 2× 2 была проде-

Рис. 8. Диаграмма стабильности гипотетической системы без
кулоновских корреляций при V = 25 мВ

монстрирована способность неравновесной диаграмм-
ной техники дать исчерпывающее представление о пе-
рестройке энергетического спектра системы и провести
параллели с гибридизацией орбиталей в квантовой хи-
мии; недаром квантовые точки называют «искусствен-
ными атомами». Построение перенормированного спек-
тра с одной стороны и вычисление частичных туннель-
ных токов с другой подкрепили интуитивные представ-
ления о механизме резонансного туннелирования элек-
тронов через квантовую систему с кулоновскими кор-
реляциями. Определение чисел заполнения гибридизо-
ванных состояний выявило инверсию их заселённости,
моделирование которой может быть полезно в радио-
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физических или оптических приложениях. Сравнение
расчётных диаграмм токовой стабильности для систе-
мы с кулоновским взаимодействием и без него подтвер-
дило способность модели учитывать кулоновские кор-
реляции для заданного соотношения энергетических
параметров, а также дало указание на косвенное про-
явление эффекта памяти и на необходимость расши-
рения модели с помощью, например, нестационарного
варианта НДТ.

Помимо реализации последнего, имеются и дру-
гие перспективы исследования. Можно осуществить
предварительный расчёт пространственной электрон-
ной плотности невзаимодействующей системы в основ-
ном состоянии с целью уточнения потенциального про-
филя туннельных барьеров, одночастичных волновых
функций и уровней энергии локализованных состоя-
ний. Чтобы уточнение поведения туннельных ампли-
туд не было напрасным, следует отказаться от доволь-
но грубого перехода Bζ

ik ≃ Bζ
i (kF ) и вернуться к по-

следовательному вычислению электронных сумм, как
предписывают формулы (6). Также стоит учесть куло-
новские вклады второго порядка в собственной энер-
гии (11), чтобы проверить, при каких соотношениях
энергетических масштабов корректно текущее прибли-
жение, и расширить область его применимости.

Программную реализацию имеет смысл масштаби-
ровать до моделирования распределённых квантовых
систем, в которых нет необходимости учитывать взаи-
модействие «всех со всеми», как это сделано в насто-
ящей работе. Увеличение количества энергетических
уровней в квантовых точках, а также количества самих
квантовых точек возможно путём добавления кванто-

вых состояний в гамильтониан (1) и задания их же-
лаемой топологии (выбор ненулевых туннельных ам-
плитуд). Фактическая сложность расчётов для полно-
связного кластера из N состояний ведёт себя подобно
O(N6) (обращение матрицы Якоби со стороной N2),
хотя эта оценка и не учитывает «неявный перенос
сложности» в сходимость и устойчивость процедуры
самосогласования. Можно предположить, что именно
усложнение поиска самосогласованного решения огра-
ничит масштабируемость данного подхода, иначе по-
явился бы способ моделирования квантовой системы
с полиномиальной сложностью.

Помимо ограниченного масштабирования моделиру-
емой системы, гамильтониан (1) можно надстраивать,
добавляя новые взаимодействия: электрон-фононное,
электрон-фотонное, спин-спиновое и прочие магнит-
ные эффекты, что вкупе с нестационарным расширени-
ем открывает возможность качественного моделирова-
ния динамики экспериментальных систем нескольких
кубитов.
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Electronic transport via localized states in Keldysh non-equilibrium diagram technique
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Keldysh non-equilibrium diagram technique is used for a detailed description of electronic transport through a system
of localized states. Particular attention is paid to the predictive ability of the theory, for which the number of free
parameters in the second-quantized Hamiltonian is reduced. The employed formalism accounts for Coulomb interaction
and rigorously treats multi-electron effects and the discreteness of the energy spectra of such structures as induced
quantum dots, systems of impurity atoms, or charge centers of metal-organic framework polymers. The proposed
algorithm for calculating electric currents and occupation numbers of localized states is implemented in software and
tested on a model system with two consecutive two-level quantum dots. The calculated volt-ampere characteristic
and current stability diagram are intuitively explained using illustrative energy diagrams. The model successfully
reproduces typical single-electron effects: resonant tunneling, negative differential resistance, population inversion in
a multilevel system, Coulomb correlations and an indirect manifestation of the memory effect.
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