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Рассматривается алгебраическая формализации распределенной обработки больших данных.
Определяется понятие информационного пространства для заданной процедуры обработки дан-
ных и устанавливается критерий его минимальности. Доказывается существование минимального
информационного пространства, обеспечивающего самую компактную форму представления ин-
формации, содержащейся в данных, и позволяющего наиболее эффективно распараллелить их
обработку. Элемент этого пространства согласованным образом описывает информацию, содержа-
щуюся в соответствующем наборе данных. Показано, что в терминах информационного простран-
ства естественным образом выражаются понятия сложения информации и качества информации,
отражающие интуитивные представление о самом понятии информации. Также рассматриваются
преимущества использования минимального информационного пространства в модели распреде-
ленной обработки данных MapReduce. В контексте этой модели Map преобразует наборы исход-
ных данных в элементы информационного пространства, а Reduce объединяет все эти фрагменты
частичной информации в один элемент, представляющий все исходные данные. В качестве иллю-
страции анализируется несколько примеров процедур обработки данных и описывается структура
соответствующих минимальных информационных пространств.
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ВВЕДЕНИЕ

Данные в современных исследованиях нередко име-
ют огромный объём, распределены между многочис-
ленными сайтами и постоянно пополняются. В резуль-
тате собрать все относящиеся к исследованию дан-
ные на одном компьютере, как правило, невозможно
и непрактично, поскольку один компьютер не сможет
обработать их в разумные сроки. Подходящий алго-
ритм анализа данных должен, параллельно работая
на многих компьютерах, извлекать из каждого набо-
ра исходных данных некоторую промежуточную ком-
пактную «информацию», постепенно объединять ее и,
наконец, использовать накопленную информацию для
получения окончательного результата. По мере поступ-
ления новых данных он должен иметь возможность до-
бавлять содержащуюся в них информацию к накоплен-
ной и, в конечном итоге, обновлять результат.

Соответствующие технологии обработки данных по-
лучили мощный толчок с разработкой и реализаци-
ей модели распределённых вычислений MapReduce [1],
которая активно используется, в частности, для мас-
штабного анализа научных данных [2]. Наиболее по-
пулярной реализацией модели MapReduce является
Hadoop [3]. Впоследствии архитектура систем распре-
делённых вычислений получила новые реализации, на-
пример, Spark [4] и Flink [5]. Их технические осо-
бенности позволяют существенно повысить эффектив-
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ность распределённых вычислений. В то же время, ма-
тематические подходы, позволяющие исследовать и оп-
тимизировать параллельные реализации алгоритмов,
всё ещё находятся в зачаточном состоянии. Как пра-
вило, параллельные алгоритмы, используемые в таких
системах, разрабатываются на основе эвристических
соображений. Тем не менее, отметим работы [6, 7]
и [8], в которых подчеркивается важность алгебраиче-
ской формализации распределённых алгоритмов боль-
ших данных и, в частности, особую роль таких алгеб-
раических структур, как моноиды.

В работах [9–13] были рассмотрены различные кон-
кретные типы задач обработки данных и исследова-
ны возникающие в них специальные виды представле-
ния информации, содержащейся в данных. Было по-
казано, что для эффективной обработки распределён-
ных данных ключевую роль играет возможность вве-
дения специальной промежуточной формы представле-
ния информации, обладающей определёнными алгебра-
ическими свойствами. В рассмотренных задачах были
введены соответствующие информационные простран-
ства и исследованы их свойства.

Предлагаемый в данной статье подход подводит об-
щий фундамент под эти исследования путаем построе-
ния алгебраической формализации распределённой об-
работки данных. Определяется понятие информацион-
ного пространства для заданной процедуры обработ-
ки и, в частности, минимального информационного
пространства, реализующего максимально компактную
форму представления информации и, как следствие,
позволяющего наиболее эффективно распараллелить
обработку данных. При этом в терминах информаци-
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онного пространства естественным образом выража-
ются бинарная операция сложения фрагментов инфор-
мации и упорядочение, отражающее понятие качества
информации.

Следует отметить, что существует довольно много
подходов к понятию информация, например, комби-
наторный, вероятностный, алгоритмический [14], од-
нако все они определяют меру количества информа-
ции в том или ином контексте. Напротив, минималь-
ное информационное пространство приводит к поня-
тию именно информации, содержащейся в данных. Его
элементы реализуют максимально компактное пред-
ставление набора данных, обеспечивающее тот же
результат обработки что и этот набор. В результа-
те, информация, извлеченная из данных, полностью
заменяет эти данные.

1. ПРОЦЕДУРА ОБРАБОТКИ
И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Пусть D — множество возможных значений вход-
ных данных, а R — множество значений результатов
обработки. В задачах больших данных на вход про-
цедуры обработки поступают наборы элементов из D,
причём эти наборы могут быть распределены по мно-
гим компьютерам. Для математического представления
множества всех таких наборов с операцией их слияния
обычно используется свободный моноид D∗ с операци-
ей конкатенации. Такая алгебраическая структура из-
вестна как свободный моноид

Заметим, однако, что поскольку результат обработ-
ки обычно не должен зависеть от порядка поступления
данных, более удобно описывать пространство всевоз-
можных наборов исходных данных свободным ком-
мутативным моноидом D+ с множеством образую-
щих D. Его элементами являются конечные мульти-
множества на множестве D (в которых элемент мо-
жет повторяться несколько раз) с операцией сложения
мультимножеств (при которой кратности элементов
складываются).

Формально мультимножество x удобно отождеств-
лять отображением x : D → Z+. Тогда x(d) характери-
зует кратность элемента d ∈ D в мультимножестве x,
а |x| =

∑
d∈D x(d) определяет число элементов (мощ-

ность) мультимножества x. Такое суммирование кор-
ректно (и |x| < ∞) тогда и только тогда, когда число
элементов d ∈ D для которых x(d) > 0 конечно. Таким
образом,

D+ =
{
x : D → Z+

∣∣ |x| < ∞
}
.

Операция сложения мультимножеств x, y ∈ D+

описывается суммой соответствующих отображений:
(x + y)(d) = x(d) + y(d) для любого d ∈ D. Говорят
что мультимножество x содержится в y, x ⊆ y если
кратности элементов в x не превосходят кратностей
этих элементов в y, т.е. x(d) 6 y(d) для всех d ∈ D.
Заметим, что x ⊆ y ⇐⇒ ∃!z : y = x+ z.

Для конечных мультимножеств также будем исполь-
зовать обозначение типа x = {d1, . . . , dn}, считая, что
среди элементов d1, . . . , dn ∈ D могут быть одинако-
вые, а порядок элементов не имеет значения. Очевид-
но, в данном случае |x| = n.

Теперь мы можем формально определить понятие
процедуры обработки данных.

Определение 1 Процедура обработки с наборами дан-
ных из множества данных D и результатами из мно-
жества R определяется как отображение p из свобод-
ного коммутативного моноида D+ в множество R, т.е.
p : D+ → R.

Для обработки большого числа распределённых на-
боров данных с использованием процедуры p, необхо-
димо сначала собрать все эти наборы в одном месте
в виде одного большого набора и применить к нему
процедуру обработки. Чтобы избежать необходимости
передачи и хранения потенциально огромных объёмов
данных, возникает потребность модифицировать ис-
ходный алгоритм обработки, а именно, сначала под-
вергнуть данные предварительной обработке, чтобы
уменьшить занимаемый ими объём, а потом осуществ-
лять передачу и накопление данных в «сжатом» виде.
Однако, при таком «сжатии» данных не должно проис-
ходить потери информации, а именно, должна иметься
возможность получить из «сжатых» данных такой же
результат обработки, какой даёт исходная процедура
на оригинальных данных. Для математического описа-
ния этого подходы введем понятие информационного
пространства.

Напомним, что коммутативный моноид (U,+, 0)
это множество U с коммутативной и ассоциативной би-
нарной операцией + и нейтральным элементом 0, т.е.
имеют место свойства:

x+ y = y + x, (x + y) + z = x+ (y + z),

x+ 0 = x ∀x, y, z ∈ U.

Пусть (U,+, 0) и (U ′,+, 0) — два моноида. Отобра-
жение h : U → U ′ называется гомоморфизмом если
h(x+ y) = h(x) + h(y) и h(0) = 0.

Определение 2 Информационное пространство
(U, q, r) для процедуры p : D+ → R — это комму-
тативный моноид U , сюръективный гомоморфизм
q : D+ → U и отображение r : U → R, такие что
r ◦ q = p.

D+

U

R

q r

p

Иными словами, процедура обработки p пропуска-
ется через моноид U посредством гомоморфизма q. На
приведённой выше диаграмме коммутативные моноиды
и гомоморфизмы между ними выделены красным.
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Фактически, гомоморфизм q «сжимает» исходные
данные при сохранении возможности получить тот же
результат обработки (с помощью отображения r), что
и исходная процедура обработки p. Таким образом,
«сжатие» данных происходит без потери информации.
Гомоморфность этого отображения означает, что сум-
ме наборов данных отвечает сумма соответствующих
фрагментов информации, а его сюръективность обес-
печивает отсутствие в U «лишних» элементов, которые
никогда не могут возникнуть.

Заметим, что само множество наборов данных D+,
точнее, тройка (D+, id, p), где id : D+ → D+ — тожде-
ственный гомоморфизм, также является информацион-
ным пространством для p. Будем называть его исход-
ным информационным пространством.

2. МИНИМАЛЬНОЕ ИНФОРМАЦИОННОЕ
ПРОСТРАНСТВО

Эффект от использования информационного про-
странства определяется тем, насколько сильно оно поз-
воляет «сжать» данные. Чем «меньше» информацион-
ное пространство, тем лучшее «сжатие» информации
оно обеспечивает.

Определение 3 Пусть (U, q, r) и (U ′, q′, r′) два инфор-
мационных пространства для процедуры p : D+ →
R. Будем говорить, что информационное пространство
(U, q, r) меньше (лучше), чем (U ′, q′, r′) и обозначать
это как (U, q, r) ≪ (U ′, q′, r′), если существует отобра-
жение h : U ′ → U такое, что h ◦ q′ = q и r ◦ h = r′.

Поскольку q — сюръективный гомоморфизм, та-
кое преобразование информационных пространств
h единственно и также является сюръектив-
ным гомоморфизмом. Иными словами, (U, q, r) ≪
(U ′, q′, r′) если существует единственный гомомор-
физм h, для которого диаграмма коммутативна.

D+

U ′

U

R

q′

q

r′

r

h

В определении 3 требуется коммутативность левого
и правого треугольников диаграммы. Однако, согласно
следующей теореме, это условие может быть ослабле-
но, а именно, достаточно коммутативности лишь одно-
го из треугольников.

Теорема 1 Следующие условия эквивалентны:

1. (U, q, r) ≪ (U ′, q′, r′).

2. Существует отображение h : U ′ → U такое,
что q = h ◦ q′ (q пропускается через q′).

3. Существует сюръективный гомоморфизм h :
U ′ → U для которого r ◦ h = r′, т.е. (U, h, r)
является информационным пространством для
r′ : U ′ → R.

Отношение ≪ является предпорядком (рефлексивно
и транзитивно), причём если U ≪ U ′ и U ′ ≪ U , то эти
информационные пространства изоморфны. Очевидно,
исходное информационное пространство (D+, id, p) яв-
ляется максимальным для p. Особый интерес пред-
ставляет минимальное в смысле этого упорядочения
информационное пространство (U, q, r), обеспечиваю-
щее максимальное сжатие информации. Оно обладает
тем свойством, что любое информационное простран-
ство (U ′, q′, r′) для p факторизуется через него, т.е. су-
ществует (единственный) сюръективный гомоморфизм
h : U ′ → U такой что h ◦ q′ = q и r′ = r ◦ h.

Для доказательства существования минимального
информационного пространства дадим следующее

Определение 4 Будем говорить, что элементы x и y
из коммутативного моноида U неразличимы относи-
тельно отображения r : U → R и обозначать это как
x ∼r y, если

∀z ∈ U r(x + z) = r(y + z).

Теорема 2 Отношение ∼r является конгруэнцией,
т.е. отношением эквивалентности, согласованным
с алгебраической структурой на U :

x ∼r x
′ & y ∼r y

′ =⇒ x+ y ∼r x
′ + y′.

Из этого сразу следует, что множество классов экви-
валентности U/∼r =

{
[x]∼r

∣∣ x ∈ U
}

является комму-
тативным моноидом, в котором [x]∼r

+[y]∼r
= [x+y]∼r

,
0 = [0]∼r

(факторизация по конгруэнции порождает
фактормоноид) и каноническое отображение h : U →
U/∼r, определённое как h(x) = [x]∼r

, является гомо-
морфизмом.

Теорема 3 (Существование) Минимальное инфор-
мационное пространство для процедуры p : D+ → R
существует и с точностью до изоморфизма
совпадает с фактормоноидом (D+/∼p, q, r) по
конгруэнции неразличимости на D+ относительно
p. При этом q : D+ → D+/∼p — соответству-
ющий канонический гомоморфизм, q(x) = [x]∼p

,
а отображение r : D+/∼p → R определяется как
r([x]∼p

) = p(x) для любого x ∈ D+.

Во многих практических задачах (см., напр. [9, 10,
12, 13]) анализ процедуры обработки нередко позво-
ляет предложить естественный вариант удобного ин-
формационного пространства. Следующее утвержде-
ние позволяет установить его минимальность.

Теорема 4 (Критерий минимальности)
Информационное пространство (U, q, r) явля-
ется минимальным тогда и только тогда, ко-
гда все его элементы различимы относительно
конгруэнции ∼r.

Отметим, что в минимальном информационном про-
странстве, различные наборы данных, содержащие
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Рис. 1. Параллельная обработка распределённых данных с использованием минимального информационного пространства в
модели MapReduce

одинаковую информацию относительно процедуры p
(т.е. неразличимые относительно ∼p), представляют-
ся одним и тем же элементом. Поэтому мы можем
с полным правом считать, что элемент минимально-
го информационного пространства представляет не что
иное, как информацию, содержащуюся в соответству-
ющем наборе данных. Это приводит к возможности ма-
тематического определения информации, содержащей-
ся в данных, как элемента минимального информаци-
онного пространства.

3. КАЧЕСТВО ИНФОРМАЦИИ

Алгебраическая структура информационного про-
странства позволяет естественным образом определить
понятие качества информации.

Определение 5 Для элементов x и y информацион-
ного пространства U будем говорить, что x лучше
(представляет больше информации), чем y и обозна-
чать x < y если ∃z ∈ U x = y + z.

Это определение отражает то, что больший (в смыс-
ле включения) набор данных содержит больше инфор-
мации.

Отношение качества на информационном простран-
стве U является отношением предпорядка, согласован-
ным с алгебраической структурой, т.е.

x′
< x & y′ < y =⇒ x′ + y′ < x+ y, x < 0.

Более того, если h : U ′ → U — преобразование инфор-
мационных пространств, то h сохраняет упорядочение
качества: x < y =⇒ h(x) < h(y).

4. НАКОПЛЕНИЕ ИНФОРМАЦИИ В МОДЕЛИ
MAPREDUCE

Минимальное информационное пространство обес-
печивает наиболее экономичную форму хранения ин-
формации, содержащейся в данных, а соответствую-
щая бинарная операция позволяет единообразно скла-
дывать фрагменты информации, полученные из раз-
ных источников. В результате этого, использование
минимального информационного пространства позво-
ляет максимально эффективно распараллеливать про-
цесс накопления информации в рамках модели распре-
делённого анализа данных MapReduce [1] и организо-
вать эффективную обработку без необходимости пере-
дачи и накопления самих исходных данных. В кон-
тексте этой модели Map преобразует наборы исход-
ных данных в элементы информационного простран-
ства, а Reduce объединяет все эти фрагменты частич-
ной информации в один элемент, представляющий все
исходные данные, рис. 1.

В процессе обработки из каждого набора исходных
данных — элементы моноида D+ извлекается мак-
симально компактная информация — элемент мини-
мального информационного пространства D+/∼p; да-
лее все эти элементы частичной информации склады-
ваются и получается информация, представляющая все
наборы данных; из которой вычисляется окончатель-
ный результат обработки — элемент множества R.

Отметим, что минимальное информационное про-
странство определяет «оптимальную» математическую
структуру для представления информации, содержа-
щейся в данных, и описывает «теоретический предел»
компактности представления информации.

5. ПРИМЕРЫ

В данном разделе мы рассмотрим три примера про-
цедуры обработки и соответствующие минимальные
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информационные пространства. Доказательство мини-
мальности этих пространств опирается на теорему 4.

5.1. Среднее

Пожалуй простейшим примером процедуры обработ-
ки является вычисление среднего для набора чисел.
Благодаря своей прозрачности, он позволяет легко про-
иллюстрировать рассмотренные выше понятия.

Итак, пусть D = R = R и

p
(
{x1, . . . , xn}

)
=

1

n

n∑

i=1

xi,

где x1, . . . , xn ∈ R. Тогда минимальное информацион-
ное пространство (U, q, r) определяется моноидом

U =
{
(n, S)

∣∣ n ∈ N, S ∈ R
}
∪ {(0, 0.)}

с операцией сложения

(n, S) + (n′, S′) = (n+ n′, S + S′),

гомоморфизмом

q
(
{x1, . . . , xn}

)
=

(
n,

n∑

i=1

xi

)

и отображением

r(n, S) =
S

n
.

То, что (U, q, r) является информационным простран-
ством для p, легко проверяется, а его минимальность
доказывается с помощью теоремы 4.

Таким образом, независимо от объёма набора дан-
ных {x1, . . . , xn}, вся информация о нём, необходимая
для вычисления среднего, представляется парой чисел,
натурального n и вещественного S. Дополнительный
элемент (0, 0.) является нейтральным в U . Он описыва-
ет отсутствие информации и отвечает пустому набору
данных.

Несложно проверить, что частичный порядок, опи-
сывающий качество информации,

(n, S) < (n′, S′) ⇐⇒ n > n′ ∨ (n, S) = (n′, S′),

т.е., чем больше элементов в наборе, тем лучше ин-
формация.

5.2. Медиана

Пусть, как и в предыдущем примере, D = R = R и
p
(
{x1, . . . , xn}

)
= медиана

(
{x1, . . . , xn}

)
.

Оказывается, относительно такой процедуры обра-
ботки все элементы исходного (максимального) инфор-
мационного пространства (R+, id, p) различимы и сле-
довательно, по теореме 4, оно является также и ми-
нимальным. Это означает, что для процедуры вычис-
ления медианы, никакое более компактное представ-
ление информации, чем исходные данные, принципи-
ально невозможно. Таким образом, с точки зрения

возможности компактного представления информации
и распараллеливания, процедуры вычисления среднего
и медианы представляют диаметрально противополож-
ные примеры.

Поскольку минимальное информационное простран-
ство совпадает с исходным, частичный порядок, опи-
сывающий качество информации, имеет тривиальный
вид:

{x1, . . . , xn} < {y1, . . . , ym} ⇐⇒

⇐⇒ {x1, . . . , xn} ⊇ {y1, . . . , ym},

т.е. второй набор просто содержится в первом как под-
мультимножество.

5.3. Оптимальное линейное оценивание

Рассмотрим линейное измерение [15] неизвестного
вектора x из евклидова пространства D

y = Ax+ ν.

Здесь A : D → R — линейное отображение, ν ∈ R —
случайный вектор с Eν = 0 и корреляционным опера-
тором S > 0, а y ∈ R — результат измерения.

Оптимальная линейная оценка вектора x даётся вы-
ражением [15]

x̂ = p(y,A, S) =
(
A∗S

−1

A
)−1

A∗S
−1

y.

Рассмотрим теперь серию независимых линейных
измерений одного и того же вектора x

yi = Aix+ νi, i = 1, . . . , n,

где yi ∈ Ri — результаты измерений, а пространства
Ri могут различаться; Ai : D → Ri; νi ∈ Ri — случай-
ные векторы с корреляционными операторами Si > 0.
Вся исходная информация об i-том измерении пред-
ставляется тройкой (yi, Ai, Si), а множество данных D
представляет собой множество всех троек такого вида.

Как показано в [10], оптимальная линейная оцен-
ка для набора данных

{
(y1, A1, S1), . . . , (yn, An, Sn)

}
∈

D+ даётся выражением

x̂ = p
({

(y1, A1, S1), . . . , (yn, An, Sn)
})

=

=

(
n∑

i=1

A∗
iS

−1

i Ai

)−1

n∑

i=1

A∗
iS

−1

i yi.

Отсюда несложно получить, что в качестве «есте-
ственного» информационного пространства удобно
взять моноид

U =
{
(u, T )

∣∣ T : D → D, T > 0, u ∈ imT
}

с операцией сложения

(u, T ) + (u′, T ′) = (u + u′, T + T ′)
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и нейтральным элементом (0D, 0D→D).

Гомоморфизм, переводящий набор данных в соот-
ветствующий элемент информационного пространства
определяется как

q
({

(y1, A1, S1), . . . , (yn, An, Sn)
})

=

=

(
n∑

i=1

A∗
i S

−1

i yi,

n∑

i=1

A∗
i S

−1

i Ai

)
,

а отображение, строящее оценку x̂ на основе информа-
ции (u, T ), определяется как

x̂ = r(u, T ) = T
−1

u.

Теорема 4 позволяет установить, что это информа-
ционное пространство (U, q, r) является минимальным.

Частичный порядок, описывающий качество инфор-
мации, определяется как

(u, T ) < (u′, T ′) ⇐⇒ T −T ′
> 0 ∧ u−u′ ∈ im(T −T ′).

Заметим, что в случае нормальных распределений
компоненты u и T имеют интересный теоретико-
статистический смысл. Вектор u является минималь-
ной достаточной статистикой, а оператор T представ-
ляет информационную матрицу Фишера [16] для ре-
зультата измерения (и достаточной статистики u), см.

напр., [17]. Как известно, матрица Фишера описыва-
ет количество (возможно, правильнее сказать, каче-
ство) информации, содержащейся в измерении. Таким
образом, информация (u, T ) в данном контексте пред-
ставляет собой минимальную достаточную статистику
плюс детальную характеризацию её информативности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Как показано в данной работе, при весьма общих
предположениях, проблема оптимизации распределен-
ной обработки данных приводит к математическому
представлению информации, содержащейся в данных,
как элементу минимального информационного про-
странства. При этом в терминах информационного про-
странства естественным образом выражаются сложе-
ние и качество информации.

Понятие информации всегда было предметом пре-
имущественно теоретического интереса. Однако, в по-
следнее время, потребность эффективно манипулиро-
вать огромными распределенными массивами данных
выдвигает новые требования к осмыслению и форма-
лизации понятия информации. Бурное развитие про-
блематики больших данных приводит к необходимо-
сти построения компактных, эффективных и хорошо
организованных форм представления информации. Та-
кие идеальные формы могут отражать самую суть ин-
формации, содержащейся в данных. Поэтому изуче-
ние таких форм и их свойств может приблизить нас
к адекватному математическому описанию самого по-
нятия информации.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ, грант № 19-29-09044.
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Optimizing big data distributed processing:
Algebraic foundations and the concept of information
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An algebraic formalization of distributed processing of big data is considered. The concept of information space is
defined for a given data processing procedure and a criterion for its minimality is established. The existence of a
minimal information space is proved, which provides the most compact form of representation of the information
contained in the data and allows the most efficient parallelization of data processing. An element of this space
describes in a consistent way the information contained in the corresponding data set. It is shown that in terms of
the information space, the concepts of information addition and information quality are naturally expressed, reflecting
the intuitive idea of the very concept of information. The advantages of using the minimal information space in the
MapReduce distributed data processing model are also considered. In the context of this model, Map transforms the
original data sets into information space elements, and Reduce combines all these pieces of partial information into a
single element representing all the original data. By way of illustration, several examples of data processing procedures
are analyzed and the corresponding minimal information spaces are presented.
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