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Статья посвящена решению обратной задачи распространения галактических космических лу-
чей (ГКЛ) от близкого источника (сверхновой) до наблюдателя посредством построения модели
транспорта космических лучей c анизотропным тензором диффузии. Рассмотрена модель вклада
точечного источника в фоновый спектр космических лучей, по лучшему фиту для χ

2 проведена
аппроксимация наблюдаемых спектров протонов по данным NUCLEON, CALET и DAMPE. По
оцененным расстояниям представлена возможная интерпретация колена КЛ (космических лучей)
в области 10 ТэВ. Сделано предположение о возможных кандидатах, вызывающих изменение на-
блюдаемого спектра.
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ВВЕДЕНИЕ

Последние результаты экспериментов в физике кос-
мических лучей, такие как NUCLEON [1], CALET [2]
и DAMPE [3], а также и более ранние исследова-
ния [4] указывают на изменение показателя наклона
спектра в области 1013 эВ (малое колено КЛ). Дан-
ное отклонение может быть объяснено рядом особен-
ностей: вкладом спектра остатка близкой сверхновой
в фоновый спектр, а также диффузионным транспор-
том ГКЛ в неоднородном магнитном поле Галактики.

В работе приведено решение стационарной задачи
диффузионного транспорта в приближении анизотроп-
ной диффузии в Галактике для различных видов тензо-
ра диффузии, а также создана математическая модель
распространения потока космических лучей от близко-
го источника, основанная на решении данной задачи.
Проведена аппроксимация свободных параметров моде-
ли по экспериментальным данным и построена область
для наиболее вероятного положения такого источника.

1. МОДЕЛЬ ТРАНСПОРТА

Заряженные частицы КЛ эффективно рассеиваются
на турбулентных магнитных неоднородностях, волно-
вой вектор k которых удовлетворяет условию |k| =
2π/rg [5], где rg — гирорадиус частицы с зарядом Ze
и импульсом p в магнитном поле величиной B равен
rg = p

ZeB = R
cB , где R — магнитная жесткость частицы

и c — скорость света в вакууме.
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В результате, движение частиц КЛ в Галактике
представляет собой случайное изменение направления.
Его можно рассматривать как марковский процесс,
в котором частица «забывает» о своем первоначаль-
ном направлении движения на масштабе траектории,
равном пробегу рассеяния λ(R). В таком случае ско-
рость диффузии будет определяться коэффициентами
в тензоре.

D̂ =





Dxx 0 0
0 Dyy 0
0 0 Dzz



 . (1)

Диагональные коэффициенты тензора диффузии по-
лучены в [6] и имеют вид:

Dxx = 7.995 · 1024 ·R−0.0061/
(

3.068 · 1016
)2

, пк2/c,

Dyy = 7.196 · 1024 · R−0.0155/
(

3.068 · 1016
)2

, пк2/c,

Dzz = 4.881 · 1030 ·R−1.034/
(

3.068 · 1016
)2

, пк2/c.

В простейшем случае диффузия КЛ описывается од-
нородной (в иностранной литературе «leaky-box») мо-
делью, т. е. моделью [7], где перенос частиц опреде-
ляется средним временем истекания из Галактики, при
этом диффузия является изотропной по всем направ-
лениям. Предполагается, что концентрация КЛ в Га-
лактике постоянна, их убывание происходит за счет
истекания из Галактики, а восполнение — за счет об-
разования в источниках (сверхновых). В данной рабо-
те рассматривается постепенное усложнение Leaky box
model, заключающееся в приближении анизотропной
диффузии. Тогда диффузионное уравнение в предполо-
жении, что источник точечный можно записать в ви-
де [8]:

∇D̂∇f = Aδ3 (r− r0) , (2)
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где D̂ определяется выражением (1), f — поток от ис-
точника, r — радиус-вектор частицы, A — коэффици-
ент пропорциональности.

В расчетах использовались следующие параметры
диска Галактики: цилиндр с диаметром a ≈ 30000 пк
и толщиной h ≈ 1000 пк. При этом h — толщина
диска без гало, т. к. в случае анизотропной диффу-
зии тензор (1) на границе диск–гало терпит разрыв,
и в рассматриваемой модели данная особенность при-
водит к неправильным результатам [9]. Магнитное по-
ле Галактики состоит из регулярной и турбулентной
компонент, при этом случайная составляющая турбу-
лентного магнитного поля Галактики характеризуется
максимальным масштабом L = 300 пк [10]. Для по-
ля величины B ∼ 3 мкГс гирорадиус протона с энер-
гией 10 ГэВ составляет примерно 1 а.е. (характер-
ное расстояние от Земли до Солнца), при энергии
10 ТэВ — примерно 1000 а.е. В свою очередь харак-
терное время жизни КЛ в Галактике в приведенном
диапазоне энергий существенно зависит от рассматри-
ваемой модели, так в модели с гало это TГ = 108 лет,
а в дисковой модели, рассматриваемой в данной ста-
тье TД = 3 · 106 лет [11]. Наша солнечная система
расположена на сравнительно большом расстоянии от
центра Галактики, и в отсутствии диффузии должно
было бы наблюдаться существенное превышение пото-
ка КЛ из центра Галактики над потоком с противопо-
ложного направления. Однако данный эффект не на-
блюдается, что является следствием сильного «переме-
шивания» КЛ при их распространении от источников
возникновения [5]. Наблюдаемое соотношение легких
(Z=3÷5) и средних ядер (Z=6÷9) с энергией, превы-
шающей 3 ГэВ/нуклон, составляет NL/NM = 0.3 [5].
Так как легкие ядра не образуются в звездах в це-
почках термоядерного синтеза, то, следовательно, они
должны образовываться при взаимодействии частиц
КЛ со средой. При этом КЛ должны пройти доста-
точную толщу вещества 5–10 г/см2 [12], в то вре-
мя, как при пересечении Галактики по прямой (при
отсутствии диффузии) эта толща вещества составила
бы всего x = 0.83 г/см2 [11]. Таким образом, можно
говорить о диффузионном распространении КЛ.

В (2) сделаем замену переменных f̃ (x̃, ỹ, z̃) =
f
(√

Dparx,
√

Dpary,
√
D⊥z

)

и разобьем функцию f на
g(z) · h(x, y). В данном приближении будем считать,
что если частица покидает область диска Галактики,
то вернуться она уже не может и, следовательно, при
условии равенства нулю потоков на всей поверхности
уравнение примет вид:

∆f̃ = − 1

Dpar ·D⊥

δ (r̃ − r̃0) . (3)

Для цилиндрических координат согласно [13, 14] по-
лучим:

{

1
ρ

∂
∂ρ

(

ρ∂f̃(r,r0)
∂ρ

)

+ ∂2f̃(r,r0)
∂z2 = 0, 0 < ρ < a,

f̃ |S = 0, r, r0 ∈ Ω,
(4)

где Ω — цилиндрическая область, а ρ и z — соот-
ветствующие координаты, D⊥ = Dxx = Dyy — ко-
эффициент тензора диффузии для плоскости диска,
Dpar = Dzz.

Тогда задача сводится к стандартной задаче опреде-
ления потенциала заряда в проводящем заземленном
цилиндре, и решение уравнения имеет вид:

f̃ =
1

4π

∞
∑

s=0

(ρ− ρ′) · cos (s (φ− φ0))×

×
∫ ∞

0

e−k(z−z0) · Js (kb)Js (kρ) dk, (5)

где Js — цилиндрические функции, источник располо-
жен в точке ρ = b, φ = φ0, k = xn

a , n = 1, 2, 3...,.

Аналитическое восстановление f по f̃ представляет-
ся невозможным, поэтому на данном этапе мы допус-
каем упрощение поставленной задачи, и система (4)
переписывается с граничными условиями f̃ |r→∞ = 0.

Тогда, возвращаясь к старым координатам, получим:

f ≈ 1
√
Dxx ·Dzz ·

√

(x−x0)
2

Dxx

+ (y−y0)
2

Dyy

+ (z−z0)
2

Dzz

. (6)

Предположим, что распределение источни-
ков в диске происходит по закону Гаусса

g(x, y) = 1
2πσxσy

e
− x

2

2σ2
x

−
y
2

2σ2
y , а в перпендикулярном

к нему направлении равномерно g̃(z) = const, здесь
σx, σy — дисперсии соответствующих координат [15].
Для фиксированных показателей наклона спектра
γ в постановке задачи (4) проводилось численное
интегрирование для полного потока КЛ Φ:

Φ =

∫

V

g̃(z) · g(x, y) · Eγ

√
Dxx ·Dzz ·

√

(x−x0)
2

Dxx

+ (y−y0)
2

Dyy

+ (z−z0)
2

Dzz

dV

(7)
Полученный результат представлен на рис. 1.

Рис. 1. Вид энергетического спектра космических лучей
в диапазоне 1 ТэВ–100 ПэВ
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Рис. 2. Зависимость показателя наклона наблю-
даемого спектра от показателя наклона спектра в
источнике

Рис. 3. Определение наиболее вероятного положе-
ния источника для γ = −3.1

Здесь оранжевым цветом отмечен наблюдаемый
энергетический спектр Φс показателем γ = −2.7, а си-
ним с γ = −2.9.

В большинстве программных пакетов таких, как
GALPROP [16], PICARD [17] или DRAGON2 [18] чис-
ленное решение из-за использования разностной схе-
мы возможно только в прямом случае в изотропном
приближении, при этом данные программные паке-
ты либо не решают обратную задачу распространения
ГКЛ (PICARD), либо требуют большие вычислитель-
ные мощности (GALPROP), что в случае замены изо-
тропного тензора на анизотропный многократно уве-
личивает время вычислений. В нашей модели, после
расчета потока Φ решалась обратная задача, заклю-
чающаяся в восстановлении спектра в источнике по
наблюдаемому спектру: для каждого значения γ в диа-
пазоне от γ = −3.2 до γ = −2.0 определено значе-
ние наклона спектра от спектра в источнике и по-
строена зависимость, которая хорошо аппроксимиру-
ется линейной функцией. После чего определено наи-
лучшее значение для γ, которое использовано в модели
близкого источника для определения кандидата, вы-
зывающего изменение наблюдаемого спектра. Зависи-
мость наблюдаемого наклона спектра от спектра в ис-
точнике для протонов при различных показателях γ
представлена на рис. 2.

2. МОДЕЛЬ БЛИЗКОГО ИСТОЧНИКА

Из ранее опубликованных работ [6] следует, что ма-
тематическая модель потока КЛ строится как сумма
покомпонентного вклада фона и источника:

Fsumm = Fbgr(R) + F (R), (8)

где R — магнитная жесткость. В качестве фо-
на была выбрана простая степенная зависимость

Fbgr(R) = a0R
−γ , где параметры a0 и γ брались из дан-

ных экспериментов NUCLEON [1], ATIC [19], AMS [4]
и DAMPE [3] по протонам в области 50–3000 ГэВ (об-
ласть до излома). Спектр в источнике в таком слу-
чае задается двойным степенным законом с изломом
и сшивкой функций в точке излома [20]. Функция ис-
точника примет вид:

Qi(R, r, t) = R−γ

(

1 +

(

R

Rmax

)ω)−δγ/ω

×

× δ (r− r0) δ (t− t0) , (9)

где γ — показатель спектра до излома, δγ — разни-
ца в показателях спектров до и после излома, ω —
коэффициент сглаживания излома, Rmax — положение
излома.

Тогда для близкого источника при введении
Q(R, r, t) можно записать классическое диффузионное
уравнение:

∂N(R)

∂t
−∇

(

D̂∇N
)

= Q(R, r, t), (10)

где N — концентрация КЛ, D̂ — диагональный тензор
диффузии, вычисляемый по формуле (1).

Для решения уравнения (10) введем функцию Гри-
на [21, 22], тогда в анизотропном случае получим:

G(Dα, D⊥, r, t) =
exp

[

−r(α)2

4Dα·t

]

(4π ·Dα · t)3/2
·
exp

[

−r(z)2

4D⊥·t

]

(4π ·D⊥ · t)3/2
. (11)

Здесь брались диффузионные коэффициенты в плос-
кости диска Галактики Dα и перпендикулярно
к немуD⊥ = Dzz, подробное описание модели при-
ведено в п. 1. Отметим, что свертка интеграла с δ-
функцией дает значение интересующего нас выраже-
ния [23], поэтому интеграла в формуле (11) нет. Так
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Рис. 4. Аппроксимация экспериментальных данных: красная пунктирная линия – наблюдаемый вклад
близкого источника Vela Junior, красная сплошная линия – суперпозиция фона и спектра источника,
определяемая выражением (8)

как поток от мгновенного точечного источника с за-
данной магнитной жесткостью R выражается функци-
ей Грина уравнения диффузии, то поток космических
лучей F , удовлетворяющий уравнению (10) для точеч-
ного источника в приближении мгновенной вспышки
со спектром Qi(R, r, t), вычисляется как:

F (R, r, t) = (c/4π) ·G(Dα, D⊥, r, t) ·Qi(R, r, t). (12)

1.2. Аппроксимация экспериментальных данных

Для дальнейшего определения потенциального близ-
кого источника, вносящего изменение в наблюдаемый
спектр, необходимо определить параметры, такие, как
расстояние до него и энергию взрыва. Для этого урав-
нение (12) аппроксимировалось по свободным пара-
метрам методом градиентного спуска для нахождения
наиболее вероятного положения источника. Свобод-
ными параметрами являлись возраст источника, его
продольная и поперечная составляющие координаты
(радиус-вектор источника). Этот этап осуществ-
лен с использованием стандартных пакетов Wolfram
Mathematica.

На рис. 3 видна общая структура поверхности, опи-
сывающей нормированную вероятность: по оси абсцисс
отложен возраст источника t в кгодах, по оси орди-
нат расстояние до источника r в кпк, а по оси аппли-

кат χ2 =
∑

i

[(

fmod
i − Fi

)

/σi

]2
, здесь fmod

i — вклад
модельных спектров, Fi — точки экспериментальных
спектров, σi — соответствующие ошибки. Определе-
но наивероятнейшее положение источника: оно лежит
в интервале от 0.2 до 0.7 кпс. Для определения кан-
дидата был рассмотрен каталог гамма-пульсаров по
данным эксперимента Fermi-LAT [24] а также каталог

радио-пульсаров ATNF [25]. Так как расстояние и воз-
раст определены довольно неточно, то в своих расчетах
мы пользовались минимальными оценками расстояния
до каждого источника для того, чтобы оценить макси-
мально возможный его вклад.

Лучшем кандидатом является сверхновая Vela Junior
(G266.2?1.2, RX J0852.0-4622), что согласуется с ранее
опубликованными работами [26]. Далее, по определен-
ным параметрам R, r, t для данного источника прово-
дилась аппроксимация экспериментальных данных по
протонам в предположении (8). Данные результаты
представлены на рис. 4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Численно была решена обратная задача распро-
странения ГКЛ. На основании предложенной мо-
дели и экспериментальных данных был оценен
наклон спектра в источнике в приближении ани-
зотропной диффузии.

2. Были аппроксимированы экспериментальные
данные NUCLEON, CALET, DAMPE и др. по
протонам в области 10 ТэВ моделью близкого
источника по лучшему фиту для χ2

i в случае
анизотропного тензора.

3. Поиск кандидатов на роль близкого источни-
ка, определяющего форму малого колена в спек-
тре протонов, показал, что кандидатом, подходя-
щим по возрасту и расстоянию, является оста-
ток сверхновой Vela Junior (при минимальной
оценке расстояния) при этом построенная модель
довольно хорошо описывает экспериментальные
данные.
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Solution of the stationary problem of GCR propagation with an anisotropic diffusion tensor
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The article is concerned with the inverse problem solution of the propagation of galactic cosmic rays (GCR) from a
close source (supernova) to an observer by means of constructing a model of cosmic ray transport with an anisotropic
diffusion tensor. A model of the contribution of a point source to the background spectrum of cosmic rays is considered.
The best fit for the approximation of the observed proton spectra according to the data from NUCLEON, CALET,
and DAMPE was determined. According to the estimated distances, a possible interpretation of the CR (cosmic ray)
knee in the region of 10 TeV is presented. An assumption is made about possible candidates causing a change in the
observed spectrum.
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