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На основе современных данных AME2020 рассмотрены такие массовые соотношения, связанные
с нейтрон–протонными корреляциями, как ∆np, δVnp и соотношения Гарви–Келсона, используемые
для предсказания масс неизвестных атомных ядер. Проведен анализ поведения этих характеристик
в рамках модели жидкой капли и в микроскопическом подходе Хартри–Фока в сравнении с совре-
менными экспериментальными данными. Получены новые аппроксимации соотношений ∆np и δVnp

от массового числа A.
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ВВЕДЕНИЕ

На сегодняшний день известно около 3500 ядер, но
предполагается, что число ядер должно быть около
7000. Характеристики неизвестных изотопов, в первую
очередь, их массы, важны для определения границ су-
ществования ядер. Характеристики тяжелых изотопов
важны для постановки экспериментов по синтезу но-
вых элементов, также особый интерес для моделиро-
вания астрофизических процессов представляют неиз-
вестные нейтрон-избыточные изотопы в области трека
r-процесса [1–3].

Существуют различные подходы, позволяющие с той
или иной точностью оценить массу и энергию свя-
зи неизвестных атомных ядер. Теоретические методы
включают макроскопические подходы (капельная мо-
дель ядра), рассматривающие ядро как каплю ядер-
ной материи, и микроскопические (например подход
Хартри–Фока), решающие задачу описания системы
нуклонов и основанные на свойствах межнуклонно-
го взаимодействия. Существенные успехи достигнуты
в рамках макро-микроскопических подходов, основан-
ных на модели жидкой капли и включающих в себя
поправки на эффекты оболочечной структуры атомных
ядер (например, модель FRDM [4]).

Достаточно эффективным для предсказания масс яв-
ляется также феноменологический подход, использую-
щий простые алгебраические линейные соотношения
масс соседних ядер. Поскольку массовая поверхность
Mядра(N,Z) является непрерывной, то возможно пред-
сказание массы неизвестного ядра на основе локаль-
ной совокупности экспериментальных значений. При-
мером данного подхода служат соотношения Гарви–
Келсона [5, 6], а также методика на основе соотно-
шения для оценки остаточного np-взаимодействия [7].
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Несмотря на простоту и прозрачность метода, данный
подход обладает высокой предсказательной точностью
(отклонения могут составлять от 60 до 300 кэВ) [1].

Ранее в работе [8] нами были рассмотрены раз-
личные массовые соотношения, связанные с нейтрон-
протонными корреляциями, и получены аппроксима-
ции для вкладов спаривания тождественных нуклонов
и энергии np-взаимодействия в зависимости от массо-
вого числа A. Поскольку некоторые из этих соотноше-
ний показали свою эффективность для предсказания
масс неизвестных ядер, важно проанализировать пове-
дение соответствующих характеристик на основе со-
временных экспериментальных данных AME2020 [9],
а также сравнить их с расчетами в различных модель-
ных подходах, позволяющих выделить те или иные
особенности структуры ядра. Мы рассмотрим такие
наиболее активно обсуждаемые соотношения для оцен-
ки np-корреляций, как ∆np [10] и δVnp [11], на ос-
нове современных экспериментальных данных, а так-
же в рамках модели жидкой капли (LDM) и на ос-
нове расчетов методом Хартри–Фока с взаимодействи-
ем Скирма (SHF). Используемая нами модель жидкой
капли позволяет учесть эффект спаривания нуклонов,
но не включает в себя поправок на оболочечную струк-
туру ядра, в то время как расчеты в SHF без уче-
та спаривания позволяют продемонстрировать влияние
оболочечной структуры.

1. СООТНОШЕНИЯ ГАРВИ–КЕЛСОНА

В 1966 г. в работах [5, 6] был впервые использован
метод предсказания масс неизвестных атомных ядер
на основе локальных массовых соотношений. Он ос-
нован на формулах, связывающих массы (или энергии
связи B(N,Z)) шести близко расположенных нукли-
дов и известных как поперечное (GKT ) и продольное
(GKL) соотношения Гарви–Келсона (рис. 1, а,б):
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GKT : −B(N +2, Z− 2)+B(N,Z)−B(N,Z− 1)+

+B(N+1, Z−2)−B(N+1, Z)+B(N+2, Z−1) = 0.
(1)

GKL : +B(N,Z−2)−B(N+2, Z)+B(N+2, Z−1)−

−B(N + 1, Z − 2) +B(N + 1, Z)−B(N,Z − 1) = 0.
(2)

Соотношения Гарви–Келсона базируются на моде-
ли независимых частиц в предположении медленно-
го изменения одночастичных характеристик нукло-
нов в атомных ядрах с ростом A и включают в се-
бя требование равенства 0 суммы проекций изоспина
используемых ядер.
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Рис. 1. Локальные массовые соотношения на NZ-диаграмме:
соотношения Гарви–Келсона [5] GKT (а), GKL (б), оцен-
ка np-взаимодействия в нечетно-нечетных ядрах ∆np (в)
и соотношения δVnp в четно-четных (г), четно-нечетных (д)
и нечетно-четных (е) ядрах. Цветом отмечено ядро (N,Z)

Соотношения (1) и (2) могут быть использованы для
предсказания массы неизвестного шестого ядра на ос-
нове пяти известных. В силу своей структуры наибо-
лее продуктивным с точки зрения продвижения от ли-
нии стабильности в области протонного или нейтрон-
ного избытка является поперечное соотношение GKT .
Поскольку карта известных изотопов постоянно рас-
ширяется, актуальной является проверка точности вы-
полнения данных соотношений на основе современных
экспериментальных данных. На рис. 2 представлены
зависимости соотношений GKT и GKL от массового
числа A > 11 на базе данных AME2020. Видно, что
разброс значений в области легких ядер для попе-
речного соотношения существенно больше и достига-
ет 4 МэВ, при том, что для продольного соотношения
эта величина не превышает 2.5 МэВ. Данное разли-
чие вполне соответствует характеру массовой поверх-
ности в данной области, где линия стабильности идет
по линии N = Z, оболочечная структура ярко вы-
ражена и играет значительную роль в формировании
характеристик ядра.

Для более тяжелых ядер в области A > 40 сред-
неквадратичное отклонение от 0 для GKT составляет
286.7 кэВ, а для GKL — 200.7 кэВ. В этой области уже
практически отсутствуют ядра с N = Z, дающие наи-
более значительные отклонения от 0, а отклонения для
магических ядер не отличаются от общей тенденции,
что свидетельствует о том, что соотношения Гарви–
Келсона не чувствительны к оболочечным эффектам.

2. ОЦЕНКА ОСТАТОЧНОГО
НЕЙТРОН-ПРОТОННОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ∆np

Дальнейшее развитие метода локальных массовых
соотношений было сделано в работах Янеке [7, 12].
Приняв во внимание, что по мере удаления от линии
стабильности предсказания соотношений GKT и GKL

все больше расходятся и точность расчетов существен-
но падает, было предложено использовать оценку оста-
точного нейтрон-протонного взаимодействия ∆np. Пре-
имущество такого подхода заключается в том, что в со-
отношение ∆np входят энергии связи только для четы-
рех соседних ядер, что значительно повышает точность
расчетов. Величина ∆np в случае нечетно-нечетных
ядер определяется как разность энергии отделения па-
ры нейтрон-протон Snp и суммы энергий отделения
протона Sp и нейтрона Sn от замкнутого дважды ма-
гического остова (N − 1, Z − 1) [10]:

∆np(N,Z) = Snp(N,Z)− (Sp(N − 1, Z)+

+ Sn(N,Z − 1)) = B(N,Z) +B(N − 1, Z − 1)−

−B(N,Z − 1)−B(N − 1, Z). (3)

Соотношение (3) изначально было предложено для
нечетно-нечетных ядер, затем его применение было
расширено на все типы ядер (см., например, [8]). Мо-
дельный анализ данной характеристики предсказывает
ее слабую зависимость от A и от нейтронного избытка
(N − Z) (фактически от проекции изоспина) [7]. Рас-
четная схема ∆np представлена на рис. 1, в. В сравне-
нии с рис. 1, а, б видно, что соотношения GKT и GKL

фактически являются комбинациями ∆np для соседних
ядер, исключающими зависимость от А или от проек-
ции изоспина, соответственно.

Успешность использования тех или иных массовых
соотношений зависит от того, насколько гладкими яв-
ляются соответствующие зависимости от массового
числа и от нейтронного избытка (или от N и Z). В ка-
честве примера на рис. 3 приведены зависимости ∆np

от числа нейтронов N в цепочках изотопов алюминия
(Z = 13) и олова (Z = 50).

Экспериментальные значения ∆np в цепочках изото-
пов разделяются на две группы с четным и нечетным
значением A. Изотопы алюминия (рис. 3, а) относятся
к области легких ядер, для которых различие в значе-
ниях величины ∆np между четными и нечетными А со-
ставляет свыше 1 МэВ. В экспериментальной зависи-
мости ярко выражен пик при N=13, соответствующий
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Рис. 2. Значения соотношений GKT (а) и GKL (б) от А. Синими точками отмечены ядра с N = Z, красными точками —
магические ядра. Для расчета использованы данные AME2020 [8]

энергии Вигнера для ядер с N = Z, а также присут-
ствует выброс при N = 20, который мог бы быть связан
с магическим числом 20 и переходом на следующую
оболочку. В изотопах олова значения ∆np для четных
и нечетных ядер отличаются на величину в среднем
0.5 МэВ, при этом важно отметить достаточно гладкое
общее поведение обеих групп значений (рис. 3, б).

Для иллюстрации влияния оболочечной структуры
на значения ∆np мы провели расчеты методом Хартри–
Фока с силами Скирма [13] без учета эффекта спа-
ривания нуклонов. Важно отметить, что в этом слу-
чае основное влияние оболочечной структуры может
быть связано с заполнением очередной подоболочки,
поскольку в отсутствие спаривания вычислительная
схема не позволяет ввести параллельное заполнение
подоболочек и фактически реализуется последователь-
ное заполнение уровней. На рис. 3 отмечен соответ-
ствующий порядок уровней и видно, что переход на
следующую подоболочку приводит к незначительным
отклонениям, не превышающим 100 кэВ.

Наиболее отчетливо выделить влияние спаривания
нуклонов позволяют расчеты в модели жидкой кап-
ли. В этом подходе ядро представляется как сфе-
рическая (в обычном состоянии), положительно за-
ряженная и несжимаемая капля жидкости, а энер-
гия связи ядра рассчитывается по формуле Бете–
Вайцзеккера [15, 16], включающей в себя объемный,
поверхностный и кулоновский члены, описывающие
каплю, а также вклад энергии симметрии, наличие ко-

торого обусловлено принципом Паули. Также в форму-
лу был добавлен вклад энергии спаривания нуклонов,
вид и значения коэффициентов которого определяются
из подгонки экспериментальных данных. Мы рассмот-
рим два варианта описания эффекта спаривания:

1. LDM w/o np — расчеты проведены в модели жид-
кой капли без учета np-спаривания. В этом слу-
чае член в формуле Вайцзеккера, описывающий
усредненный эффект спаривания тождественных
нуклонов, имеет вид: Epair = δ−

3

4 , где δ опреде-
ляется выражением [17]:

δ =







+∆, четно-четные ядра
0, четно-нечетные ядра

−∆, нечетно-нечетные ядра
,

∆n = ∆p = ∆ = 34 МэВ.

2. LDM w/np — расчеты с учетом различия вкла-
дов nn−, pp− и np-спаривания. В работе [18]
был предложен следующий вид вклада энергии
спаривания в формулу Бете–Вайцзеккера:

Epair =











0, четно-четные ядра
∆n, нечетно-четные ядра
∆p, четно-нечетные ядра

∆n +∆p − δnp, нечетно-нечетные ядра

.
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Рис. 3. Зависимость ∆np(N) в изотопах Al (а) и Sn (б) на основе экспериментальных данных (черная кривая) и модельные
расчеты в LDM с учетом нейтрон-протонного спаривания (голубая кривая) и с учетом только спаривания тождественных
нуклонов (синяя кривая). Красная кривая — расчет SHF с параметризацией SLy4 [14]

В этом варианте расчета мы использовали аппрок-
симации соответствующих вкладов, полученные нами
ранее в работе [8] на основе данных AME2016:

δnp = 7.04 ·A−
2

3 ,∆n = 5.11 ·A−
1

3 ,∆p = 5.74 ·A−
1

3 .

На рис. 3 видно, что учет усредненного спаривания
тождественных нуклонов практически не отражается
на поведении ∆np(N), в то время как добавление по-
правки на нейтрон-протонные корреляции δnp приво-
дит к разбросу между четными и нечетными А и зна-
чительно улучшает согласие с экспериментальной кри-
вой. Наиболее четко это согласие прослеживается для
изотопов вблизи от линии стабильности для состоя-
ний с относительно большим значением j: для Al это

j = 3/2, для изотопов олова это j = 7/2 и 11/2.

3. СООТНОШЕНИЕ δVnp

Вопрос о нейтрон-протонных корреляциях в по-
следние годы привлекает повышенное внимание [19,
20]. Помимо соотношения ∆np, для описания
np-взаимодействия в литературе также активно
используется величина δVnp [11], которая для
нечетно-нечетных ядер совпадает с величиной ∆np,
а для остальных вычисляется иным способом
(рис. 1, в, г, д, е):

δVnp (N,Z) =























1

4
[B (N,Z)−B (N,Z − 2)−B (N − 2, Z) +B (N − 2, Z − 2)] , NZ : чет-чет,

1

2
[B (N,Z)−B (N,Z − 1)−B (N − 2, Z) +B (N − 2, Z − 1)] , NZ : чет-неч,

1

2
[B (N,Z)−B (N,Z − 2)−B (N − 1, Z) +B (N − 1, Z − 2)] , NZ : неч-чет,

B (N,Z)−B (N,Z − 1)−B (N − 1, Z) +B (N − 1, Z − 1) , NZ : неч-неч.

На рис. 4 приведены зависимости величины δVnp

от числа нейтронов для изотопов алюминия и оло-
ва. Для алюминия по-прежнему остался выброс при
N = Z = 13, соответствующий энергии симметрии,
использование данной характеристики в качестве ин-
дикатора энергии Вигнера показано в работе [19];
масштабы остальных флуктуаций сравнимы с флук-
туациями в методе Хартри–Фока в диапазоне около
1.5 МэВ. Для олова характеристика δVnp демонстри-

рует более гладкое по сравнению с ∆np поведение:
диапазон флуктуаций экспериментальной кривой так-
же сравним с разбросом расчетов в SHF и не пре-
вышает 200 кэВ. Расчеты в LDM показывают, что
данная характеристика имеет очень гладкое поведение
для четно-четных и нечетно-четных ядер (рис. 4, б),
при этом учет np-корреляций приводит к разделению
на две группы — нечетно-нечетных и четно-нечетных
изотопов (рис. 4, а). Таким образом, можно рассчиты-
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Рис. 4. Зависимость δVnp(N) для изотопов алюминия (а) и олова(б). Обозначения см. рис. 3

Таблица 1. Параметры функции (4) для аппроксимации ∆np (А) для A > 40

C1, МэВ C2, МэВ γ σ, кэВ

А четные 0.133 ± 0.015 62.40 ± 1.70 –1 169

0 31.84 ± 3.06 –0.81 ± 0.02 168

0 76.36 ± 0.74 –1 177

А нечетные 0.087± 0.005 0 - 147

0.023 ± 0.013 8.24 ± 1.52 –1 144

0 10.75 ± 0.62 –1 145
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Рис. 5. Аппроксимации зависимостей δVnp(A) для нечетных A и четно-четных ядер (а) и ∆np(A) для четных А (черные точки)
и нечетных А (красные точки) (б). Точки — расчет с использованием данных AME2020. Линии — наиболее оптимальные
аппроксимации (см. табл. 1 и 2)

вать на успешное применение соотношений δVnp для
построения аппроксимаций и их применения для пред-
сказания масс ядер.

4. АППРОКСИМАЦИИ ЗАВИСИМОСТЕЙ ∆np и δVnp

Для предсказания масс неизвестных ядер необхо-
димы аналитические аппроксимации рассмотренных
характеристик. Наиболее часто используется зависи-
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Таблица 2. Параметры функции (5) для характеристики δVnp(A) для A > 40 (кроме нечетно-нечетных ядер) и величина
среднеквадратичного отклонения σ

C1, МэВ C2, МэВ γ σ, кэВ

0 17.82 ± 0.92 –0.81 ± 0.01 114.1

0.08 ± 0.05 34.23 ± 0.51 –1 114.1

–0.081 ± 0.007 11.25 ± 0.17 –2/3 113.9

мость от массового числа A с различными вариантами
степенной зависимости:

∆np(A) = C1 + C2 · A
γ , (4)

δVnp(A) = C1 + C2 ·A
γ , (5)

где C1, C2 и γ — параметры аппроксимации, кото-
рые либо находятся из фитирования эксперименталь-
ных значений, либо фиксируются. Поскольку у A1/3

есть определенный физический смысл (данная величи-
на пропорциональна радиусу ядра), то представляется
разумным поиск аппроксимаций с показателями степе-
ни γ, кратными 1/3.

В табл. 1 приведены результаты аппроксимаций ве-
личины ∆np для различных наборов подгоночных ко-
эффициентов. В соответствии с проведенным выше
анализом, массив значений ∆np следует разделить на
две группы: для четных и нечетных A (см. рис. 5, б).
Также при подгонке были исключены области магиче-
ских и около магических чисел (отличающихся на 1),
а также ядер с N = Z, N = Z ± 1 и Z = N ± 1.

Видно, что в случае свободного параметра показа-
теля степени значение γ = −0.81 близко к значению
−1, обычно используемому при аппроксимации ∆np

для четных A [21, 22].
Непосредственное сравнение параметров наших ап-

проксимаций с полученными ранее в большинстве слу-
чаев затруднено из-за различного выбора базы экс-
периментальных значений при проведении подгонки.
Так, в работе [21] при получении аппроксимаций
весь диапазон ядер разбивался на области с различ-
ными значениями A. Такой подход был оптималь-
ным и для предсказания масс сверхтяжелых ядер
в работе [22], где подгонка проводилась для A >
180. Позже в работе [23] мы показали, что ис-
пользование показателя степени γ в качестве подго-
ночного параметра позволяет отказаться от разбие-
ния на отдельные области и провести подгонку па-
раметров аппроксимации сразу для всего диапазона
ядер. Полученные в [23] параметры для четных A
(C2 = 28.2 ± 2.2 МэВ и γ = −0.79 ± 0.02) находят-
ся в согласии с соответствующими параметрами, полу-
ченными в настоящей работе (см. табл. 1).

На рис. 5 представлены зависимости δVnp (а) и ∆np

(б) от массового числа A. Значения характеристики
∆np делятся на две группы для нечетных и четных
значений массового числа А. Значения δVnp для нечет-
ных A и четно-четных ядер демонстрируют существен-
но меньший разброс. При подгонке параметров нами
также были удалены значения для четно-четных ядер
с N = Z и для ядер, в расчеты для которых попа-
дали энергии связи для ядер с N = Z. По результа-
там данной подгонки для δVnp наиболее оптимальным
является показатель γ = −2/3, однако этот результат
незначительно отличается от других вариантов подгон-
ки и может зависеть от выбора данных.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе современной базы экспериментальных
значений масс ядер АМЕ2020 рассмотрены массовые
соотношения, используемые для предсказания масс
неизвестных ядер: соотношения Гарви–Келсона, а так-
же более поздние варианты, связанные с нейтрон-
протонными корреляциями в атомных ядрах. Анализ
соотношений δVnp и ∆np на основе современных экспе-
риментальных данных в сравнении с модельными рас-
четами в подходе Хартри–Фока показал слабую чув-
ствительность данных характеристик к оболочечным
эффектам. Расчеты в модели жидкой капли с раз-
личным описанием энергии спаривания нуклонов по-
казали, что соотношения δVnp и для нечетных А,
и для четно-четных ядер не чувствительны к вкла-
ду нейтрон-протонных корреляций и имеют наиболее
гладкую зависимость от А из всех рассмотренных со-
отношений. Получены новые аппроксимации соотно-
шений δVnp и ∆np в зависимости от А, которые мо-
гут быть в дальнейшем использованы для предсказа-
ния масс неизвестных ядер в широком диапазоне мас-
совых чисел.
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On the basis of the AME2020 data we consider the mass relations such as ∆np, δVnp and Harvey-Kelson relations
that are associated with neutron-proton correlations and can be used to predict masses of unknown atomic nuclei.
The behavior of these characteristics is analyzed within the framework of the liquid drop model and in the Hartree-
Fock microscopic approach in comparison with modern experimental data. New approximations of ∆np, and δVnp as
functions of the mass number A are obtained.
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