
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА № 5, 2251101 (2022)

Теплоемкость жидкости

П.Н. Николаев∗

Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова,
физический факультет, кафедра квантовой статистики и теории поля

Россия, 119991, Москва, Ленинские горы, д. 1, стр. 2
(Поступила в редакцию 14.07.2022; подписана в печать 19.08.2022)

В работе исследуется теплоемкость жидкости. Для этого используется ячеечно–кластерное раз-
ложение для свободной энергии с учетом трехчастичных кластеров включительно. В качестве
базовой выбрана система, потенциал взаимодействия между частицами которой является обобще-
нием потенциала Викса–Чандлера–Андерсена на случай эффективного учета не только влияния
ближайших соседей, но и частиц на других координационных сферах. Расчеты, проведенные для
жидкого аргона, показали хорошее совпадение теоретических результатов с экспериментальными
данными.
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ВВЕДЕНИЕ

Одной из основных задач статистической теории яв-
ляется получение выражения для теплоемкости на ос-
нове атомных и молекулярных структур [1]. Теплоем-
кость относится к калорическим уравнениям состоя-
ния, она непосредственно измеряется эксперименталь-
но. Поэтому сопоставление для нее в данном случае
экспериментальных и теоретических значений являет-
ся важным фактором подтверждения теории [2].

В отличие от теплоемкости газов и твердых тел,
где количественные расчеты стали возможны уже дав-
но [3, 4], в микроскопической теории жидкого состоя-
ния до работ Кирквуда наибольший прогресс был до-
стигнут лишь в работах Френкеля [5].

Френкелем был предложен механизм диффузии
в жидкостях, рассмотрена статистическая термоди-
намика фазового перехода твердое тело–жидкость,
исследована зависимость поверхностного натяжения
жидкостей от температуры и рассмотрен целый
ряд других вопросов. В его работах сформулирова-
ны основные представления о характере теплового
движения.

Рассмотрение кинетической теории жидкостей
Френкелем проводится на основе сближения их с твер-
дыми телами, а не с газами, как это было принято
в то время. Для построения своей теории Френкель
вводит такие изменения в теорию классических иде-
альных кристаллических решеток, которые позволили
описывать не только твердое, но и жидкое состояния.

В результате возникает представление о харак-
тере теплового движения частиц в жидкостях как
колебательно-диффузионном. При этом в отличие от
твердого тела диффузионная компонента более рез-
ко выражена. Френкель пишет, что «эта концепция
образует молекулярно–кинетическую основу для то-
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го феноменологического объединения твердого и жид-
кого состояния материальных тел с точки зрения
их механических («вязко–упругих») свойств, кото-
рое было предложено еще Максвеллом в отношении
аморфных тел» [5].

В дальнейшем подход, предложенный Френкелем,
получил развитие и успешно применялся. Вместе с тем
открытым остался вопрос о границе той области, ко-
торая отделяет конденсированную фазу от однородной
фазы газообразного типа [6].

Что касается жидкой фазы, то есть целый ряд осо-
бенностей, которые отличают ее от твердой и газооб-
разной. Среди них — монотонное убывание теплоем-
кости с ростом температуры для простых жидкостей
[7–11]. Эта особенность требует специального исследо-
вания, так как не укладывается в стандартные рамки,
справедливые как для твердого тела, так и для газа.

Нельзя сказать, что такой тип зависимости теплоем-
кости от температуры не встречается у твердых тел.
Так теплоемкость NaCl при высоких температурах ли-
нейно падает ниже значений, соответствующих закону
Дюлонга и Пти [12]. Есть и другие более сложные
исключения. Но для простых веществ такие случаи
встречаются редко.

При рассмотрении жидкого состояния используют-
ся два совершенно различных подхода. Один из них
состоит в том, что поскольку жидкость по плотности
близка к твердой фазе и, кроме того, обладает выра-
женным ближним порядком, то ее исследуют по ана-
логии с твердым телом. При этом приходится вводить
дополнительные предположения для исключения даль-
него порядка, которым жидкость не обладает.

Этот подход позволяет достичь значительного успе-
ха как при описании жидкости в целом, так и при рас-
чете ее теплоемкости [1]. При этом приходится учи-
тывать в рамках квантово-статистического рассмотре-
ния ангармонизмы высших порядков, которые играют
значительную роль.

Если говорить о проблеме в целом, то жидкость
рассматривается здесь в рамках теории конденсиро-
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ванного состояния [5]. Но такой подход имеет целый
ряд недостатков. Главный из них — приходится пере-
носить в область жидкого состояния те методы, ко-
торые создавались специально для описания твердо-
го тела. Если для некоторых областей фазовой диа-
граммы, которая примыкает к области твердой фазы,
это не критично, то для других возникают внутренние
противоречия.

Особенно это становится ясно в областях, близких
к окрестности критической точки. Здесь имеются осо-
бенности, которые трудно описать, основываясь на мо-
дели твердого тела даже в основном приближении.

Но есть и недостаток принципиальный. Жидкость
относится к однородной фазе, где возможен непре-
рывный переход в газообразное состояние. Это тре-
бует проведения некоторой, хотя бы гипотетической
линии, разделяющей эти два состояния, чтобы можно
было иметь представление о границах применимости
используемых методов.

По указанным выше причинам, а также ряду дру-
гих, в 70-х годах ХХ века сформировалась теория
Викса–Чандлера–Андерсена [6]. Она позволяет описы-
вать жидкость как частный случай однородной фазы.
Построение данной теории стало возможным после об-
наружения фазового перехода в системе твердых сфер,
а затем и в системах с неотрицательно определенными
потенциалами взаимодействия.

В дальнейшем для однородной фазы были найдены
весьма точные уравнения, на основе которых можно
получить выражение для свободной энергии. В резуль-
тате удалось найти выражение для свободной энер-
гии целого класса систем с неотрицательно определен-
ными потенциалами взаимодействия между частица-
ми [13], которые служат базовыми в статистической
термодинамике жидкости.

Такой подход позволил построить хорошее при-
ближение для свободной энергии в достаточно про-
стой форме. По простоте оно сопоставимо с ван-дер-
ваальсовским приближением. Вместе с тем, это выра-
жение можно получить лишь на основе использования
целого ряда физических и математических результа-
тов, которые сформировались в физике за последние
сто пятьдесят лет.

Так эмпирические уравнения состояния, среди ко-
торых наиболее удачным в окрестности критической
точки оказалось уравнение Ван Лаара, сразу налага-
ют серьезные ограничения на вид функции, эффектив-
но учитывающей притяжение между частицами [8].
Здесь приходится использовать методы ускоренной
сходимости рядов [14–16].

Для вычисления эффективного диаметра твердых
сфер, используемых как основное приближение в тео-
рии жидкости, широко применяются вариационные
принципы [8]. Для вычисления функций распределе-
ния, которые входят в ряды теории возмущений, ис-
пользуются различные интегральные уравнения, где
для нахождения решений эффективно применение
мостовых функций [6].

На первом этапе своего развития современная тео-
рия жидкостей была разработана в основном в приме-
нении к системам с двухпараметрическими потенциа-
лами взаимодействия. В первую очередь здесь следу-
ет назвать потенциал Леннард–Джонса. При постро-
ении теории возмущений для системы даже с таким
потенциалом ключевым вопросом является выбор по-
тенциала базовой системы. Использовавшиеся здесь
для этих целей системы твердых сфер, а в дальней-
шем и системы мягких сфер не давали необходимых
результатов [8].

Первый по настоящему хороший результат для жид-
кости был получен при использовании базовой систе-
мы с потенциалом взаимодействия между частицами
Баркера и Хендерсона [17].

Викс, Чандлер и Андерсен [18] сделали следующий
шаг, предложив использовать потенциал базовой си-
стемы в виде, который позволяет уже на уровне ба-
зовой системы учитывать основные особенности жид-
кости — и как однородной системы, и, в то же вре-
мя, системы, обладающей ближним порядком. Это,
как показали многочисленные расчеты, обеспечива-
ет хорошую сходимость рядов теории возмущений
и дает количественное описание термодинамических
свойств жидкости.

Дальнейшее развитие теории Викса–Чандлера–
Андерсена происходило по целому ряду направлений.
главным из которых стало уточнение выражения для
потенциала взаимодействия базовой системы [19].

В настоящей работе мы используем корреляционное
разложение по связным кластерам для статистической
суммы, основываясь на результатах, полученных в ра-
ботах [13, 20]. В итоге получаем соответствующее раз-
ложение для свободной энергии, которое следует до-
полнить выбором базовой системы. При этом следуем
методу, предложенному Виксом, Чандлером и Андер-
сеном для описания жидкости. В отличие от базовой
системы Викса, Чандлера, Андерсена в нашем подхо-
де базовая система эффективно учитывает не только
влияние ближайших соседей, но и частиц на других
координационных сферах. Это позволяет существенно
увеличить скорость сходимости радов теории возмуще-
ний и получить лучшее согласие теоретических и экс-
периментальных результатов для теплоемкости.

Найденное выражение для теплоемкости хорошо
описывает экспериментальные данные для жидкого
аргона.

1. ЯЧЕЕЧНО–КЛАСТЕРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ДЛЯ
СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ

Рассмотрим случай системы из Nодинаковых одно-
атомных молекул, заключенных в некотором макроско-
пическом объеме V . Точку пространства, соответству-
ющую центру i-ой молекулы, обозначим qi, ее декарто-
вы координаты соответственно qαi (α = 1, 2, 3). Гамиль-
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тониан системы запишем в виде

HN =
∑

1 ≤ i ≤ N
α = 1, 2, 3

−
h̄2

2m

∂2

∂qαi
2
+

∑

1≤i<j≤N

Φ(|qi−qj |). (1)

Здесь

Φ(r) = 4ε

[

(σ

r

)12

−
(σ

r

)6
]

. (2)

— двухпараметрический потенциал Леннард–Джонса
с параметрами ε и σ, m — масса молекулы. Очевидно
обобщение гамильтониана (1) на случай более слож-
ных потенциалов, в том числе многочастичных, а так-
же используемых при описании многокомпонентных
систем.

Гамильтониан системы (1) с потенциалом взаимо-
действия (2) позволяет вычислить свободную энергию
системы

F = −θ lnZ, (3)

где

Z = Tre−
1

θ
HN (4)

— статистическая сумма. Здесь θ = kT (k — постоян-
ная Больцмана, T — абсолютная температура).

Будем использовать ячеечно–кластерное разложе-
ние, в основе которого лежит метод Урселла, предпо-
лагающий разложение для больцмановских факторов
специального типа [21]. Суть его заключается в сле-
дующем. Введем i-частичные больцмановские факторы
соотношениями

Wi = e−
1

θ
Hi , (5)

i = 1, 2, 3, .... Здесь Hi — частичный гамильтониан.
Осуществим представление урселловского типа для
больцмановских факторов (5), являющееся, по суще-
ству, переходом к корреляционным операторам

W2(1, 2) = W1(1)W1(2) +G2(1, 2),

W3(1, 2, 3) = W1(1)W1(2)W1(3) +W1(1)G2(2, 3)+

+W1(2)G2(3, 1) +W1(3)G2(1, 2) +G3(1, 2, 3),

. . . . . .
(6)

Соотношения (6) вводят новые операторы Gi,
которые однозначно определяются больцмановскими
факторами Wi из (6)

G2(1, 2) = W2(1, 2)−W1(1)W1(2),

G3(1, 2, 3) = W3(1, 2, 3)−W1(1)W2(2, 3)−

−W1(2)W2(3, 1)−W1(3)W2(1, 2) + 2W1(1)W1(2)W1(3),

. . . .
(7)

В свою очередь операторы Gi, согласно (7), одно-
значно определяют больцмановские факторы Wi, если

положить W1 ≡ G1. Из (4) видим, что N -частичный
больцмановский фактор определяет статистическую
сумму. Осуществим для него разложение урселловско-
го типа по операторам Gi. В результате преобразова-
ний находим ряд теории возмущений для свободной
энергии (3)

F = −θ ln

(

W̄1

)N

N !
−

N(N − 1)

2
(

W̄1

)2
θ×

× Tr
1,2

(W2(1, 2)−W1(1)W1(2)) + .... (8)

Здесь

W̄1 = Tr
1
W1(1). (9)

Для жидкости трудно выделить малый параметр,
который позволял бы построить ряды теории возму-
щений для термодинамических функций и при ма-
лых значениях которого в нулевом порядке можно бы-
ло бы получить основное приближение, качественно
правильно описывающее важнейшие свойства жидко-
сти [3, 6]. Поэтому здесь используется урселловское
разложение, то есть разложение по корреляциям [8].
В качестве одночастичного приближения, определяю-
щего фактор W1 в (8) и (9), используем приближение
самосогласованного поля [12]. Построение остальных
факторов Wi осуществляется таким образом, что са-
мосогласованное поле учитывается лишь на границе
связных кластеров [21].

Решение уравнения самосогласованного поля ищем
для системы с потенциалом базовой системы, то есть
основного приближения [22].

Разложение урселловского типа, впервые введенное
в работе [23], обладает большей общностью, чем раз-
ложение Майера [24], так как не содержит предпо-
ложения о парности потенциала взаимодействия. По-
этому его можно использовать также при учете мно-
гочастичных взаимодействий [25]. Данное разложе-
ние, как видно из предыдущего рассмотрения, в от-
личие от разложения Майера, можно использовать
и для квантовых систем.

В качестве потенциала базовой системы здесь мы
используем обобщение потенциала Викса–Чандлера–
Андерсена, записав его в виде

Φ0(r) =















4ε
[

(

σ
r

)12
−
(

σ
a

)12
−

(

σ
r

)6
+
(

σ
a

)6
]

+

+24ε
[

r
a
− 1

]

[

2
(

σ
a

)12
−
(

σ
a

)6
]

, r < a

0, r ≥ a
(10)

При a = 2
1

6 σ выражение (10) переходит в потенци-
ал Викса–Чандлера–Андерсона [18]. Потенциал (10)
является неотрицательно определенным потенциалом.
Для потенциалов данного типа ряд теории возмущений
строить проще. Но и для системы такого типа требу-
ется построить свой ряд теории возмущений, так как
система с потенциалом взаимодействия (10) не допус-
кает точного решения.

УЗФФ 2022 2251101–3



Научная конференция «ЛОМОНОСОВСКИЕ ЧТЕНИЯ–2022»
Секция физики, подсекция «Теоретическая физика» УЗФФ № 5, 2251101 (2022)

Обычно для решения задачи с потенциалом (10)
в качестве основного приближения, или базовой си-
стемы, выбирают систему твердых сфер. Что ка-
сается определения эффективного диаметра твердых
сфер, то его берут в приближении Викса–Чандлера–
Андерсена [18].

Параметр a в модели Викса–Чандлера–Андерсена
выбирается из условия, чтобы в данной точке си-
ла взаимодействия двух частиц равнялась нулю. Это
соответствует положению равновесия для кристалли-
ческой структуры в приближении ближайших сосе-
дей [4]. Поскольку у жидкости есть ближний поря-
док [5], то такой выбор параметра a соответствует уче-
ту ближнего порядка. Этим во многом и был обеспе-
чен успех теории Викса–Чандлера–Андерсена. Но для
жидкости, где плотность велика, следует уже в ос-
новном приближении учитывать влияние не только
ближайших соседей.

Для решения данной задачи здесь предложено вы-
ражение (10), содержащее параметр a и удовлетво-
ряющее в этой точке двум условиям. Во-первых,
в этой точке Φ0 должно обращаться в нуль. Во-
вторых, в этой же точке должна обращаться в нуль
и производная от этой функции, даже если эта точ-
ка не совпадает с минимумом потенциала взаимо-
действия. Саму же a определяем как точку равно-
весия с учетом всех координационных сфер. То есть
уже в основном приближении учитываются коллектив-
ные эффекты. Но поскольку в жидкости нет дальне-
го порядка, то для вычисления a используем резуль-
тат для кристаллической структуры, соответствующий
рассматриваемой жидкости [4].

Для оценки различий потенциалов базовой системы
Викса–Чандлера–Андерсона и представленного в ра-
боте будем находить из данных для кристаллической
структуры, в которую переходит рассматриваемая жид-
кость при кристаллизации. В этом случае a имеет
смысл расстояния между ближайшими соседями. То
есть используем аналогию между жидкостью и твер-
дым телом в рамках теории конденсированного состо-
яния [5]. Но в данном подходе аналогия используется
лишь для вычисления параметра a. На рис. 1 приведе-
на зависимость потенциала взаимодействия частиц ба-
зовой системы Φ0(x) при a = 1.09σ (сплошная линия),
соответствующая расстоянию между ближайшими со-
седями при плотности твердых инертных газов [4],
и при a = 2

1

6 σ ≈ 1.12σ (пунктирная линия), соответ-
ствующая приближению Викса–Чандлера–Андерсена,
от приведенного расстояния x = r/σ. Мы видим, что
эффективный учет многих частиц приводит к тому, что
потенциал расположен ниже базового потенциала, по-
лученного при учете лишь двухчастичных взаимодей-
ствий.

Рис. 1. Зависимость потенциала взаимодействия частиц ба-
зовой системы Φ0(x) при a = 1.09σ (сплошная линия), соот-
ветствующая расстоянию между ближайшими соседями при

плотности твердых инертных газов, и при a = 2
1

6 σ ≈ 1.12σ
(пунктирная линия), соответствующая приближению Викса–
Чандлера–Андерсена, от приведенного расстояния x = r/σ

2. ТЕПЛОЕМКОСТЬ

Рассмотрим теперь теплоемкость жидкости. Тепло-
емкость относится к калорическим уравнениям состоя-
ния. Так как она непосредственно измеряется экспери-
ментально, то сопоставление для нее эксперименталь-
ных и теоретических значений является важным фак-
тором подтверждения теории [2].

Изначально в рамках теории Викса–Чандлера–
Андерсена [18] в качестве калорического уравнения
состояния чаще рассматривалось выражение для внут-
ренней энергии, которое находим из соотношения

E = −θ2
(

∂F/θ

∂θ

)

V

. (11)

Такая же ситуация имела место и при использовании
других теорий возмущений [8]. Дело в том, что при
использовании теории возмущений, например (8), на-
хождение первой производной в (11) приводит к отно-
сительно небольшим дополнительным погрешностям.

Что касается теплоемкости при постоянном объеме,
то она находится из выражения

CV = −

(

∂2F

∂θ2

)

V

. (12)

Таким образом, в (12) мы должны находить вторую
производную от свободной энергии, найденной прибли-
женно. Это требует вычисления свободной энергии со
значительной большей степенью точности для полу-
чения приемлемого согласия теории и эксперимента.
По-видимому, в этом состоит основная причина отсут-
ствия рассчитанных значений для теплоемкости на на-
чальном этапе развития современной теории жидкости.

УЗФФ 2022 2251101–4



УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА № 5, 2251101 (2022)

В отличии от методов, используемых в теории кон-
денсированного состояния, в нашем подходе, осно-
ванном на методе Викса–Чандлера–Андерсена, клас-
сический предел для внутренней энергии получается
естественным образом. Внутренняя энергия при ма-
лых плотностях и достаточно высоких температурах,

то есть при Nσ3

V
<< 1 и θ

ε
>> 1, в случае рассматри-

ваемой системы с гамильтонианом (1) совпадает с вы-
ражением для внутренней энергии идеального газа

E =
3

2
Nθ, (13)

то есть внутренняя энергия, согласно (13) не зави-
сит от объема системы — для нее выполняется закон
Джоуля.

В этом же приближении теплоемкость системы при
постоянном объеме будет равна

CV =
3

2
N. (14)

Следует отметить, что область выполнения соотно-
шений (13) и (14) для потенциала взаимодействия
Леннард-Джонса при квантово-статистическом рас-
смотрении в общем случае больше, чем для системы
с базовым неотрицательно определенным потенциалом.
Это обусловлено тем, что квантовые эффекты в случае
потенциала Леннард–Джонса частично компенсируют-
ся силами притяжения. Достаточно часто в качестве
теплоемкости для газа используется (14), даже если
отличие этого значения от экспериментальных данных
становится значительным [6]. Как правило, это обу-
словлено трудностями расчетов. Например, в квази-
классической теории возмущений уже учет первого по-
правочного члена требует вычисления трехчастичной
функции распределения [8].

Вычислим теплоемкость жидкого аргона как функ-
цию температуры. Выбор именно аргона обусловлен
тем, что из инертных газов для него лучше все-
го исследованы калорические свойства для жидкого
состояния [10, 11]. Для этого используем ячеечно–
кластерное разложение с учетом трехчастичных кла-
стеров включительно для свободной энергии (8). В
качестве базовой берется система, потенциал взаи-
модействия между частицами которой (10) является
обобщением потенциала Викса–Чандлера–Андерсена
на случай эффективного учета не только влия-
ния ближайших соседей, но и частиц на других
координационных сферах.

Решение уравнения самосогласованного поля для
базовой системы находим с помощью вариационного
принципа Боголюбова [12].

При вычислениях переходим к безразмерным пере-
менным. Для этого используем два параметра: длины

σ и энергии ε0 = h2

2πmσ2 = 2πh̄2

mσ2 = Λ
2

2π
ε. Здесь Λ —

параметр де Бура [26]. В результате имеем приведен-
ную температуру θ̄ = θ

ε0
и приведенную плотность

ρ̄ = ρσ3 = Nσ3

V
, от которых будет зависеть приведенная

свободная энергия F̄ = F
ε0

.
Вычисления, проведенные для жидкого аргона по

формулам (8)–(12), представлены на рис. 2. Здесь
приведена зависимость теплоемкости жидкого аргона
в расчете на одну частицу cv = CV

N
от приведенной

температуры θ̄. Квадратами обозначены эксперимен-
тальные данные [10, 11].
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Рис. 2. Зависимость теплоемкости жидкого аргона в расчете
на одну частицу cv от приведенной температуры θ̄. Квадра-
тами обозначены экспериментальные данные

Непосредственно видно хорошее совпадение тео-
ретических результатов с экспериментальными дан-
ными. Аналогичные результаты получаются и для
жидких неона, криптона и ксенона. То есть
имеет место убывание теплоемкости жидкости
с ростом температуры.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе использования корреляционного разложе-
ния по связным кластерам для статистической суммы
в работе получено соответствующее разложение для
свободной энергии. Расчеты проведены с учетом трех-
частичных кластеров включительно. В качестве ба-
зовой использовалась система, потенциал взаимодей-
ствия между частицами которой является обобщением
потенциала Викса–Чандлера–Андерсена на случай эф-
фективного учета не только влияния ближайших сосе-
дей, но и частиц на других координационных сферах.

Это позволило существенно увеличить скорость схо-
димости радов теории возмущений и получить лучшее
согласие теоретических и экспериментальных резуль-
татов для теплоемкости.

Расчеты, проведенные для жидкого аргона, показали
хорошее совпадение теоретических результатов с экс-
периментальными данными. Таким образом, подтвер-
ждена характерная особенность поведения теплоемко-
сти жидкости при постоянном объеме — она убывает
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с ростом температуры. Что касается зависимости теп-
лоемкости от плотности, то она имеет более сложный
характер [6]. В рамках подхода, основанного на мето-
дах теории конденсированного состояния, расчеты для
теплоемкости приведены в [1]. Согласие с эксперимен-
том хорошее. Но здесь остаются проблемы определе-

ния области применимости данного подхода.
Метод, используемый в работе для исследования

теплоемкости жидкости, может быть обобщен на слу-
чай систем с более сложными потенциалами взаимо-
действия, в том числе многочастичными, а также на
случай многокомпонентных систем.
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The heat capacity of a liquid is investigated in the paper. For this, the cell-cluster expansion for the free energy is used, taking
into account three-particle clusters, inclusive. A system was chosen as the reference one, the potential of interaction between
particles of which is a generalization of the Weeks-Chandler-Andersen potential for the case of effective consideration of not only
the influence of nearest neighbors, but also of particles on other coordination spheres. The calculations performed for liquid argon
showed good agreement between the theoretical results and experimental data.
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