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Правила преобразования полей при обычной фермионной Т–дуальности требуют антикоммута-
ции фермионных изометрий, что приводит к комплексным спинорам Киллинга и к комплексным
дуальным фонам. Мы обобщаем данные преобразования полей в случае неантикоммутирующих
фермионных изометрий и показываем, что результирующие фоны являются решениями двойной
теории поля. Для наглядности приведены явные простые примеры преобразований неабелевой
фермионной Т–дуальности в пространстве Минковского, дающие как комплексные, так и действи-
тельные фоны. Некоторые из наших примеров с помощью бозонной Т–дуальности можно сделать
обычными супергравитационными решениями, другие же, напротив, являются чисто негеометри-
ческими решениями. Приведена классификация геометрических и негеометрических решений и их
связь с дуальным временем.
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ВВЕДЕНИЕ

Плодотворный подход к анализу структуры физи-
ческих теорий опирается на исследование их симмет-
рий. Таким образом мы преодолеваем трудности, свя-
занные с возможным плохим выбором степеней сво-
боды, что позволяет нам выбрать их лучше и удоб-
нее. Примером из учебника является переформулиров-
ка теории Максвелла на языке четырехмерных тен-
зоров, а не в терминах трехмерных полей, что легко
позволяет увидеть инвариантность уравнений Макс-
велла относительно преобразований Лоренца. Теория
струн и супергравитация обладают множеством ду-
альных симметрий, связывающих конфигурации фоно-
вого поля, которые эквивалентны друг другу с точ-
ки зрения струны. Ограничиваясь пертурбативными
дуальностями в d = 10 суперструнной сигма-модели,
можно вспомнить, что среди них присутствуют бозон-
ная T-дуальность (абелева, неабелева и, в более об-
щем смысле, симметрии Пуассона-Ли) и фермионная
T-дуальность. Обычное преобразование абелевой бо-
зонной Т–дуальности начинается со струны во внеш-
нем фоне, имеющем d коммутирующих векторов Кил-
линга, представляющих группу изометрий U(1)d. От-
калибровав каждую симметрию и введя d множителей
Лагранжа, чтобы сохранить количество степеней сво-
боды на мировом листе, мы можем переписать модель
в формализме первого рода. Проинтегрировав по мно-
жителям Лагранжа, мы получаем исходную теорию,
а интегрирование по соответствующим калибровочным
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полям приводит нас к той же сигма-модели, но на дру-
гом фоне [1, 2]. Эти два фона связаны т.н. правилами
Бушера, которые в частности перемешивают метрику
g и b-поле [3]. Процедуру Бушера можно обобщить
на неабелевы группы изометрии, и в этом случае сим-
метрия называется неабелевой Т–дуальностью [4] и Т–
дуальностью Пуассона-Ли [5, 6]. Больше подробностей
о симметрии Т–дуальности и ее глобальной структуре
см., например, [7].

Несмотря на то, что распространение этой идеи
на суперпространства является концептуально про-
стым, оно было разработано гораздо позже [8]. Вме-
сто изометрии векторов Киллинга предполагается ин-
вариантность фоновых суперполей относительно сдви-
га фермионной координаты в суперпространстве. От-
сюда следует существование ненарушенной суперсим-
метрии, параметризуемой спинорным полем Киллинга.
Начиная с действия суперструны в пространственно-
временном суперсимметричном формализме, например,
как чисто спинорная сигма-модель Грина-Шварца или
Берковица, фермионная версия процедуры Бушера да-
ет правила преобразования полей супергравитации [8].
Эти правила влияют только на дилатон и напряжен-
ность полей из RR сектора, но не влияют на метрику
и NS − NS 2-форму. Первоначально представленная
как основа AdS5 × S5 T–самодуальности, фермионная
Т–дуальность является важной частью описания в тео-
рии струн в соответствии Амплитуда/Петля Вильсо-
на [8]. Для обзора фермионной Т–дуальности и неко-
торых соответствующих открытий см. [9].

Обычная фермионная Т–дуальность сильно ограни-
чена коммутационными соотношениями, эффективно
это приводит к комплексным фермионным направле-
ниям в суперпространстве, что в свою очередь приво-
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дит к комплексным дуальным фонам. Для получения
действительного дуального фона применяют цепочку
из нескольких абелевых фермионных Т–дуальностей.
Естественная цель состоит в том, чтобы модифи-
цировать или расширить абелеву фермионную про-
цедуру Т–дуальности таким образом, чтобы можно
было намного легче получить дейсвительный дуаль-
ный фон. Обобщение фермионного преобразования Т–
дуальности было предложено при рассмотрении наи-
более общей фермионной симметрии супергравитации
II типа [10]. Было показано, что такое преобразова-
ние потенциально может давать действительные дуаль-
ные фоны, однако, насколько нам известно, до сих пор
не было представлено ни одного примера. Альтерна-
тивный подход, который мы используем, заключается
в ослаблении абелева ограничения и, таким образом,
развитии неабелевой фермионной Т–дуальности. Как
мы увидим, местом обитания для неабелевых фермион-
ных Т–дуальных фонов является, по-видимому, двой-
ная теория поля. Супергравитационные фоны являются
подмножеством фонов в двойной теории поля.

1. ФЕРМИОННАЯ Т–ДУАЛЬНОСТЬ

Фермионная Т–дуальность требует инвариантности
суперполей при сдвиге фермионной координаты. Та-
кая сдвиговая симметрия эквивалентна ненарушенной
суперсимметрии, определяемой в теории супергравита-
ции типа II парой спиноров Киллинга, с одинаковой
или противоположной киральностью в теориях IIA
или IIB соответственно. Антикоммутационное ограни-
чение для данной пары определяется занулением сле-
дующего вектора Киллинга:

K̃m =

{

ǫγ̄mǫ− ǫ̂γmǫ̂ (IIA)

ǫγ̄mǫ+ ǫ̂γ̄mǫ̂ (IIB)

}

!
= 0

абелево
ограничение.

(1)
Фермионный Т–дуальный фон может быть получен
с помощью фермионной версии правил Бушера:

eφ
′

F ′ = eφF + 16 i
ǫ⊗ ǫ̂

C
,

φ′ = φ+
1

2
logC.

(2)

Фоновыми полями в данном преобразовании являются
RR биспинор F и дилатон φ, причем скалярный пара-
метр C определяется из следующей системы уравнений
с помощью спиноров Киллинга:

∂mC =

{

i(ǫγ̄mǫ+ ǫ̂γmǫ̂) (IIA),

i(ǫγ̄mǫ− ǫ̂γ̄mǫ̂) (IIB).
(3)

Обозначим ∂mC = iKm, так как выражение выше
очень схоже с K̃m.

Дале мы увидим, как модифицировать данное пре-
образование, чтобы рассмотреть неабелев случай.

1.1. Неабелев случай

Что произойдет при нарушении абелева ограни-
чения? Теперь мы имеем оба вектора Киллинга
Km = ǫγ̄mǫ− ǫ̂γ̄mǫ̂ и K̃m = ǫγ̄mǫ + ǫ̂γ̄mǫ̂ не равны-
ми нулю (для определенности рассмотрим IIB тео-
рию). Теперь преобразование (2) выводит наше реше-
ние из супергравитации. Посмотрим на K и K̃, с помо-
щью тождеств Фирца можно показать, что они орто-
гональны K̃mKm = 0. Так как K̃m является вектором
Киллинга, то Km можно представить как производ-
ную скаляра аналогично (3). Более того, выясняется,
что ∇mK̃m = 0.

Данные наблюдения позволяют предположить, что
фермионный Т–дуальный фон может быть определен
с помощью тех же правил (2), но с некоторой добавкой
к скалярному параметру C:

∂mC = iKm − ibmnK̃
n,

∂̃mC = iK̃m,
(4)

где ∂̃m обозначает производную по дуальной коорди-
нате x̃m в двойной теории поля, и слагаемое с bmn

добавлено для самосогласованности двух уравнений.
Также из двойной теории поля мы получаем следую-
щие ограничения на функцию C, т.н. section condition
constraint(SCC):

∂mC∂̃mC = 0, ∂m∂̃mC = 0. (5)

2. ПРИМЕРЫ

В качестве простого примера всей вышеизложенной
теории рассмотрим плоское пространство Минковско-
го в d = 10, являющееся максимально суперсиммет-
ричным решением супергравитации, т.е. существует 32
фермионных направления, задаваемых парой постоян-
ных спиноров Киллинга (ǫi, 0), (0, ǫ̂i), i ∈ {1, . . . , 16}:

(ǫi)
α = δi

α, (ǫ̂j)
α̂ = δj

α̂. (6)

Рассмотрим несколько примеров, основынных на раз-
личных выборах спиноров Киллинга. Для всех приве-
денных здесь решений можно показать, что они удо-
влетворяют уравнениям движения двойной теории по-
ля, см. более подробную версию данной работы [11].

2.1. Геометрический пример

Выберем спиноры следующим образом:

(ǫ1 − iǫ16,−ǫ̂1 − iǫ̂16). (7)

Подставляя спиноры в (4) мы видим, что ∂1C = 4,
∂̃9C = 4i, и получаем

C = 4(x1 + ix̃9). (8)
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Теперь получим неабелевый Т–дуальный фон с помо-
щью (2). Метрика так и останется плоской, поле b так
и останется нулевым. Мы получим нетривиальный ди-
латон

φ =
1

2
log 4(x1 + ix̃9) (9)

и поля RR (считаем, что мы в IIB):

F0 = −2 i C−3/2,

F245 = F236 = −F357 = F467 = −F348 =

= −F568 = F278 = −F019 = 2C−3/2,

F02347 = F02358 = F02468 = F02567 = −F03456 =

= −F03678 = −F04578 = F25679 = F14679 = F12579 =

= F23479 = −F34569 = −F12369 = −F12459 = −2 i C−3/2.

(10)
Данные решения похожи на аналогичные фоны для
абелевой фермионной Т–дуальности, разница заклю-
чается в том, что теперь полученный фон не является
решением супергравитации, так как напрямую зависит
от дуальной координаты. Геометрическим данный при-
мер называется из соображений, что если мы сделаем
бозонную Т–дуальность вдоль координаты x̃9 ↔ x9, то
мы получим теорию супергравитации IIA с дилато-
ном φ = 1

2 log 4(x
1 + ix9) и новыми RR полями, преме-

шанными в соответствие с F ′α
β̂ = Fαδ̂(γ̄9)δ̂β̂ . Получа-

ем, что (9),(10) является комплекснозначным решени-
ем уравнений двойной теории поля, а также принадле-
жит геометрической орбите Т–дуальности, т.е. бозон-
ная Т–дуальность переводит данное решение в ком-
плекснозначное решение супергравитации.

2.2. Негеометрический пример

Теперь рассмотрим преобразование с одним спино-
ром:

ǫ =
1√
2
(ǫ1 + iǫ10),

ǫ̂ = 0,

(11)

что ведет к следующему подлинно негеометрическому
решению

gmn = ηmn, bmn = 0,

e2φ = x3 + x̃3 + i(x9 + x̃9),

F(p) = 0.

(12)

которое не может быть бозонно Т-дуализировано в ка-
кой либо геометрический фон, и поэтому является под-
линно негеометрическим по определию из [12]. Дила-
тон имеет необычную зависимость от дуальных коор-
динат, т.е. от комбинации вида x± x̃, однако все огра-
ничения(SCC) на C выполнены. Все поля RR равны
нулю, так как мы выбрали ǫ̂ = 0.

2.3. Негеометрический пример с дуальным временем

Выберем спиноры как в предыдущий раз, но проще

(ǫ9, 0). (13)

Тогда новый фермионный Т–дуальный фон останется
Минковским, но с нетривиальным дилатоном:

gmn = ηmn, bmn = 0,

e2φ = i(x0 − x̃0 − x9 − x̃9),

FRR = 0.

(14)

Обратим внимание, что данный фон может быть сде-
лан действительным, если мы подкрутим фазу у спи-
нора Киллинга:

(e−i π

4 ǫ9, 0), (15)

что дает дилатон e2φ = x0 − x̃0 − x9 − x̃9. Этот дей-
ствительный фон также является решением двойной
теории поля, но все равно является неудовлетворитель-
ным, так как включает в себя зависимость от дуально-
го времени. В принципе получается невозможно избе-
жать зависимости от дуального времени не используя
линейных комбинаций из спиноров Киллинга с отно-
сительной комплексной фазой между различными чле-
нами. Причина в том, что суперсимметричный вектор
Киллинга K̃m всегда свето- либо времениподобный
в действительной супергравитации [13], что дает за-
висимость от x̃0 как следствие уравнений (4).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подводя итог, мы предложили и разработали супер-
гравитационное описание неабелева обобщения фер-
мионной Т–дуальности. Конструкция строится на на-
блюдении, что ослабление абелева ограничения K̃m =
0 для спиноров Киллинга делает фермионный Т–
дуальный фон зависимым от дуальных координат
двойной теории поля. Причем в рамках двойной тео-
рии поля SCC выполняeтся автоматически, в полном
согласовании с решениями уравнений движения. Так-
же в случае суперкосетных многообразий можно по-
казать, что наш подход полностью согласуется с рас-
смотрением струны Грина–Шварца на суперкосетном
многообразии [11].

Неабелева фермионная Т–дуальность порождает ре-
шения уравнений движения двойной теории поля.
Здесь мы проверили это для пустого пространства
Минковского, различные случаи можно объеденить
в таблицу . Заметим, что по крайней мере для
пространства-времени Минковского невозможно сгене-
рировать реальное решение, не зависящее от дуально-
го времени, при дуализации вдоль одиночной фермион-
ной изометрии. К сожалению, зависимость от дуально-
го времени делает фон эффективно комплексным из-за
неправильного знака кинетических членов у полей RR.
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Таблица. Фоны, генерируемые неабелевой Т–дуальностью

Поля Зависимость от дуального времени Орбита

Комплексные нет геометрическая

Действительные да негеометрическая

Комплексные нет негеометрическая

Помимо свойства действительности дуальных фо-
нов интерес представляет их зависимость от дуаль-
ных координат, отраженных в последнем столбце таб-
лицы. Обычно C оказывается линейной функцией ви-
да αxm + βx̃n, где xm и x̃n - некоторые конкрет-
ные геометрические и дуальные координаты. В случае
m 6= n фон лежит на геометрической орбите бозон-
ной T-дуальности в смысле [13]. Действительно, тогда
T-дуальность вдоль координаты x̃n превратит ее в гео-
метрическую xn, и всякая зависимость от дуальных
координат исчезнет. Напротив, когда m = n нельзя
убрать зависимость от дуальной координаты с помо-
щью бозонной Т–дуальности, и, следовательно, соот-
ветствующий фон лежит на негеометрической орби-
те и называется подлинно негеометрическим. Приме-
ры таких подлинно негеометрических фонов были най-

дены в [13] в обобщенных редукциях Шерка-Шварца
двойной теории поля для матриц твиста, нарушающих
SCC в двойной теории поля. Подлинно негеометриче-
ские фоны, которые мы получаем, удовлетворяют SCC
в двойной теории поля и являются допустимыми фо-
нами для теории струн.
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Simple examples of non-abelian fermionic T-duality in supergravity
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Field transformation rules of the standard fermionic T–duality require fermionic isometries to anticommute, which leads to
complexification of the Killing spinors and results in complex valued dual backgrounds. We generalize the field transformations to
the setting with non–anticommuting fermionic isome- tries and show that the resulting backgrounds are solutions of double field
theory. Explicit examples of non-abelian fermionic T–dualities that produce complex and real backgrounds in Minkowski space–
time are given. Some of our examples can be bosonic T–dualized into usual supergravity solutions, while the others are genuinely
non–geometric. There is sort of classification of geometric and non–geometric solutions in this case and their correspondence
with dual time.
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