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Предложена общая процедура включения полей Штюкельберга с приводимой калибровочной
симметрией. Показано, что данная процедура позволяет построить дуальные формулировки с выс-
шими производными массивных представлений спина 1 и 2. В частности, продемонстрировано, что
массивный спин 1 может быть описан антисимметричным тензором второго ранга, а массивный
спин 2 — бесследовым тензором четвёртого ранга с диаграммой Юнга типа «окно». Также пока-
зано, что различные фиксации калибровки в действии Штюкельберга позволяют переключаться
между возможными дуальными формулировками рассматриваемых теорий.
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ВВЕДЕНИЕ

Идея о включении дополнительных полей в дей-
ствие с целью получения калибровочно–инвариантной
теории, эквивалентной исходной, впервые предложен-
ная Штюкельбергом в работе [1] по-прежнему остаёт-
ся актуальной [2, 3]. Так, например, широко приме-
няется так называемый «трюк Штюкельберга», заклю-
чающийся в разделении действия на калибровочно–
инвариантную и неинвариантную части, которое од-
нако является произвольным. При этом калибровоч-
ная симметрия Штюкельберга для исходных полей
предполагается такой же, как для калибровочно–
инвариантной части действия, а неинвариантность
оставшейся части должна компенсироваться преобра-
зованиями вводимых дополнительных полей. Однако
такое разделение действия на части является произ-
вольным и остаётся неясным, почему оно всегда воз-
можно. На идее Штюкельберга также основан ме-
тод конверсии связей первого рода в связи второ-
го рода в гамильтоновом формализме [4, 5], который
в отличие от «трюка Штюкельберга» представляет со-
бой систематическую процедуру, возможность приме-
нения которой была доказана для систем второго рода
общего вида [6, 7].

В работе [8] была предложена систематическая ите-
ративная процедура включения полей Штюкельберга
в лагранжевом формализме, а также доказана тео-
рема существования. Эта процедура исходит из по-
полнения системы лагранжевых уравнений всеми воз-
можными следствиями более низких порядков — по-
строения так называемого инволютивного замыкания.
Этот метод может считаться ковариантным анало-
гом гамильтонового алгоритма Дирака–Бергмана ите-
рации вторичных связей, а инволютивно–замкнутая
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система — ковариантным аналогом полной системы
гамильтоновых связей.

Инволютивное замыкание может содержать и след-
ствия более высокого порядка, которые могут быть
приводимыми. Обобщение метода введения полей
Штюкельберга на случай приводимых следствий, ко-
торыми пополняются лагранжевы уравнения, предло-
жено в работе [9]. Представляет интерес тот факт,
что включение полей Штюкельберга в приводимом
случае может служить инструментом для построения
дуальных формулировок рассматриваемых теорий, ко-
торые в общем случае могут быть неэквивалентны
при включении взаимодействий.

Настоящая статья представляет собой материалы до-
клада, представленного на конференции «Ломоносов–
2022», в основном опиравшегося на работу авторов [9],
и содержит краткий обзор полученных в ней результа-
тов, в частности, краткое изложение метода включе-
ния полей Штюкельберга в приводимом случае. Кроме
того, в настоящей статье также приводятся примеры,
которые позволяют строить дуальные формулировки
массивных представлений спина 1 и 2. Корректность
предложенных дуальных формулировок подтверждает-
ся с помощью подсчёта числа степеней свободы.

1. ПРИВОДИМАЯ СИММЕТРИЯ ШТЮКЕЛЬБЕРГА

Рассмотрим инволютивное замыкание системы урав-
нений ∂iS(φ) = 0,

∂iS(φ) = 0 , τα(φ) = 0 , (1)

где τα(φ) = −Γα
i(φ)∂iS(φ) — в общем случае при-

водимые дифференциальные следствия. Тогда, по по-
строению, существуют калибровочные тождества

Γα
i(φ)∂iS(φ) + τα(φ) ≡ 0 , (2)
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а также, в силу приводимости, тождества между след-
ствиями τα(φ),

ZA
α(φ)τα(φ) ≡ 0 , (3)

которые в свою очередь также приводимы,

∃Z1A1

A : Z1A1

A(φ)ZA
α(φ) ≈ 0 . (4)

Искомое действие Штюкельберга должно быть
устроено таким образом, чтобы его уравнения Лагран-
жа в нулевом порядке по полям Штюкельберга сов-
падали с уравнениями (1), а его тождества Нётер —
с тождествами (2) и (3). Таким образом, для каждого
дифференциального следствия τα вводится своё поле
Штюкельберга ξα, и действие ищется в виде

SSt(φ, ξ) =
∑

k=0

Sk , S0(φ) = S(φ) ,

Sk(φ, ξ) = Wα1...αk
(φ)ξα1 . . . ξαk , k > 0 ,

(5)

где первый порядок по полям Штюкельберга определя-
ется соотношением

Wα(φ) =
δSSt

δξα

∣

∣

∣

ξ=0
= τα(φ) . (6)

Также вводятся калибровочные параметры ǫα, ǫA,
соответствующие тождествам Нётер, относитель-
но которых действие Штюкельберга калибровочно–
инвариантно,

δǫSSt(φ, ξ) ≡ 0 , ∀ ǫα, ǫA . (7)

В нулевом порядке по полям Штюкельберга преоб-
разования симметрии имеют вид

δǫφ
i = Γi

α(φ)ǫ
α + . . . ; (8)

δǫξ
α = ǫα + Zα

A(φ)ǫ
A + . . . . (9)

Приводимость следствий выражается в наличии сим-
метрии симметрий

δωǫ
α = Zα

A(φ)ω
A + . . . ; (10)

δωǫ
A = −ωA + Z1

A
A1

(φ)ωA1 + . . . (11)

Дальнейшая приводимость приводит к симметриям
симметрий следующего уровня

δηω
A = Z1

A
A1

(φ)ηA1 + . . . ; (12)

δηω
A1 = ηA1 + . . . . (13)

Более высокие порядки по полям Штюкельберга
в действии (5) и преобразованиях симметрии (8)–(13)

находятся аналогичным образом с использованием уже
полученных выражений.

2. ДУАЛЬНЫЕ ФОРМУЛИРОВКИ МАССИВНЫХ
ПРЕДСТАВЛЕНИЙ СПИНА 1 И 2

2.1. Массивное поле спина 1

Рассмотрим модель Прока для массивного векторно-
го поля Aµ в четырёхмерном пространстве Минковско-
го, описываемую лагранжианом

L = −
1

4
FµνF

µν +
m2

2
AµA

µ , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ .

(14)
Уравнения Прока

δS

δAµ
≡ �Aµ − ∂µ∂

νAν +m2Aµ = 0 (15)

сами по себе не инволютивны, так как допускают диф-
ференциальное следствие первого порядка, представ-
ляющее собой условие трансверсальности,

∂µ δS

δAµ
≡ m2∂µAµ = 0 . (16)

Пусть лагранжевы уравнения (15) пополнены также
приводимыми следствиями третьего порядка

1

2
(∂µδ

λ
ν − ∂νδ

λ
µ)

δS

δAλ
≡

1

2
(� +m2)Fµν = 0 . (17)

Таким образом, инволютивное замыкание имеет вид:

δS

δAµ
≡ �Aµ − ∂µ∂

νAν +m2Aµ = 0 ; (18)

τ ≡ m2∂µA
µ = 0 ; (19)

τµν ≡
1

2
(�+m2)Fµν = 0 . (20)

Кроме тождеств, вытекающих из определения след-
ствий (16), (17), существуют тождества, связанные
с приводимостью τµν ,

εµνλρ∂ντλρ = 0 , (21)

где εµνλρ — символ Леви-Чивиты, которые, в свою оче-
редь, также являются приводимыми и допускают тож-
дества второго порядка приводимости

∂µε
µνλρ∂ν = 0 . (22)

Применяя процедуру включения полей Штюкельберга,
описанную в предыдущем разделе, получаем действие
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SSt =

∫

d4x
[

−
1

2
∂µAνF

µν
−

1

2
∂µ∂

λξνλ
(

∂µ∂ρξ
νρ + 2∂µAν

)

+
m2

2

(

AµA
µ + ∂µξ∂

µξ + ∂νξµν∂λξ
µλ

)

+m2Aµ

(

∂µξ + ∂νξ
µν
)

]

, (23)

которому соответствуют уравнения движения

δSSt

δAµ
≡ �Aµ − ∂µ∂

νAν +�∂νξµν+

+m2(Aµ + ∂µξ + ∂νξµν) = 0 ; (24)

δSSt

δξ
≡ −m2(�ξ + ∂µAµ) = 0 ; (25)

δSSt

δξµν
≡

1

2
(�+m2)(∂µ∂

λξλν − ∂ν∂
λξλµ+

+ ∂µAν − ∂νAµ) = 0 . (26)

Преобразования симметрии для исходного векторно-
го поля Aµ и полей Штюкельберга, представляющих
собой скаляр ξ и антисимметричный тензор второго
ранга ξµν = − ξνµ, имеют вид:

δǫA
µ = − ∂µǫ− ∂νǫ

µν , δǫξ = ǫ ,

δǫξ
µν = ǫµν + εµνλρ∂λǫρ .

(27)

Преобразованиям симметрии (27) соответствуют сле-
дующие симметрии симметрий:

δωǫ = 0 , δωǫ
µ = −ωµ

− ∂µω ; (28)

δηω = η , δηω
µ = − ∂µη . (29)

Приводимая калибровочная симметрия (27)–(29) до-
пускает различные калибровочные условия, простей-
шее из которых (ξ = 0, ξµν = 0) воспроизводит исход-
ные уравнения Прока. Также существует альтернатив-
ная допустимая калибровка, исключающая из уравне-
ний исходное векторное поле и скаляр,

ξ = 0 , Aµ = 0 , εµνλρ∂
νξλρ = 0 . (30)

Таким образом, мы показали, что массивный спин 1
может быть также описан антисимметричным тензо-
ром второго ранга, подчиняющимся уравнениям тре-
тьего порядка

(� +m2)∂νξµν = 0 , (31)

которые эквивалентны уравнениям Прока (15). Дей-
ствительно, уравнения Прока эквивалентны уравнени-
ям Клейна-Гордона, дополненным условием трансвер-
сальности, которому в пространстве Минковского удо-
влетворяет дивергенция антисимметричного тензора,
то есть ξµν можно рассматривать в качестве потенциа-
ла векторного поля Aµ. Таким образом, нелагранжевы
уравнения (31) представляют собой переформулировку
модели Прока в терминах потенциала.

2.2. Массивное поле спина 2

Рассмотрим модель массивной линеаризованной гра-
витации в четырёхмерном пространстве Минковского
с лагранжианом

L =
1

2

(

h�h− 2hµν∂µ∂νh− hµν
�hµν+

+ 2hµν∂ν∂
λhµλ −m2

(

hµνhµν − h2
)

)

, (32)

где h = ηµνhµν . Соответствующие уравнения движе-
ния

δS

δhµν
≡ ηµν(�+m2)h− (�+m2)hµν − ∂µ∂νh−

− ηµν∂λ∂ρh
λρ + ∂µ∂

λhνλ + ∂ν∂
λhµλ = 0 (33)

эквивалентны следующей системе уравнений:

(� +m2)hµν = 0 ; (34)

∂µhµν = 0 ; (35)

h = 0 . (36)

Аналогично тому, как в случае массивного спина 1
антисимметричный тензор представлял собой решение
условия трансверсальности, решением уравнений без-
дивергентности и бесследовости является тензор ξµνλρ
четвёртого ранга с симметрией, описываемой диаграм-
мой Юнга типа «окно», т. е.

µ ν

λ ρ
: ξ(µν)λρ = ξµνλρ , ξµν(λρ) = ξµνλρ , ξ(µνλ)ρ = 0 .

(37)
Таким образом, дуальная формулировка массивного

спина 2 задаётся уравнениями четвёртого порядка

(� +m2)∂λ∂ρξµνλρ = 0 , (38)

которые калибровочно–инвариантны относительно
приводимых преобразований симметрии, найденных
методом, предложенным в работе [10],

δξµνλρ = ∂λ∂
σǫµνρσ + ∂ρ∂

σǫµνλσ − ∂µ∂
σǫνλρσ−

− ∂µ∂
σǫνρλσ − ∂ν∂

σǫµλρσ − ∂ν∂
σǫµρλσ ; (39)

δǫµνλρ = ∂µωνλρ + ∂νωµλρ −
1

2
∂σ(2ηµνωσλρ+

+ ηµλωνσρ + ηνλωµσρ + ηµρωνσλ + ηνρωµσλ) , (40)

УЗФФ 2022 2241506–3



Международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов–2022»
Секция «Физика», подсекция «Теоретическая физика» УЗФФ № 4, 2241506 (2022)

где ǫµνλρ — тензор четвёртого ранга с диаграммой Юн-
га типа «крюк»,

µ ν

λ

ρ

: ǫ(µν)λρ = ǫµνλρ , ǫ(µνλ)ρ = 0 , ǫµν(λρ) = 0 ,

(41)
а ωµνλ — полностью антисимметричный тензор третье-
го ранга.

Данная дуальная формулировка может быть полу-
чена применением процедуры включения полей Штю-
кельберга в действие с лагранжианом (32).

2.3. Подсчёт числа степеней свободы

Убедимся, что полученные дуальные формулировки
(31) и (38) действительно описывают массивный спин
1 и 2, соответственно. Для этого применим форму-
лу для подсчёта числа степеней свободы, полученную
в работе [11]:

N =
∑

n

n
(

tn −
∑

m

(−1)m
(

lmn + rmn
)

)

, (42)

где tn — число уравнений порядка n, lmn — число ка-
либровочных тождеств полного порядка n и порядка
приводимости m, rmn — число калибровочных симмет-
рий полного порядка n и порядка приводимости m.
Порядок уравнения определяется максимальным по-
рядком входящих в него производных. Под полным
порядком калибровочного тождества нулевого поряд-
ка приводимости понимается сумма порядка генера-
тора тождества и порядка уравнений. Полный поря-
док тождества порядка приводимости m определяется
как сумма порядка генератора тождества и порядка
тождества предыдущего порядка приводимости. Ана-
логично полный порядок калибровочной симметрии по-
рядка приводимости m представляет собой сумму по-
рядка генератора калибровочной симметрии, а так-
же порядка калибровочной симметрии предыдущего
порядка приводимости.

Так, в случае массивного спина 1 имеются четыре
уравнения третьего порядка (31), t3 = 4, одно тожде-
ство четвёртого порядка (� +m2)∂µ∂νξµν = 0, l04 = 1,
четыре преобразования первого порядка нулевого по-
рядка приводимости (27), r01 = 4, а также одно преоб-
разование второго порядка первого порядка приводи-
мости (28), r12 = 1. Согласно (42), система имеет

N = 3 · 4− 4 · 1− 1 · 4 + 2 · 1 = 6 (43)

степеней свободы по счёту фазового пространства, что
соответствует трём степеням свободы по счёту конфи-
гурационного пространства. Таким образом, мы полу-
чили правильное число степеней свободы для массив-
ного представления спина 1.

В случае дуальной формулировки для массивного
спина 2 имеем девять уравнений четвёртого порядка

(38), t4 = 9, четыре неприводимых тождества пятого
порядка,

(� +m2)∂ν∂λ∂ρξµνλρ = 0 , (44)

l05 = 4. Число калибровочных симметрий для преобра-
зований нулевого порядка приводимости определяется
числом независимых компонент бесследового тензора
с диаграммой Юнга типа «крюк»

:
(d+ 2)d(d− 1)(d− 3)

8
, (45)

число калибровочных симметрий первого порядка при-
водимости — числом независимых компонент полно-
стью антисимметричного бесследового тензора третье-
го ранга

:
d(d− 1)(d− 2)

6
, (46)

где d — размерность пространства [12]. Таким обра-
зом, в четырёхмерном пространстве Минковского име-
ется девять преобразований второго порядка нулевого
порядка приводимости (39), r02 = 9, а также четыре
преобразования третьего порядка первого порядка при-
водимости (40), r13 = 4. Тогда

N = 4 · 9− 5 · 4− 2 · 9 + 3 · 4 = 10 , (47)

что даёт корректный результат для массивного пред-
ставления спина 2 (пять степеней свободы по счёту
конфигурационного пространства).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе представлено обобщение мето-
да включения полей Штюкельберга для случая, когда
штюкельберговская симметрия является приводимой.
В основе этого общего метода лежит процедура инво-
лютивного замыкания полевых уравнений (т.е. попол-
нения уравнений их дифференциальными следствиями
так, чтобы пополненная система содержала все воз-
можные следствия низших порядков). Если добавлен-
ные при инволютивном замыкании следствия оказыва-
ются приводимыми, то и соответствующая симметрия
Штюкельберга допускает симметрию симметрий. В та-
ких случаях при определенных условиях все физиче-
ские степени свободы могут быть представлены поля-
ми Штюкельберга, тогда как исходные поля могут быть
полностью откалиброваны, что открывает путь к по-
строению дуальных формулировок для полей различ-
ных спинов, как массивных, так и безмассовых. Так
например, массивный спин 1 может быть описан анти-
симметричным тензором второго ранга, подчинённым
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определенному уравнению с высшими производными.
Аналогично массивный спин 2 описывается тензором
четвёртого ранга с диаграммой Юнга типа «окно». По-
строенные дуальные теории устойчивы, несмотря на
наличие высших производных.
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Dual formulations for the theories with reducible Stueckelberg symmetry
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We consider general procedure for including Stueckelberg fields with reducible gauge symmetry. It is shown that this procedure
allows one to construct higher derivative dual formulations for representations of massive spin 1 and spin 2 fields. In particular, we
demonstrate that massive spin 1 can be described by the antisymmetric second-rank tensor, and massive spin 2 can be represented
by the traceless fourth-rank tensor with the Young tableau of window type. It is also shown, that by the choice of gauge fixing
conditions in the Stueckelberg action we can switch between different dual formulations of the same theory.
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