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Генерация магнитных полей в различных космических объектах описывается с помощью ме-
ханизма динамо. В случае галактик одной из наиболее эффективных моделей является планар-
ное приближение, созданное для тонких дисков. Оно характеризует эволюцию поля с помощью
усредненных значений параметров, связанных с кинематическими характеристиками межзвездной
среды. Между тем, в случае наличия ряда активных процессов необходимо рассматривать су-
щественные флуктуации данных параметров, а также вертикальные потоки. В настоящей работе
рассмотрены уравнения для динамо в тонком диске со случайными коэффициентами, исследованы
различные случайные возмущения, представляющие как астрономический, так и математический
интерес. Показано наличие перемежаемости, когда старшие моменты растут быстрее младших.
Важно отметить, что в настоящей работе использовались большие выборки, на порядки превыша-
ющие те, которые применялись в предшествующих работах.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящий момент практически не вызывает со-
мнений, что целый ряд космических объектов обла-
дает крупномасштабными магнитными полями. Впер-
вые предположения о существовании магнитных по-
лей на Солнце были сделаны еще в конце XIX ве-
ка, что было подтверждено астрономическими наблю-
дениями солнечных пятен в 1908 году [1]. Магнетизм
планет также известен достаточно давно (если гово-
рить о Земле, то наличие у нее магнитного поля оче-
видно уже много веков, в дальнейшем подтверждено
существование полей у ряда других объектов). При-
сутствие крупномасштабных структур магнитного по-
ля в галактиках было впервые предположено в сере-
дине XX века при изучении космических лучей. Так,
заряженные частицы, ассоциируемые с космическими
лучами, должны были бы «прошивать» Млечный Путь
за времена, пренебрежимо малые по сравнению с про-
должительностью существования галактики [2]. Вме-
сте с тем, как интенсивность, так и пространствен-
ное распределение лучей свидетельствовало о том, что
их траектории намного более сложны. Это можно бы-
ло бы объяснить взаимодействием с магнитным полем.
Первые оценки для величины магнитного поля были
сделаны еще Э.Ферми [3], и они оказались удивитель-
ным образом близки к сегодняшним представлением
(были получены величины порядка 1 мкГс). В настоя-
щее время магнитные поля галактик хорошо изучены,
в первую очередь с помощью измерений мер фараде-
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евского вращения для поляризованных электромагнит-
ных волн, которое проводится на современных радио-
телескопах [4–7].

С теоретической точки зрения генерация магнитных
полей описывается с помощью механизма динамо. Он
связан с переходом энергии турбулентных движений
ионизованной среды в энергию магнитного поля. Пер-
вые примеры описания конкретного действия данного
механизма были предложены Паркером [8] для Солнца
и Эльзассером [9] для Земли в 1950-е годы, и пред-
ставляли собой простые двумерные модели, представ-
ляющие возможность асимптотического анализа. Бы-
ло показано, что генерация магнитного поля связана
с совокупным действием альфа-эффекта и дифферен-
циального вращения и возможна лишь при определен-
ном соотношении между параметрами, когда данные
процессы более интенсивны, чем разрушение поля за
счет диффузионных явлений. Для галактик одним из
наиболее эффективных подходов является планарное
приближение, созданное в 1990-е годы [10, 11]. Оно
предполагает, что галактический диск достаточно тон-
кий, поэтому поле целиком описывается с помощью ра-
диальной и азимутальной составляющих, эволюцион-
ные уравнения для которых содержат коэффициенты,
описывающие альфа-эффект, дифференциальное вра-
щение и турбулентную диффузию. Они являются ре-
зультатом усреднения кинематических характеристик
по некоторым масштабам, и в целом хорошо описыва-
ют процесс генерации магнитного поля.

Между тем, нельзя не отметить, что описание по-
ля с помощью подобных усредненных коэффициентов
является достаточно затруднительным в случае галак-
тик, характеризующихся сильно неоднородной средой.
К подобным примерам можно отнести объекты с ин-
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тенсивным звездообразованием, истечениями из звезд,
областям в окрестности активных ядер и т.д. В таком
случае могут возникать короткие по продолжительно-
сти, но при этом достаточно существенные изменения
параметров. Хорошей моделью для описания влияния
данных процессов на магнитное поле является исполь-
зование уравнений со случайными коэффициентами,
которые принимают одно из двух возможных значе-
ний [12, 13]. Одно из них может соответствовать «спо-
койной» межзвездной среде, второе — областям с ин-
тенсивными процессами. Подобные уравнения хорошо
известны в теории вероятностей, и были исследованы
как для космического магнетизма, так и для других
процессов, таких как, например, распространение све-
та во Вселенной [14–16]. Одной из ключевых особен-
ностей подобных уравнений является перемежаемость:
она заключается в том, что старшие моменты реше-
ния растут быстрее младших. Это связано с наличием
редких, но больших по величине решений, которые го-
раздо сильнее влияют на среднеквадратичные, нежели
на средние значения (также аналогичный механизм на-
блюдается и для последующих моментов).

Нельзя не отметить, что несмотря на то, что предше-
ствующие результаты весьма интересны, они обладают
рядом недостатков. Так, в большинстве указанных ра-
бот усреднение проводилось по выборкам, состоящим
из N ∼ 104..6 элементов. Хотя они и достаточно ве-
лики, типичную погрешность в вычислении средних
значений можно оценить как

√

1/N, что уже состав-
ляет величины порядка десятых долей процента. Учи-
тывая, что разница между показателями роста средних
и среднеквадратичных значений составляет сопостави-
мые величины, подобные размеры выборок могут ока-
заться недостаточными. Расширение выборки требует
более значительных вычислительных ресурсов, кото-
рые доступны при работе на суперкомпьютере.

Кроме того, нельзя не отметить, что при рассмот-
рении интенсивных процессов в межзвездной среде
возрастает роль явлений, связанных с вертикальными
потоками среды. Это приводит к «выносу» магнитно-
го поля за пределы галактического диска и замедле-
нию его роста (а в отдельных случаях можно и во-
все говорить о затухании). Подобные процессы можно
учесть, включив в модель уравнение, описывающее по-
токи спиральности магнитного поля [17, 18]. Магнит-
ная спиральность представляет собой скалярное про-
изведение поля и его векторного потенциала. Мож-
но показать, что она является интегралом движения,
а ее эволюцию необходимо учитывать при рассмотре-
нии поведения магнитного поля в объектах с интен-
сивными процессами [19].

В настоящей работе мы рассматриваем уравнения
для магнитного поля, которые учитывают изменение
его спиральности. Чтобы понять механизм влияния ак-
тивных процессов на рост поля, мы используем сто-
хастические закономерности для коэффициентов, ко-
торые учитывают модели для взаимосвязи между до-
лей высокоионизованной компоненты межзвездного га-

за (ее можно ассоциировать с вероятностью, ассоции-
рованной с соответствующим значением параметров)
и управляющими параметрами динамо. Кроме того, мы
также рассматриваем и некоторые абстрактные моде-
ли для коэффициентов, которые могут не иметь суще-
ственного астрономического значения, но представля-
ют большой интерес с математической точки зрения.
Использование суперкомпьютера «Ломоносов-2» [20]
Московского государственного университета позволя-
ет нам брать выборки размером порядка 108.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

При исследовании магнитных полей космических
объектов четко выраженно разделение полного поля H

на крупномасштабную и мелкомасштабную компонен-
ты [21]

H = B+ b,

где B и b — крупномасштабная и мелкомасштабная
компоненты, причем

B =< H > .

Такое усреднённое поле описывается уравнением
Штеенбека–Краузе–Рэдлера [22]:

∂B

∂t
= rot(αB) + rot[V,B] + β∆B,

где α характеризует закрученность турбулентных дви-
жений среды, V — средняя скорость турбулентно дви-
жущейся среды, а β отвечает за диффузию.

Для описания генерации магнитных полей галактик
используется планарное приближение [10]. Галактика
представляет собой тонкий диск, полутолщина h кото-
рого много меньше его радиуса R. В цилиндрической
системе координат, если направить ось z перпендику-
лярно плоскости галактического диска и поставить на-
чало координат в его центр, величина поля будет мак-
симальной при z = 0 и минимальной при z = ±h.
Предполагается, что изменение происходит по закону
косинуса вдоль оси z [23].

Магнитная спиральность [17, 18] — это интеграл
по заданному объёму от скалярного произведения ин-
дукции магнитного поля и её векторного потенциала.
Можно показать, что полная производная магнитной
спиральности по времени равна нулю в случае, если
проводимость среды стремиться к бесконечности, что
с хорошей точностью выполняется для межзвёздной
среды. Следовательно, для межзвёздной среды магнит-
ную спиральность можно считать интегралом движе-
ния.

С учётом вышесказанного можно получить следую-
щую систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений [17]:

dBr

dt
= −

2

π
Rα(1 + α)Bϕ − (Ru + k)Br, (1)
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dBϕ

dt
= RωBr − (Ru + k)Bϕ, (2)

dα

dt
= −Ruα− C

[

(1 + α)(B2

ϕ +B2

r )+

+(1 + α)1/2
3

8

(−πD)1/2

Rα
BrBϕ +

α

Rm

]

. (3)

Здесь Rα = α0h
β — коэффициент, отвечающий за

α–эффект, где α0 — кинематическая составляющая
α–эффекта и h — толщина галактического диска,

Rω = Ω0h
2

β — характеризует дифференциальное вра-
щение, Ω0 — характерное значение угловой скорости,
Br и Bϕ — радиальная и азимутальная составляющие
магнитного поля, C = 2(hl )

2 связано с толщиной диска,

D = RαRω — динамо число, Ru = U0h
β — соотноше-

ние между характерными скоростями и турбулентной
диффузией, U0 — характерная скорость, Rm — маг-

нитное число Рейнольдса, k = π2

4

υ
υ0

(υ0 — средняя ско-
рость движения в галактике, υ — скорость турбулент-
ных движений в данной точке).

В системе (1)-(3) были выбраны следующие значе-
ния коэффициентов [18]:

Rω = −15, C = 50, Rm = 105,

Br0 = 0, Bϕ0 = 10−3, α0 = −10−3.

Активные процессы [12, 13, 24, 25] можно учесть
следующим образом: будем полагать, что параметры,
характеризующие турбулентные движения будут опи-
сываться одним из трех следующих случайных зако-
нов. Они могут принимать на каждом полуинтервале
{n∆t; (n+ 1)∆t) одно из двух случайных значений:

k =

{

7.5, c вероятностью p;

2.5, с вероятностью 1− p;
(4)

Rα =

{

0.33, c вероятностью p;

1, с вероятностью 1− p;
(5)

Ru =

{

0.3, c вероятностью p;

0.1, с вероятностью 1− p.
(6)

Значение ∆t было выбрано равным 0.01 После расчёта
эволюции магнитного поля со временем данным ме-
тодом, получившуюся зависимость необходимо усред-
нить по ансамблю решений.

2. АНАЛИЗ УРАВНЕНИЙ И ИХ РЕШЕНИЙ

Так как одной из целей работы является расшире-
ние выборки для повышения точности получаемых ре-
зультатов, численное решение [26] системы уравнений

(1)–(3) в модели со случайными коэффициентами бы-
ло рассчитано на суперкомпьютере «Ломоносов-2» при
помощи технологии MPI [27]. Усреднение проводилось
на основе 108 типичных решений. Случайные коэффи-
циенты генерировались с помощью генератора псевдо-
случайных чисел. В данной работе был использован
алгоритм — вихрь Мерсена [28], период повторений

для которого составляет приблизительно 106∗10
3

, что
обеспечивает хорошую «случайность» нашим коэффи-
циентам.

Рис. 1. Графики зависимости магнитного поля от времени со
случайным параметром k при Rα = 1 и Ru = 0.1: чёрная
линия соответствует p = 4%, красная — p = 8%, синяя —
p = 15%

На рис. 1 можно увидеть типичные решения при слу-
чайном параметре k в (4). Когда параметр диссипации
p > pcr больше своего критического значения, поле
начинает разрушаться. Закон разрушения поля с точ-
ностью до константы eγt.

Если сделать случайным коэффициентом Rα (рис. 2)
поле изменяется слабо, но всё ещё заметно уменьше-
ние амплитуды и рост периода осцилляций поля при
увеличении параметра p.

При изменении коэффициентов Ru (рис. 3) поле
практически не изменяется и пронаблюдать, какие-
либо эффекты становится затруднительным. Можно
сказать что неоднородность вертикальных потоков вно-
сит незначительный вклад в изменение магнитного по-
ля.

При одновременном изменении всех трёх параметров
k, Rα и Ru (рис. 4) можно видеть, что поле разруша-
ется быстрее, чем в случае, где случайным был только
коэффициент k [13], следовательно, критическое зна-
чение параметра p достигается при меньших значени-
ях.

Характер решений на рис. 1 и 4 отличается от ре-
шений на рис. 2 и 3. Это можно объяснить тем, что
в среде с активным звездообразованием параметр k
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Рис. 2. Графики зависимости магнитного поля от времени со
случайным параметром Rα, при k = 2.5 и Ru = 0.1: чёрная
линия соответствует p = 4%, красная — p = 8%, синяя —
p = 15%

Рис. 3. Графики зависимости магнитного поля от времени со
случайным параметром Ru, при k = 2.5 и Rα = 1: чёрная
линия соответствует p = 4%, красная — p = 8%, синяя —
p = 15%

принимает значение при котором поле очень быстро
разрушается. Более наглядно это можно увидеть, ли-
неаризовав систему (1)-(3) и посмотрев на ее решение,
что и будет проделанно далее.

Отдельный интерес представляют статистические
моменты решения и их сравнение. Из рис. 5 видно, что
при учёте активных процессов резко уменьшилась ам-
плитуда и увеличился период затухающих осцилляций
магнитного поля. Также можно заметить, что типич-
ное решение довольно сильно отличается от средне-
го, а среднеквадратичное значение начинает обгонять

Рис. 4. Графики зависимости магнитного поля от времени со
случайными параметрами k, Rα и Ru: чёрная линия соответ-
ствует p = 4%, красная — p = 8%, синяя — p = 15%

Рис. 5. Графики зависимости магнитного поля от времени со
случайными параметрами k, Ru, Rα при p = 4%: красная
линия показывает среднеквадратичное значение, чёрная —
среднее, синяя — типичное и зелёная соответствует спокой-
ной среде (p = 0%)

среднее. Это является проявлением так называемой пе-
ремежаемости.

Перемежаемость — эффект, который широко встре-
чается в задачах, связанных с мультипликативными
случайными величинами. В качестве простой иллю-
страции рассмотрим случайную величину Q, которая
представляет собой произведение Q = q1q2 . . . qN , где
каждый из сомножителей qi принимает с вероятно-
стью 1/2 значение 0 или 2. Нетрудно вычислить, что
ее среднее значение будет равно < Q >= 1. В то
же время, среднеквадратичное значение будет состав-
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Таблица. Значения коэффициента роста γ найденные из аппроксимации численного решения и рассчитанные по формуле (7)

γ0 γk γRu
γRα

Численный результат 0.48921 −4.51078 0.28986 −0.81646

Качественная аналитическая модель 0.49019 −4.50981 0.29019 −0.81588

лять < Q2 >1/2= 2N/2. Данный элементарный при-
мер наглядно демонстрирует, что редкие, но большие
по своей величине реализации имеют гораздо более
существенное влияние на среднеквадратичное значе-
ние, нежели на среднее. Подобный механизм имеет ме-
сто в большом количестве задач теории вероятностей
и статистической физики, в том числе при исследова-
нии генерации магнитных полей [29].

Интересно было бы дать качественное аналитиче-
ское описание механизма перемежаемости в нашем
случае. Система (1)–(3) имеет узел в точке ({0, 0, 0}),
и производя процесс линеаризации в этой точке, мож-
но получить новую систему, описывающую магнитное
поле на ранних этапах эволюции. Линеаризованная си-
стема выглядит следующим образом:

dBr

dt
= −

2

π
RαBϕ − (Ru + k)Br;

dBϕ

dt
= RωBr − (Ru + k)Bϕ;

dα

dt
= −α(Ru +

1

Rm
).

Теперь Br и Bϕ не зависят от α и представляют собой
суммы из пары экспонент, одна из которых в условиях
данной задачи всегда затухающая. Тогда в начальный
момент времени:

B = (B2

r +B2

ϕ)
1/2 = B0e

γt,

где

γ = −Ru − k + (−
2

π
RαRω)

1/2. (7)

Аппроксимируя численные решения в спокойной га-
лактике и галактике с активным звёздообразованием
(p = 1), так же можно найти коэффициенты роста γ.
В таблице можно увидеть рассчитаные значения, где
γ0 — значение γ в спокойной галактике; γk — значе-
ние γ в галактике с активным звёздообразованием при

случайном коэффициенте k; γRu
— значение γ в га-

лактике с активным звёздообразованием при случай-
ном коэффициенте Ru; γRα

— значение γ в галак-
тике с активным звёздообразованием при случайном
коэффициенте Rα.

Можно видеть, что численные значения показателя
роста отличаются лишь в третьем знаке, и хорошо «ло-
жатся» на аналитические результаты.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе был исследован вопрос о ге-
нерации магнитных полей в галактиках с активным
звездообразованием с использованием модели с пото-
ками спиральности. Для этого использовались урав-
нения, в которых основные параметры, характеризую-
щие эволюцию магнитного поля, предполагались слу-
чайными. Отметим, что были рассмотрены не толь-
ко физически значимые случайные флуктуации, но
и примеры возмущений, которые достаточно интерес-
ны с теоретико-вероятностной точки зрения. С це-
лью повышения статистической значимости результа-
тов нами были использованы выборки размером поряд-
ка 108, что потребовало использования суперкомпью-
терных ресурсов. Были рассмотрены случайные воз-
мущения различных случайных параметров, получены
типичные значения показателей роста. В ряде случа-
ев показано наличие перемежаемости. Вместе с тем,
надо помнить, что уравнения носят принципиально
нелинейный характер. Это обуславливает несколько
иной характер поведения магнитного поля нежели тот,
что был получен ранее.

Работа выполнена с использованием оборудо-
вания Центра коллективного пользования сверх-
производительными вычислительными ресурсами
МГУ имени М.В.Ломоносова.
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No-z approximation in dynamo theory with random coefficients in the presence
of vertical helicity fluxes
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Generation of magnetic fields in various cosmic objects is described using the dynamo mechanism. In the case of galaxies, one of
the most effective models is the no-z approximation created for thin disks. It characterizes the field evolution by means of averaged
values of parameters related to kinematic characteristics of the interstellar medium. Meanwhile, in the case of a number of active
processes, it is necessary to consider significant fluctuations of these parameters, as well as vertical fluxes of the medium. In the
present paper, the equations for dynamo in a thin disk with random coefficients are considered and various random perturbations of
both astronomical and mathematical interest are investigated. The presence of intermittency is shown, where the higher moments
grow faster than the lower ones. It is important to say that we used large random samples that are much larger than ones in
previous works.

PACS: 02.50.-r.
Keywords: magnetic fields, dynamo, intermittency, equations with random coefficients.
Received 14 May 2022.

Сведения об авторах

1. Михайлов Евгений Александрович — канд. физ.-мат. наук, ассистент; e-mail: ea.mikhajlov@physics.msu.ru.

2. Сердюков Михаил Геннадьевич — студент бакалавриата; e-mail: serdiukov.mg19@physics.msu.ru.

УЗФФ 2022 2240704–6


