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Â ðàáîòå èññëåäîâàíû ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû ñ êîíâåêöèåé Áåíàðà�Ðýëåÿ, ïîëó÷åííûå
ïóòåì îòñëåæèâàíèÿ èäåàëüíûõ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö â ïîòîêå. Ñêîðîñòü êàæäîé ÷àñòèöû â ëþ-
áîé ìîìåíò ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ æèäêîñòè â òîé æå òî÷êå. Ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü ôàçîâûå òðàåêòîðèè êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ æèäêîñòè â îáëàñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà. Äëÿ ÷èñëà Ðýëåÿ Ra = 2.2 × 105 óñòàíîâëåíî íàëè÷èå äâóõ òèïîâ ôàçîâûõ òðàåê-
òîðèé, îäèí èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ âîêðóã îñîáûõ òî÷åê òèïà öåíòð è ñîîòâåòñòâóåò
äâèæåíèþ â êîíâåêòèâíûõ âàëàõ, à âòîðîé ñîîòâåòñòâóåò õàîòè÷åñêîìó äâèæåíèþ íà ãðàíèöå
ñîñåäíèõ êîíâåêòèâíûõ âàëîâ âáëèçè õîëîäíîé è ãîðÿ÷åé ñòåíîê. Ïðîàíàëèçèðîâàíî îòëè÷èå ôà-
çîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû ñ êîíâåêöèåé Áåíàðà�Ðýëåÿ ïðè îïèñàíèè óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà
è ñèñòåìîé Ëîðåíöà.

PACS: 47.55.P, 47.55.pb, 47.10.ad, 05.45.-a ÓÄÊ: 533.6.011.32.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíâåêöèÿ Áåíàðà�Ðýëåÿ, ìåòîä òðàññèðîâêè ÷àñòèö, óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, ôàçîâûé ïîðò-
ðåò, ñèñòåìà Ëîðåíöà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êîíâåêöèÿ Áåíàðà�Ðýëåÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â ôîðìèðîâà-
íèè óñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð ïðè äâèæåíèè âÿçêîé íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ ãîðèçîíòàëüíûìè ïëà-
ñòèíàìè ïðè íàãðåâå íèæíåé. Ýòî ÿâëåíèå âûçûâàåò
èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé êàê èç ïðèêëàäíûõ [1, 2, 3, 4],
òàê è ôóíäàìåíòàëüíûõ [5, 6] îáëàñòåé. Íàèáîëüøèé
ïðîãðåññ â îïèñàíèè êîíâåêöèè Áåíàðà-Ðýëåÿ áûë äî-
ñòèãíóò ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëîðåíöà [7],
÷òî ïðèâåëî ê ðàçðàáîòêå ïîíÿòèÿ ñòðàííîãî àòòðàêòî-
ðà [8]. Ïðè âûâîäå ñèñòåìû Ëîðåíöà, îäíàêî, èñïîëü-
çóåòñÿ ðÿä óïðîùåíèé [9, 10]: íåçàâèñèìîñòü ñâîéñòâ
æèäêîñòè îò òåìïåðàòóðû (êðîìå ïëîòíîñòè) è ñîõðà-
íåíèå òîëüêî ìëàäøèõ ÷ëåíîâ â Ôóðüå�ïðåäñòàâëåíèè
ôóíêöèè òîêà. Âîçðîñøèå â ïîñëåäíèå ãîäû âû÷èñ-
ëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðîâ è äîñòóïíîñòü
ïðîãðàììíûõ êîäîâ ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü äèíàìèêó
êîíâåêöèè Áåíàðà-Ðýëåÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Íàâüå�
Ñòîêñà, íå èìåþùèõ âûøåóêàçàííûõ îãðàíè÷åíèé.
Ôàçîâûå ïîðòðåòû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû
ïðè óñòàíîâëåíèè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïîëÿìè ñêîðî-
ñòåé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé, è òðàåêòîðè-
ÿìè íåêîòîðûõ ÷àñòèö, ñîîòíåñåííûõ ñ êîíòðîëüíûìè
îáúåìàìè æèäêîñòè. Äëÿ ïîäõîäà Ëàãðàíæà [11, 12]
ê ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû òàêîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿ-
åòñÿ åñòåñòâåííûì. Óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, îäíàêî,
óäîáíî ðåøàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà Ýéëåðà [13],
÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè äîïîëíèòåëüíîãî èíòå-
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ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ � ò. í. òðàññèðîâêè
ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö [14].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåí ïîäõîä ê èçó÷åíèþ

äèíàìèêè êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ Áåíàðà�Ðýëåÿ ìåòî-
äîì òðàññèðîâêè ÷àñòèö è ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ôàçîâûõ
ïîðòðåòîâ íà îñíîâàíèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé Íàâüå�Ñòîêñà.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

Äëÿ îïèñàíèÿ êîíâåêöèè Áåíàðà�Ðýëåÿ èñïîëüçîâà-
ëàñü ìîäåëü (ðèñ. 1), îñíîâàííàÿ íà ñèñòåìå óðàâíåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì òåïëîïåðåíîñà:

∂v
∂t

+ (v∇v) = − 1
ρ0
∇P + ν∆v − gβT,

div v = 0,

∂T

∂t
+ (v∇)T = χ∆T,

(1)

ãäå v � ñêîðîñòü, P � äàâëåíèå, ρ0 � ïëîòíîñòü æèä-
êîñòè ïðè êàëèáðîâî÷íîé òåìïåðàòóðå T0, ν � êîýô-
ôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, g � óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ, β � êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ðàñøè-
ðåíèÿ, χ � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.
Â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Áóññèíåñêà òåêó÷àÿ ñðåäà

ñ÷èòàåòñÿ ñëàáî ñæèìàåìîé, òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü
îò òåìïåðàòóðû çàâèñèò ëèíåéíî:

ρ(T ) = ρ0(1− βθ), (2)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü, θ � îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îò
ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ.
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Ðèñ. 1: Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è äëÿ êîíâåêöèè Áåíàðà�Ðýëåÿ

Ñëàãàåìîå gβT â óðàâíåíèÿõ Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ èì-
ïóëüñà (1) îïèñûâàåò âëèÿíèå ñèëû Àðõèìåäà, ïðèâî-
äÿùåå ê ïîäúåìó íàãðåòîé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿ-
æåñòè [15].
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è áûëè

ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ:





T = Thot, y = 0, x ∈ Γ,

T = Tcold, y = ymax, x ∈ Γ,

− n · λ∇T = 0, x = 0, y ∈ Γ,

− n · λ∇T = 0, x = xmax, y ∈ Γ,

v = 0, (x, y) ∈ Γ,
{

v |t=0 = 0, (x, y) ∈ Ω,

T |t=0 = T0, (x, y) ∈ Ω,

(3)

ãäå Ω � ïðÿìîóãîëüíàÿ ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü, Γ � ãðàíè-
öà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ymax � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
êîîðäèíàòû y â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, xmax � ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû x â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè,
v � âåêòîð ñêîðîñòè, n � íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè,
λ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) îñóùåñòâëÿëîñü ìå-

òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îáëàñòü ïîèñêà ðåøåíèÿ
ðàçáèâàëàñü íà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, íà
êàæäîì èç êîòîðûõ ðåøåíèå àïïðîêñèìèðîâàëîñü ïî-
ëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé, îáðàùàþùåéñÿ â íîëü çà åãî
ïðåäåëàìè. Êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíê-
öèé íàõîäèëèñü èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà çíà÷åíèÿ ñîñåä-
íèõ ôóíêöèé â óçëàõ è ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì. Äëÿ ïîèñêà êîýôôèöèåíòîâ ñîñòàâëÿëàñü ñèñòå-
ìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êî-
òîðîé ïðîèçâîäèëîñü ìåòîäîì LU�äåêîìïîçèöèè, ðåà-
ëèçîâàííîì â ïàêåòå PARDISO [17].
Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé èñïîëüçîâàëèñü

ïîëèíîìû âòîðîãî ïîðÿäêà, äëÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòó-
ðû - ïåðâîãî. Òàêîé âûáîð ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ñêî-
ðîñòü ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2) è äàâëåíèå ñ òåìïåðàòó-
ðîé ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h).

Ñåòêà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ âû÷èñëåíèé, âêëþ÷àëà ïî-
ðÿäêà 104 òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ 102

ýëåìåíòà áûëè ãðàíè÷íûìè. Ïðèìåð ôðàãìåíòà ñåòêè
ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2. Âáëèçè òâåðäûõ ãðàíèö ñåò-
êà ñãóùàëàñü äëÿ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ.

Ðèñ. 2: Ôðàãìåíò ðàñ÷åòíîé ñåòêè

Õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñî-
îòâåòñòâîâàëè âîçäóõó. Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâ-
ëåíû â òàáë. 1.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íåîáõîäèìà èí-

ôîðìàöèÿ î òðàåêòîðèÿõ òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïîñòðîèòü òàêèå íàáîðû òðàåêòîðèé ìîæíî ñ ïî-
ìîùüþ òðàññèðîâêè áåçìàññîâûõ ÷àñòèö â ïîòîêå. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàçìåñòèì â ðàñ÷åòíîé îá-
ëàñòè ðàâíîìåðíî 80 000 ÷àñòèö è áóäåì ðåøàòü óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû, èñïîëüçóÿ ðå-
øåíèå óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè t:

dqi

dt
= v(t), (4)

ãäå qi � êîîðäèíàòà i-îé ÷àñòèöû, v � ñêîðîñòü òåêó-
÷åé ñðåäû, ïîëó÷åííàÿ èç óðàâíåíèé (1). Èíòåãðèðî-
âàíèå ïî âðåìåíè îñóùåñòâëÿëîñü ìåòîäîì Äîðìàíäà�
Ïðèíñà [19].
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Òàáëèöà 1: Ãëîáàëüíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè

Íàçâàíèå Âåëè÷èíà Îïèñàíèå
Hcell 0.07 ì Âûñîòà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
AR 1 ê 10 Ñîîòíîøåíèå ñòîðîí ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

Wcell Hcell/AR Øèðèíà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
Thot 298.65 Ê Òåìïåðàòóðà íèæíåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
Tcold 293.15 K Òåìïåðàòóðà âåðõíåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
T0 293.15 K Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà

а б

Ðèñ. 3: Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (à) è ìîäóëÿ ñêîðîñòè (á) â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå

а
б

Ðèñ. 4: Ôàçîâûé ïîðòðåò êîíâåêòèâíîé ÿ÷åéêè à � (qx, px) è á � (qy, py) â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå

2. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ È ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ

Â äèàïàçîíå ÷èñåë Ra = 102 − 106 êàðòèíà äâóìåð-
íîãî òå÷åíèÿ êà÷åñòâåííî íå èçìåíÿåòñÿ[18], ïîýòîìó
â äàëüíåéøåì ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äëÿ Ra = 2.2×105,
âûáðàííîì èç ñîîáðàæåíèé áûñòðîãî äîñòèæåíèÿ êâà-
çèñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà (tstat = 3×10 ñ) è îòñóòñòâèÿ
òóðáóëåíòíîãî âêëàäà. Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, ñòðóêòó-
ðà óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ òèïè÷íà äëÿ êîíâåêöèè
Áåíàðà�Ðýëåÿ: íàáëþäàåòñÿ ôîðìèðîâàíèå êîíâåêòèâ-
íûõ ÿ÷ååê (ðèñ. 3, à) è çàìêíóòûõ öèðêóëÿöèîííûõ
êîíòóðîâ (ðèñ. 3, á).
Ïîñëå äîñòèæåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà â ðàñ-

÷åòíóþ îáëàñòü ïîìåùàëèñü ÷àñòèöû, íà÷àëüíûå êîîð-
äèíàòû êîòîðûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿëèñü â ïðåäå-
ëàõ îáëàñòè. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû â êâàçèñòàöè-
îíàðíîì ðåæèìå èìåþò óñòîé÷èâûé õàðàêòåð è ïîñòî-
ÿííóþ ôîðìó îãèáàþùåé (ðèñ. 4).

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñðàâíåíèå òðàåêòîðèé ÷àñòèö
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ äâóìåðíûìè ïðîåêöèÿìè àò-
òðàêòîðà Ëîðåíöà, ïîëó÷åííûõ èç ñèñòåìû îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëîðåíöà:

Ẋ = σ(Y −X),

Ẏ = rX − Y −XZ,

Ż = −bZ + XY,

(5)

ãäå σ � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, b � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçó-
þùèé ãåîìåòðèþ ñèñòåìû, r � îòíîøåíèå ÷èñëà Ra
â ñèñòåìå ê çíà÷åíèþ Rac ïðè êîòîðîì ïîÿâëÿþòñÿ
ÿ÷åéêè. Ïåðåìåííàÿ X ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè öèð-
êóëèðóþùåé æèäêîñòè, Y õàðàêòåðèçóåò ðàçíîñòü òåì-
ïåðàòóð ìåæäó âîñõîäÿùèìè è íèñõîäÿùèìè ïîòîêàìè
æèäêîñòè, Z ïðîïîðöèîíàëüíà îòêëîíåíèþ âåðòèêàëü-
íîãî ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êëàññè÷åñêîãî âèäà àòòðàêòîðà Ëîðåí-
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а б

в

Ðèñ. 5: Ôàçîâûå òðàåêòîðèè à � (qx, px) è á � (qy, py) â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå è ïðîåêöèÿ Y Z ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (â)

öà ïàðàìåòðû áûëè âçÿòû èç îðèãèíàëüíîé ðàáîòû [7]
è ñîñòàâëÿëè σ = 10, b = 8/3, r = 28.
Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû òðàåêòîðèè òî÷åê áåçìàññî-

âûõ ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è ïðîåêöèÿ Y Z
àòòðàêòîðà Ëîðåíöà. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû
Ëîðåíöà (ðèñ. 5, â) íàõîäÿòñÿ äâà ñåäëî-ôîêóñà, êî-
òîðûå ðàçäåëåíû óñòîé÷èâîé îáëàñòüþ. Âðàùàÿñü ïî
ñïèðàëè âîêðóã îäíîãî èç ñåäëî-ôîêóñîâ, ôàçîâàÿ òðà-
åêòîðèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê óñòîé÷èâîé îáëàñòè è ñ íåêî-
òîðîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò ïåðåéòè â îêðåñòíîñòü äðó-
ãîãî ñåäëî-ôîêóñà.
Â ïðîåêöèè êîîðäèíàòíî�èìïóëüñíîãî ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà (qx, px) èññëåäóåìûõ ÷àñòèö íàõîäÿòñÿ äâà
öåíòðà (ðèñ. 5, à), òàêæå ðàçäåëåííûõ óñòîé÷èâîé îá-
ëàñòüþ. Âðàùåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé âîêðóã öåíòðîâ
â êâàçèñòàöèîíàðíîì ðåæèìå íå ïðèâîäèò ê ïåðåõîäàì
òðàåêòîðèé èç îêðåñòíîñòè îäíîãî öåíòðà â îêðåñò-
íîñòü äðóãîãî, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå òî÷êè êàñàíèÿ
âíåøíèõ òðàåêòîðèé. Â êîîðäèíàòàõ (qy, py) íàáëþ-
äàåòñÿ îäèíî÷íûé öåíòð, âíåøíÿÿ îêðåñòíîñòü òðàåê-
òîðèé êîòîðîãî äåôîðìèðîâàíà.
Â ñèñòåìå ñóùåñòâóþò ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ïåðåñå-

êàþùèå òðàåêòîðèè áîëüøèíñòâà ÷àñòèö, âðàùàþùèå-
ñÿ âîêðóã öåíòðîâ. Êàê âèäíî èç ðèñ. 5, à, á, ýòè òðà-

åêòîðèè îòíîñÿòñÿ ê ÷àñòèöàì, èìåþùèì òåìïåðàòóðó,
áëèçêóþ ê ìàêñèìàëüíîé, ëèáî ìèíèìàëüíîé òåìïåðà-
òóðå ñèñòåìû. Ýòè ÷àñòèöû â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
äâèæóòñÿ â ïðèñòåíî÷íûõ ñëîÿõ, è íå ïðèíàäëåæàò
âðàùàþùèìñÿ ñ îäèíàêîâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ êîíâåê-
öèîííûì âàëàì.

Â îòëè÷èå îò òðàåêòîðèé, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã öåí-
òðîâ, òðàåêòîðèè ÷àñòèö, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðèñòåíî÷íûì
ñëîÿì, ìîãóò ïåðåõîäèòü èç îêðåñòíîñòè îäíîãî öåíòðà
â îêðåñòíîñòü äðóãîãî. Ïðè ýòîì ïåðåõîä îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ âíåøíèõ òðàåêòîðèé âîêðóã
öåíòðîâ, íå ïåðåñåêàÿ óñòîé÷èâóþ îáëàñòü.

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ðàçëè÷èå â òèïå îñîáûõ òî-
÷åê, íàáëþäàþùèõñÿ ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè ñèñòå-
ìû ñ êîíâåêöèåé Áåíàðà�Ðýëåÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�
Ñòîêñà (öåíòðû) è Ëîðåíöà (ñåäëî�ôîêóñû). Ïðè îáî-
èõ ïîäõîäàõ ñóùåñòâóþò òðàåêòîðèè, êîòîðûå ìî-
ãóò ïåðåõîäèòü èç îêðåñòíîñòåé îäíîé îñîáîé òî÷êè
â îêðåñòíîñòü äðóãîé. Â ñëó÷àå îïèñàíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðåõî-
äèòü ìåæäó îêðåñòíîñòÿìè îñîáûõ òî÷åê ìîãóò ÷àñòè-
öû, íàõîäÿùèåñÿ â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå â ïðèñòå-
íî÷íûõ ñëîÿõ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñè-
ñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà, íà
îñíîâàíèè ñîâìåñòíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áåçìàññî-
âûõ ÷àñòèö, ñêîðîñòè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñî ñêîðîñòüþ
äâèæåíèÿ òåêó÷åé ñðåäû.
Ïîñòðîåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû ñ êîíâåêöèåé

Áåíàðà-Ðýëåÿ ïðè Ra = 2.2 × 105. Ïî õàðàêòåðó ïî-
âåäåíèÿ ôàçîâûå òðàåêòîðèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå
ãðóïïû. Òðàåêòîðèè ïåðâîé ãðóïïû ÷àñòèö óêàçûâàþò
íà íàëè÷èå äâóõ îñîáûõ òî÷åê òèïà öåíòð, ðàçäåëåí-
íûõ óñòîé÷èâîé îáëàñòüþ çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè êàñà-

íèÿ. Ýòè òðàåêòîðèè îòíîñÿòñÿ ê ÷àñòèöàì æèäêîñòè
â êîíâåêòèâíûõ âàëàõ ñ òåìïåðàòóðîé, áëèçêîé ê ñðåä-
íåé òåìïåðàòóðå ñèñòåìû. Òðàåêòîðèè âòîðîé ãðóïïû
ïåðåñåêàþò òðàåêòîðèè ïåðâîé ãðóïïû è ìîãóò ïåðåõî-
äèòü èç îêðåñòíîñòè îäíîãî öåíòðà â îêðåñòíîñòü äðó-
ãîãî. Òðàåêòîðèè âòîðîé ãðóïïû îòíîñÿòñÿ ê ÷àñòèöàì
ñ òåìïåðàòóðîé áëèçêîé ê íàèìåíüøåé è íàèáîëüøåé
â ñèñòåìå, íàõîäÿùèõñÿ â ïðèñòåíî÷íûõ ñëîÿõ.
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ àíàëèçà ñèñòåì, îïèñû-
âàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, ÷òî ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò êëàññ çàäà÷,
ïîäõîäÿùèõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòîäàìè íåëèíåéíîé
äèíàìèêè.
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Study of Benard�Rayleigh convection with the particle tracing method
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We study phase trajectories in a system with Benard-Rayleigh convection computed by tracing of ideal massless particles in
a flow. The velocity of each particle at any moment coincides with the speed of the fluid at the same point. The presented
method allows to obtain phase trajectories of the fluid control volumes using the solution of the Navier-Stokes equations. For the
Rayleigh number Ra = 2.2ot105, the presence of two types of phase trajectories is established, one of which corresponds to the
rotation around equilibria centres and is related to the motion inside convective rolls. The second group of particles relates to the
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chaotic movement of the hottest and coldest fluid at the boundaries. The difference between the phase portraits of a system with
Benard-Rayleigh convection when describing the Navier-Stokes equations and the Lorentz system is analyzed.
PACS: 47.55.P, 47.55.pb, 47.10.ad, 05.45.-a.
Keywords: Benard�Rayleigh convection, particle tracing method, Navier�Stokes equations, phase portrait, Lorentz system.
Received 11 October 2020.
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