
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÔÀÊÓËÜÒÅÒÀ ÌÎÑÊÎÂÑÊÎÃÎ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ �4, 2040102 (2020)
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ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò, êàôåäðà êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ïîëÿ
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(Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 28.09.2020; ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 03.11.2020)

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ îñíîâíûå áàçîâûå ìîäåëè â ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå æèäêîñòè
ñ òî÷êè çðåíèÿ öåëåñîîáðàçíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ðàññìîòðåíà øèðîêî èñïîëüçóåìàÿ â ýòîé îáëàñòè êâàíòîâàÿ ñèñòåìà òâåðäûõ ñôåð. Êàê èçâåñòíî,
ðàçëîæåíèå Âèãíåðà�Óëåíáåêà�Ãðîïïåðà äëÿ íåàíàëèòè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ íå ïðèãîäíî. Ïîýòî-
ìó â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé ìåòîä ðàçëîæåíèÿ, ýôôåêòèâíîñòü êîòîðîãî ïðîâåðåíà íà
ïðèìåðå Ar è 4He.

PACS: 05.20.Jj, 05.30.Ch, 05.70.Ce ÓÄÊ: 536
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà êëàññè÷åñêèõ æèäêîñòåé, òåîðèÿ êâàíòîâûõ àíñàìáëåé, òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèå ôóíêöèè è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñòî ïÿòüäåñÿò ëåò íàçàä íà÷àëèñü ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå èññëåäîâàíèÿ Ò. Ýíäðþñà, ïîçâîëèâøèå Âàí�äåð�
Âààëüñó ïîëó÷èòü çíàìåíèòîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ.
Äàííîå óðàâíåíèå, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòóþ ôîðìó,
îòðàæàåò îñíîâíûå îñîáåííîñòè îäíîðîäíîé ôàçû âå-
ùåñòâà [1, 2, 3].
Óðàâíåíèå Âàí�äåð�Âààëüñà ñîäåðæèò äâå ïîñòîÿí-

íûå a è b, êîòîðûå ó÷èòûâàþò íàëè÷èå ñîáñòâåííîãî
îáúåìà ó ìîëåêóë è ïðèòÿæåíèå ìåæäó íèìè. Îêà-
çàëîñü, ÷òî äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû îïèñàòü êàê ãàç, òàê è æèäêîñòü, ïðè÷åì ìåæäó
æèäêîñòüþ è ãàçîì âîçìîæåí íåïðåðûâíûé ïåðåõîä.
Ýòè èäåè Âàí�äåð�Âààëüñà ïîëó÷èëè âñåîáùåå ïðè-
çíàíèå. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñòàëî ãåíåðàòîðîì èäåé
ïðè èçó÷åíèè íàèáîëåå õàðàêòåðíûõ ñîñòîÿíèé âåùå-
ñòâà, âêëþ÷àÿ êðèòè÷åñêîå è ñâåðõêðèòè÷åñêîå ñîñòî-
ÿíèÿ [4, 5, 6].
Íî ïîñëå ïðîâåäåííûõ â íà÷àëå äâàäöàòûõ ãî-

äîâ ÕÕ âåêà ðåíòãåíîñòðóêòóðíûõ èññëåäîâàíèé æèä-
êîñòåé âîçíèêëî ïðåäñòàâëåíèå î áëèæíåì ïîðÿäêå
â æèäêîì ñîñòîÿíèè. Ýòî ïðèâåëî ê èññëåäîâàíèþ
æèäêîñòè, èñõîäÿ èç óïîðÿäî÷åííîé ñòðóêòóðû êàê îñ-
íîâíîãî ïðèáëèæåíèÿ, à íå èç îäíîðîäíîé ôàçû, êàê
â ïîäõîäå Âàí�äåð�Âààëüñà. Áûëî ñôîðìèðîâàíî ïðåä-
ñòàâëåíèå î êîíäåíñèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.
Òàêàÿ ñèòóàöèÿ â òåîðèè æèäêîñòè, âêëþ÷àþùàÿ

â ñåáÿ äâà ðàçíûõ ïîäõîäà ê åå îïèñàíèþ, íå ñïîñîá-
ñòâîâàëà ñîçäàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî êîëè÷åñòâåííîãî
èçó÷åíèÿ âñåé ôàçîâîé äèàãðàììû æèäêîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ðåøåíèå ýòîé äèëåììû áûëî äàíî ëèøü â 70-õ ãîäàõ
ÕÕ âåêà â ðàìêàõ òåîðèè æèäêîñòè Âèêñà�×àíäëåðà�
Àíäåðñîíà. Â ïðåäëîæåííîé èìè òåîðèè êëþ÷åâûì
îêàçàëñÿ âûáîð áàçîâîé ìîäåëè.
Âàí�äåð�Âààëüñ â êà÷åñòâå áàçîâîé ñèñòåìû èñ-

∗E-mail: nikolaev@phys.msu.ru

ïîëüçîâàë ñèñòåìó òâåðäûõ ñôåð, äëÿ êîòîðîé áûëî
ïðåäëîæåíî âåñüìà ãðóáîå ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ. Ïðèòÿãèâàþùàÿ ÷àñòü ââîäèëàñü â êà÷å-
ñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ïîïðàâî÷íîãî ÷ëåíà. Íåñìîòðÿ
íà ïðîñòîòó è ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð àïïðîêñèìàöèè
èòîãîâîå óðàâíåíèå îêàçàëîñü âåñüìà öåííûì.
Â äàëüíåéøåì óëó÷øåíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ îñó-

ùåñòâëÿëîñü â íàïðàâëåíèè óñëîæíåíèÿ áàçîâîé ìî-
äåëè, à òàêæå ó÷åòà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà
ïîïðàâî÷íûõ ÷ëåíîâ, êîòîðûå â ñèëó òðàäèöèè àññîöè-
èðîâàëèñü ñ ïðèòÿæåíèåì.
Äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèìè ñè-

ëàìè âçàèìîäåéñòâèÿ â êà÷åñòâå áàçîâûõ ìîäåëåé ÷à-
ùå âñåãî èñïîëüçîâàëèñü ñèñòåìû ìÿãêèõ ñôåð è ñè-
ñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì Áàðêåðà�Õåíäåðñîíà. Íî èìåí-
íî ââåäåíèå áàçîâîé ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì Âèêñà�
×àíäëåðà-Àíäåðñîíà ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâà-
òåëüíóþ êîëè÷åñòâåííóþ òåîðèþ æèäêîãî ñîñòîÿíèÿ,
ñî÷åòàþùóþ â ñåáå êàê èäåè Âàí�äåð�Âààëüñà, òàê
è ïðåäñòàâëåíèå î áëèæíåì ïîðÿäêå.
Àâòîðû ïîñëåäíåãî ïîäõîäà âûøëè çà îáû÷íûå ôîð-

ìàëüíûå ðàìêè äåëåíèÿ ïîòåíöèàëà. Îíè ïðåäëîæè-
ëè áîëåå ñëîæíûé íåòðèâèàëüíûé âàðèàíò, êîòîðûé
ëó÷øå ñîîòâåòñòâîâàë ïîâåäåíèþ æèäêîñòè ïðè íèç-
êèõ òåìïåðàòóðàõ è ïîçâîëÿë ïîñòðîèòü â ýòîé îáëà-
ñòè áîëåå ýôôåêòèâíûé âàðèàíò òåîðèè âîçìóùåíèé.
Äàííûé ïîòåíöèàë èìååò âèä

u(r) =

{
Φ(r) + ε, r < 21/6σ

0, r ≥ 21/6σ,
(1)

ãäå Φ(r) � ïîòåíöèàë Ëåííàðä�Äæîíñà ñ ïàðàìåòðà-
ìè σ è ε [2]. Ïîòåíöèàë (1) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåí. Åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèÿ òåîðèè
âîçìóùåíèé äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ðÿä êîòîðîé áóäåò
áûñòðî ñõîäèòüñÿ äëÿ îäíîðîäíîé ôàçû âåùåñòâà.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñèñòåìû

ñ ïîòåíöèàëîì (1) òåðìîäèíàìè÷åñêè ïîäîáíû ñèñòå-
ìå òâåðäûõ ñôåð ñ äèàìåòðîì 21/6σ. Ïîýòîìó çà÷à-
ñòóþ äëÿ ñèñòåìû ñ äàííûì íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-
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ëåííûì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ â ñâîþ î÷åðåäü
â êà÷åñòâå áàçîâîé ñèñòåìû èñïîëüçóþò ñèñòåìó òâåð-
äûõ ñôåð. Ñâîéñòâà ïîñëåäíåé â íàñòîÿùåå âðåìÿ õî-
ðîøî èçó÷åíû [7, 8, 9].
Ïðåäëîæåííûé Âèêñîì, ×àíäëåðîì è Àíäåðñîíîì

äëÿ ïîòåíöèàëà Ëåííàðä�Äæîíñà ïîòåíöèàë (1) ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí è äëÿ ïîòåíöèàëîâ äðóãèõ òèïîâ ïî òîìó
æå ñïîñîáó ðàçáèåíèÿ [10, 11, 12].
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå íàèáîëåå èç-

âåñòíûõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ áàçîâûõ ñèñòåì
ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [3].
Çäåñü ìû èñïîëüçóåì âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåð-
ãèè ñèñòåìû, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå èíôîðìà-
öèè î áàçîâîé ñèñòåìå è äâóõ÷àñòè÷íîé ïàðàìåòðèçî-
âàííîé ôóíêöèè, ââåäåííîé â [3], ïåðåõîäÿùåé â äâóõ-
÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ Áîãîëþáîâà [13] ïðè çíà÷åíèè ïà-
ðàìåòðà, ðàâíîãî åäèíèöå.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâóõ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ îñóùåñòâëåí ïåðåõîä îò ïàðàìåòðèçîâàííîãî
êîíôèãóðàöèîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà ê öåïî÷êå
óðàâíåíèé. Â äàííîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå äâóõ÷àñòè÷-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé
çàäà÷åé, ÷åì íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè-
÷åñêîãî èíòåãðàëà.
Ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåê-

òèâíîñòü èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà è îòñóòñòâèå ïðèí-
öèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé ïðè âû÷èñëåíèÿõ. Ïðè ýòîì
èññëåäîâàíû êàê êëàññè÷åñêèå, òàê è êâàíòîâûå ñè-
ñòåìû. Äëÿ ïîñëåäíèõ ïðîáëåìû âîçíèêàþò ëèøü ïðè
î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ è ìàëûõ äàâëåíèÿõ äëÿ áà-
çîâûõ ñèñòåì, èñïîëüçóåìûõ ïðè îïèñàíèè ãåëèÿ. Äðó-
ãàÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ íåàíàëèòè÷íî-
ñòüþ áîëüøèíñòâà ïîòåíöèàëîâ áàçîâûõ ñèñòåì, êîòî-
ðàÿ òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ìåòîäà òåîðèè âîçìóùåíèé
ïðè ó÷åòå êâàíòîâûõ ïîïðàâîê.
Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ðàñøèðÿåò êëàññ áàçîâûõ ñè-

ñòåì, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè æèäêîñòè. Ýòî ïîçâî-
ëÿåò ðàññìàòðèâàòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû
óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Â
ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò ó÷åñòü õîðîøî çàðåêîìåíäî-
âàâøåå ñåáÿ ïðèáëèæåíèå Âàí Ëààðà äëÿ ñâîáîäíîé
ýíåðãèè [14, 15, 16]. Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîñòðîèòü
ñòàòèñòè÷åñêóþ òåðìîäèíàìèêó æèäêîñòåé â øèðîêîé
îáëàñòè èçìåíåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÒÈÏÛ ÁÀÇÎÂÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Âàí�äåð�Âààëüñà â ñòàòèñòè÷åñêóþ
òåðìîäèíàìèêó æèäêîñòè ïðî÷íî âîøëî ïðåäñòàâëåíèå
î ñèñòåìå òâåðäûõ ñôåð êàê áàçîâîé ìîäåëè [17]. Äëÿ
ýòîé ñèñòåìû ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò âèä

Φ(r) =

{ ∞, r < σ

0, r ≥ σ
. (2)

Çäåñü σ � ïàðàìåòð, ðàâíûé äèàìåòðó òâåðäûõ ñôåð.
Â òåîðèè Âàí�äåð�Âààëüñà äàííûé ïàðàìåòð ñâÿçàí

ñ ïàðàìåòðîì b. Íî, ñòðîãî ãîâîðÿ, àíàëèòè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå î ïîòåíöèàëå (2), ïðèâîäÿùåìó ïðè
ñòàòèñòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ê óðàâíåíèþ Âàí�äåð�
Âààëüñà, âîçíèêëî ãîðàçäî ïîçæå ïîñëå ââåäåíèÿ ïî-
òåíöèàëà Êàöà [18, 19, 20, 21].
Ïîòåíöèàë Êàöà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Φ(r, γ) = Φ0(r) + V (r, γ),

ãäå Φ0(r) � ïîòåíöèàë òâåðäûõ ñôåð, V (r, γ) � äàëü-
íîäåéñòâóþùàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïðèòÿæåíèþ, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà γ è îáëàäàþùàÿ
ðÿäîì ñâîéñòâ [19].
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîòåíöèàë Êàöà íå ÿâëÿåòñÿ

ðåàëèñòè÷åñêèì è îáîáùåíèå åãî íà ñëó÷àé ðåàëüíûõ
ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ïðîáëåìîé, òåì íå
ìåíåå îí âïåðâûå äàë âîçìîæíîñòü äàòü ñòðîãîå äîêà-
çàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïåðâîãî
ðîäà.
Äëÿ âûñîêèõ òåìïåðàòóð íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëü-

çîâàíèå ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð â êà÷åñòâå áàçîâîé ñè-
ñòåìû ñòàíîâèòñÿ íåýôôåêòèâíûì, è â ýòîì êà÷åñòâå
ïðèìåíÿåòñÿ ñèñòåìà ìÿãêèõ ñôåð, õîòÿ ýòî è ñâÿçàíî
ñ áîëüøèìè ÷èñëåííûìè òðóäíîñòÿìè êàê ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ñàìîé ñèñòåìû, òàê è èñïîëüçîâàíèè åå â êà-
÷åñòâå áàçîâîé â òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùå-
íèé [22, 23, 24, 25, 26, 27].
Äëÿ ñèñòåìû ìÿãêèõ ñôåð ïîòåíöèàë âçàèìîäåé-

ñòâèÿ èìååò âèä

Φ(r) = ε
(σ

r

)n

, (3)

ãäå ε,σ è n �ïàðàìåòðû. Åñëè çíà÷åíèå n â (3)
âçÿòü ðàâíûì 12, ÷òîáû ñèñòåìó ìÿãêèõ ñôåð èñïîëü-
çîâàòü â êà÷åñòâå áàçîâîé äëÿ ñèñòåìû ñ ïîòåíöèà-
ëîì Ëåííàðä�Äæîíñà, òî ó òàêîé ñèñòåìû ïðèâåäåí-
íîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ áóäåò çàâèñèò ëèøü îò îäíîé
ïåðåìåííîé âèäà

Γ = ρσ3

(
θ

ε

)−1/4

. (4)

Ðàçëîæåíèå äëÿ ñæèìàåìîñòè â ñòåïåííîé ðÿä òå-
ïåðü ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïî ñòåïåíÿì Γ, à êîýôôè-
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ áóäóò ïîñòîÿííûìè. Â âûðàæåíèè
(4) θ = kT , k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � àáñîëþò-
íàÿ òåìïåðàòóðà.
Öåëûé ðÿä áàçîâûõ ìîäåëåé áûë ïðåäëîæåí, ÷òîáû

ïîñòðîèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ ñèñòåìû ñ ïîòåíöè-
àëîì Ëåííàðä�Äæîíñà

Φ(r) = 4ε

[(σ

r

)12

−
(σ

r

)6
]

, (5)

ãäå ε è σ � ýìïèðè÷åñêèå ïàðàìåòðû, r � ðàññòîÿíèå
ìåæäó ÷àñòèöàìè. Äàííûé äâóõïàðàìåòðè÷åñêèé ïî-
òåíöèàë (5) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè î÷åíü
ìíîãèõ âåùåñòâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ïîñëå ïîÿâëåíèÿ
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äëÿ ñèñòåì ñ ïîòåíöèàëîì Ëåííàðä�Äæîíñà ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà, îí ñàì
ñòàë, â èçâåñòíîì ñìûñëå, áàçîâîé ñèñòåìîé.
Äàííûé ïîòåíöèàë ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ãàç, æèä-

êîñòü è ôàçîâûé ïåðåõîä ìåæäó ýòèìè ôàçàìè. Íî
íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ïîòåíöèàëà
ñîïðÿæåíî ñ öåëûì ðÿäîì ïðîáëåì, îïðåäåëÿåìûõ õà-
ðàêòåðîì ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè Ìàéåðà f(r)

f(r) = exp[−Φ(r)/θ]− 1 (6)

ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäå-
íà çàâèñèìîñòü f(x) ïðè θ1 = ε (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)
è θ2 = 0.5ε (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) îò ïðèâåäåííîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ x = r/σ.

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x

-1

1

2

3

4

5

6

f HxL

Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè Ìàéåðà f(x) îò ïðèâåäåííîãî
ðàññòîÿíèÿ x = r/σïðè θ1 = ε (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è θ2 = 0.5ε
(ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

Íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðà-
òóðû çà ñ÷åò ïðèòÿãèâàþùåé ÷àñòè ïîòåíöèàëà ôóíê-
öèÿ Ìàéåðà (6) äëÿ x > 1 íà÷èíàåò ðåçêî âîçðàñòàòü,
à äëÿ x < 1, òî åñòü äëÿ îòòàëêèâàþùåé ÷àñòè ïîòåí-
öèàëà, åå èçìåíåíèå ìèíèìàëüíî.
Íà ýòîì ñâîéñòâå îñíîâàíû ïðàêòè÷åñêè âñå âàðè-

àíòû òåîðèè âîçìóùåíèé. Òî åñòü ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ
çàäà÷à äëÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîãî ïîòåíöèàëà
âçàèìîäåéñòâèÿ, à çàòåì ó÷èòûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ
÷àñòü ïîòåíöèàëà êàê âîçìóùåíèå.
Îäíîé èç ïåðâûõ äëÿ ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì

Ëåííàðä�Äæîíñà áûëà ïðåäëîæåíà áàçîâàÿ ñèñòå-
ìà ñ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûì ïîòåíöèàëîì
Áàðêåðà�Õåíäåðñîíà, êîòîðûé èìååò âèä

Φ(r) =

{
4ε

[(
σ
r

)12 − (
σ
r

)6
]
, r < σ

0, r ≥ σ
. (7)

Ïðè ñòðåìëåíèè òåìïåðàòóðû ê íóëþ âèðèàëüíûå
êîýôôèöèåíòû äëÿ ïîòåíöèàëà (7) ñòðåìÿòñÿ ê âèðè-
àëüíûì êîýôôèöèåíòàì äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð (2)
ñ äèàìåòðîì σ, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû.
Íà ïåðâîì ýòàïå ñèñòåìà òâåðäûõ ñôåð îáû÷íî èñ-

ïîëüçóåòñÿ êàê áàçîâàÿ ñèñòåìà. Íî â äàëüíåéøåì äàí-
íîå ïðèáëèæåíèå òðåáóåò óòî÷íåíèÿ, êîãäà íåîáõîäèìî

ïåðåõîäèòü ê âûñîêèì òåìïåðàòóðàì, ãäå äàííîå ïðè-
áëèæåíèå ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì ãðóáûì.
Â ïðåäåëå âûñîêèõ òåìïåðàòóð ìîæíî ïîëíîñòüþ

ïðåíåáðå÷ü ïðèòÿãèâàþùåé ÷àñòüþ ïîòåíöèàëà è âè-
ðèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì
Ëåííàðä�Äæîíñà áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê âèðèàëüíûì êî-
ýôôèöèåíòàì ñèñòåìû ìÿãêèõ ñôåð, êîãäà óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ çàâèñèò ëèøü îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ðàç-
ëîæåíèå äëÿ ñæèìàåìîñòè â ñòåïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ
çäåñü ðàçëîæåíèåì ïî ñòåïåíÿì Γ, à êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ áóäóò ïîñòîÿííûìè.
Äàííûå àñèìïòîòèêè ïðè íèçêèõ è ïðè âûñîêèõ òåì-

ïåðàòóðàõ ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè
óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ è äëÿ ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì
Áàðêåðà�Õåíäåðñîíà (7).
Â äàëüíåéøåì îêàçàëîñü, ÷òî ïðè íèçêèõ òåìïåðà-

òóðàõ ñèñòåìà ñ ïîòåíöèàëîì Áàðêåðà�Õåíäåðñîíà íå
â ïîëíîé ìåðå îïèñûâàåò ïîâåäåíèå æèäêîñòè, îñîáåí-
íî ýòî çàìåòíî ïðè èçó÷åíèè áëèçêîãî ïîðÿäêà â íåé.
Ïîýòîìó è áûë ââåäåí ïîòåíöèàë Âèêñà�×àíäëåðà�
Àíäåðñîíà (1).
Ñ ïîñòðîåíèåì íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ äàííîé áà-

çîâîé ìîäåëè òåîðèè æèäêîñòè âñòàë âîïðîñ îá óëó÷-
øåíèè êîëè÷åñòâåííîãî ñîãëàñèÿ òåîðèè è ýêñïåðèìåí-
òà. Íî ïîñêîëüêó ðàñõîæäåíèå òåîðèè è ýêñïåðèìåí-
òà áûëî íåáîëüøèì, ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû îñó-
ùåñòâëÿëîñü öåëûì ðÿäîì ñïîñîáîâ � çà ñ÷åò óñëîæ-
íåíèÿ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ, ó÷åòà ìíîãî÷àñòè÷-
íûõ ñèë è ò.ä.
Âìåñòå ñ òåì åñòü âîçìîæíîñòü ðåøèòü äàííóþ ïðî-

áëåìó è çà ñ÷åò äàëüíåéøåãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ â âû-
áîðå áàçîâîé ñèñòåìû. Òàê åå ìîæíî îïðåäåëèòü â âè-
äå [3]

Φ(r) =

{
4ε

[(
σ
r

)12 − (
σ
a

)12 − (
σ
r

)6 +
(

σ
a

)6
]
, r < a

0, r ≥ a
.

(8)
Ïðè a = σ ïîòåíöèàë (8) ïåðåõîäèò â ïîòåíöèàë

Áàðêåðà�Õåíäåðñîíà (7), à ïðè a = 2
1
6 σ � â ïîòåíöèàë

Âèêñà�×àíäëåðà�Àíäåðñîíà (1) [28].
Îáû÷íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîòåíöèàëîì (8) â êà-

÷åñòâå îñíîâíîãî ïðèáëèæåíèÿ, èëè áàçîâîé ñèñòåìû,
âûáèðàþò ñèñòåìó òâåðäûõ ñôåð. ×òî êàñàåòñÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî äèàìåòðà òâåðäûõ ñôåð, òî åãî áå-
ðóò â ïðèáëèæåíèè Âèêñà�×àíäëåðà�Àíäåðñîíà [28].
Ïàðàìåòð a â ìîäåëè Âèêñà�×àíäëåðà�Àíäåðñîíà âû-
áèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òîáû â äàííîé òî÷êå ñèëà âçà-
èìîäåéñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö ðàâíÿëàñü íóëþ, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ äëÿ êðèñòàëëè÷åñêîé
ñòðóêòóðû â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé.
Â ðàáîòå [3] ïàðàìåòð a âûáèðàåòñÿ êàê òî÷êà

ðàâíîâåñèÿ äëÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ ó÷åòîì
âñåõ êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð. Òî åñòü óæå â îñíîâ-
íîì ïðèáëèæåíèè ó÷èòûâàþòñÿ êîëëåêòèâíûå ýôôåê-
òû. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âåñüìà òî÷íóþ ìîäåëü,
îïèñûâàþùóþ ôàçîâûé ïåðåõîä ïðè âûñîêèõ òåìïåðà-
òóðàõ è äàâëåíèè. Ïðîâåðêà ýôôåêòèâíîñòè ïîëó÷åí-
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íûõ ðåçóëüòàòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñîïîñòàâ-
ëåíèÿ, íàïðèìåð, ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ çàâèñè-
ìîñòè äàâëåíèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà îò òåìïåðàòóðû äëÿ
àðãîíà ïðè âûñîêîì äàâëåíèè è òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷å-
òîâ.
Ïðèâåäåííûå âûøå îñíîâíûå áàçîâûå ìîäåëè, èñ-

ïîëüçóåìûå â ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå æèäêî-
ñòè ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, òðåáóþò â ñâîþ î÷åðåäü
õîðîøåãî çíàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû
òâåðäûõ ñôåð (2). Îñîáåííî ýòî àêòóàëüíî â îáëàñòè
êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè.

2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÒÂÅÐÄÛÕ ÑÔÅÐ

Êâàíòîâûå ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð øèðîêî èñïîëüçó-
þòñÿ â êà÷åñòâå áàçîâîé ñèñòåìû ïðè ïîñòðîåíèè òåî-
ðèè âîçìóùåíèé äëÿ ñèñòåì ñ áîëåå ñëîæíûìè ïîòåí-
öèàëàìè âçàèìîäåéñòâèÿ [9, 29, 30].
Äëÿ êëàññè÷åñêîé îáëàñòè ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåðìîäè-

íàìèêà ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð â íàñòîÿùåå âðåìÿ õî-
ðîøî ðàçâèòà. Åñòü íàäåæíûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëü-
òàòû âû÷èñëåíèé, à òàêæå äàííûå ìàøèííîãî ýêñïå-
ðèìåíòà [7, 8, 31, 32, 33, 34, 35, 36]. Òî÷íî óñòàíîâ-
ëåíî íàëè÷èå ôàçîâîãî ïåðåõîäà, âïåðâûå íàéäåííîãî
â 1957 ã. [37, 38]. Äî ýòîãî íàëè÷èå ôàçîâîãî ïåðåõîäà
ëèáî îòðèöàëîñü [39], ëèáî ñ÷èòàëè äàííûé ôàçîâûé
ïåðåõîä ôàçîâûì ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà [40]. Íà ñà-
ìîì äåëå îí îêàçàëñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà
ïî êëàññèôèêàöèè Ýðåíôåñòà.
Äëÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì òâåðäûõ ñôåð ðàñ÷åòû çíà÷è-

òåëüíî ñëîæíåå, è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâåí-
íî ìåíüøå. Òåì íå ìåíåå è â êâàíòîâîì ñëó÷àå äëÿ
ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð â 1971 ã. áûë îáíàðóæåí ôàçî-
âûé ïåðåõîä [41]. Àíàëèç õàðàêòåðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà
ó ðàçíûõ àâòîðîâ ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ [41].
Çäåñü îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèç êâàíòîâîé ñèñòåìû

òâåðäûõ ñôåð, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ïî ñòåïå-
íÿì h̄, òî åñòü èñïîëüçóåòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ òåîðèè
âîçìóùåíèé.
Íî ðàçëîæåíèå Âèãíåðà�Óëåíáåêà�Ãðîïïåðà [42],

êîòîðîå äîñòàòî÷íî ÷àñòî íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì
Âèãíåðà-Êèðêâóäà, äëÿ íåàíàëèòè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ
íå ïðèãîäíî. Íåñîñòîÿòåëüíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëü-
êî â òîì, ÷òî âîçíèêàþò îñîáåííîñòè â ïðîèçâîäíûõ
îò ïîòåíöèàëîâ. Çäåñü ïðîïàäàþò ÷ëåíû ñ íå÷åòíûìè
ñòåïåíÿìè h̄.
Òàê äëÿ òâåðäûõ ñôåð åùå â ðàáîòå Óëåíáåêà è Áåòà

áûë îöåíåí ïîðÿäîê ÷ëåíà ïðè h̄ [43, 44]. Íî îáùàÿ
ñõåìà ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð äîëãî
íå áûëà ðåàëèçîâàíà. Ëèøü â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ äâà-
äöàòîãî âåêà ïîÿâèëèñü ðàáîòû ïî äàííîé ïðîáëåìàòè-
êå [45]. Óæå â ðàáîòå [46] ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå äëÿ
âòîðîãî âèðèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà ñèñòåìû òâåðäûõ
ñôåð ïî ñòåïåíÿì h̄ âïëîòü äî ïÿòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî (â ðàáîòå [47] ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ).
Â ðàáîòå [48] ïðèâåäåíû ïåðâûå òðè àíàëèòè÷åñêèå

ïîïðàâêè äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð, à â [49] � ïåðâûå

÷åòûðå, â îáåèõ ðàáîòàõ áåç ó÷åòà îáìåííûõ ýôôåêòîâ.
Â ðàáîòå [50] äàíî îáùåå ðàçëîæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé

ýíåðãèè ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð ïî îòíîøåíèþ äëèíû
âîëíû äå Áðîéëÿ ê äèàìåòðó òâåðäîé ñôåðû (âû÷èñëå-
íà ïåðâàÿ ïîïðàâêà). Â ðàáîòå [51] äàííàÿ ïðîáëåìà
ðåøàåòñÿ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ýôôåêòèâ-
íîãî äèàìåòðà.
Ñëåäóÿ [50], ðàññìîòðèì ñèñòåìó N òâåðäûõ

ñôåð â îáúåìå Ω. Ïóñòü W (r1, ..., rN ) � êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â êîîðäèíàòíîì
ïðîñòðàíñòâå (èëè êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå).
Ýòó ôóíêöèþ ââîäèì, ñëåäóÿ Êàíó [52]. Äèññåðòàöèÿ
Êàíà áûëà íàïå÷àòàíà ñïóñòÿ ìíîãî ëåò â êíèãå [53].
Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè W (r1, ..., rN ) äàíî òàêæå â êíè-
ãå [54] è îíî èìååò âèä

W (r1, ..., rN ) =

= N !λ3N
∑

p

Ψ∗p(r1, ..., rN )e−βHΨp(r1, ..., rN ). (9)

Â (9) {Ψp} � ïîëíàÿ ñîâîêóïíîñòü îðòîíîðìèðîâàí-
íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìå, H � åå îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà. Â ðàáî-
òå Êàíà è Óëåíáåêà [55], êîòîðàÿ âûøëà â ãîä çàùèòû
Êàíîì äèññåðòàöèè (1938), îïðåäåëåíèå äàíî òî æå,
òîëüêî çà ñ÷åò ïåðåíîðìèðîâêè ôóíêöèé {Ψp} êîýô-
ôèöèåíò ïåðåä çíàêîì ñóììû ðàâåí åäèíèöå.
Â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå W (r1, ..., rN ) ïåðåõîäèò

â êîíôèãóðàöèîííîå íåíîðìèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå

W (0)(r1, ..., rN ) = e−βU (10)

� òàê íàçûâàåìûé ôàêòîð Áîëüöìàíà. Ïîä êëàññè÷å-
ñêèì ïðåäåëîì ìû ïîíèìàåì, ñëåäóÿ [54], ïðåäåë äî-
ñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóð, ïðè êîòîðûõ òåïëîâàÿ
äëèíà λ ãîðàçäî ìåíüøå ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
÷àñòèöàìè, à òàêæå ãîðàçäî ìåíüøå õàðàêòåðíîé äëè-
íû ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Â (10) U � ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû.
Ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü

òåïåðü òàê

Z = Tre−βH =

=
∫

dr1...rN

∑
p

Ψ∗p(r1, ..., rN )e−βHΨp(r1, ..., rN ) =

=
1

N !λ3N

∫
dr1...rNW (r1, ..., rN ) =

Q

N !λ3N
(11)

Çäåñü

Q =
∫

dr1...rNW (r1, ..., rN ) (12)

� ¾îáîáùåííûé¿ êîíôèãóðàöèîííûé èíòåãðàë, ïåðå-
õîäÿùèé â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå â êîíôèãóðàöèîííûé
èíòåãðàë Q(0).
Ââåäåííîå îïðåäåëåíèå (9) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü,

÷òî W = 1, êîãäà âñå ñôåðû íàõîäÿòñÿ äàëåêî äðóã
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îò äðóãà (äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ñîãëàñíî (10) ýòî
î÷åâèäíî, à äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ � ïîêàçàíî â [55], íî
ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ â âèäó ñëó÷àé
ìàëûõ ïëîòíîñòåé).

W ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ, êîãäà ñôåðû ïðèáëèæàþò-
ñÿ äðóã ê äðóãó è ðàâíà íóëþ, êîãäà ñôåðû ïåðåñåêà-
þòñÿ. Â ñèëó ýòîãî ìû ìîæåì çàïèñàòü

W = W (0)W. (13)

Â ñîîòíîøåíèè (13) W (0) âûïîëíÿåò ðîëü âåñîâîé
ôóíêöèè ïðè èíòåãðèðîâàíèè W .
Òåïåðü îñóùåñòâèì óðñåëëîâñêîå ðàçëîæåíèå W , èñ-

ïîëüçóÿ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè Ul:

W (r1, ..., rN ) = 1 + U2(r1, r2) + ...+
+ U3(r1, r2, r3) + ... + U4(r1, r2, r3, r4) + ...+

+ ... + U2(r1, r2)U2(r3, r4) + ... (14)

Êàæäûé ÷ëåí â âûðàæåíèè (14) ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó
âîçìîæíîìó ðàçáèåíèþ N ÷àñòèö íà êëàñòåðû. Êëà-
ñòåðó èç l ÷àñòèö ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ Ul. Â äàííîì
âûðàæåíèè ó÷òåíî, ÷òî U1 = 1.
Ôóíêöèè U âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè W ñ ïîìî-

ùüþ ñîîòíîøåíèé

W1(r1) = U1(r1) = 1,

W2(r1, r2) = U1(r1)U1(r2) + U2(r1, r2), ...
(15)

Äàëåå ââåäåì êëàññè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
âèäà

gl(r1, ..., rl) = Ωl

∫
W (0)(r1, ..., rN )drl+1...drN

/
Q(0),

(16)
òî åñòü èñïîëüçóåì áîãîëþáîâñêóþ íîðìèðîâêó íà îáú-
åì. Â ðåçóëüòàòå (13)�(16) ïðè ó÷åòå (9)�(12) ïîçâîëÿ-
þò çàïèñàòü Q â âèäå ðÿäà

Q = Q(0)
(
1 +

1
Ω2

∫
g2(r1, r2)U2(r1, r2)dr1dr2+

... +
1

Ω3

∫
g3(r1, r2, r3)U3(r1, r2, r3)dr1dr2dr3+

... +
1

Ω4

∫
g4(r1, r2, r3, r4) [U4(r1, r2, r3, r4)+

+U2(r1, r2)U2(r3, r4) + ...] dr1dr2dr3dr4

)
+ ... (17)

Â ðàçëîæåíèè (17), â ïðèíöèïå, ñîäåðæàòñÿ è îá-
ìåííûå ÷ëåíû ïîäîáíûå exp[−c(a/λ)2], êîòîðûå ïðî-
èçâîäÿòñÿ Ul ôóíêöèÿìè. Íî â ðàññìàòðèâàåìîì âû-
ñîêîòåìïåðàòóðíîì ðàçëîæåíèè îíè ïðåíåáðåæèìî ìà-
ëû, òàê êàê òåïëîâàÿ äëèíà λ ãîðàçäî ìåíüøå äèàìåò-
ðà òâåðäûõ ñôåð. Ïîäðîáíî äàííûé âîïðîñ ðàññìîòðåí
â [54].
Ñ ó÷åòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî λ èç (17) èìååì

Q ≈ Q(0) [1 + N(N − 1)c2/Ω] , (18)

ãäå

c2 = (1/2Ω)
∫

g2(r1, r2)U2(r1, r2)dr1dr2. (19)

Ðàçëàãàÿ â ðÿä ëîãàðèôì ïðè âû÷èñëåíèè ñâîáîäíîé
ýíåðãèè äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà λ, â ñòàòèñòè÷åñêîì ïðå-
äåëå ïðè ó÷åòå (18) è (19) ïîëó÷àåì

F/NkT = F (0)
/

NkT − ρc2, (20)

ãäå ρ = N/Ω. Ïîä ñâîáîäíîé ýíåðãèåé â [50] èìååòñÿ
â âèäó ëèøü òà åå ÷àñòü, êîòîðàÿ â êëàññè÷åñêîì ïðå-
äåëå ïåðåõîäèò â êîíôèãóðàöèîííóþ ÷àñòü ñâîáîäíîé
ýíåðãèè. Íî â äàííîì ïðèáëèæåíèè â (20) F ìîæíî
ñ÷èòàòü ïîëíîé ýíåðãèåé ñèñòåìû, à F (0) � ïîëíîé
ñâîáîäíîé ýíåðãèåé êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû � ýòî óäîá-
íåå äëÿ îáùåãî ðàññìîòðåíèÿ.
Äàëåå, áåðåì âûðàæåíèå äëÿ U2 â íóëåâîì ïðèáëè-

æåíèè â ðàçëîæåíèè ïî ñòåïåíÿì λ/a [43]:

U2(r1, r2) = − exp
{− [

2π(r − a)2/λ2
]}

, r > a (21)

Çäåñü r = |r1 − r2|. Ñîîòâåòñòâåííî ñîãëàñíî (21) èí-
òåãðàë

−
∫ ∞

a

U2(r)dr =
λ

2
√

2
. (22)

Òîãäà â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè (19) ñ ó÷åòîì
(22) äàåò c2

c2 ≈ 1
2
g2(a)4πa2

∫
U2(r)dr = −(π/

√
2)g2(a)a2λ. (23)

Ïîäñòàâëÿÿ (23) â (20), íàõîäèì

F

NkT
=

F (0)

NkT
+

π√
2
g(a)a2ρλ. (24)

Èç (24) íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ

p = ρ2 ∂

∂ρ

F

N
. (25)

Êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ p(0) ñâÿçàíî
ñ g2(a) ñîîòíîøåíèåì

p(0)
/

kT = ρ + 2
3πg2(a)a3ρ2. (26)

Â èòîãå èç (25) è (26) äëÿ pïîëó÷àåì âûðàæåíèå

p = p(0) +
3

2
√

2
λ

a
ρ2 ∂

∂ρ

p(0)

ρ
. (27)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãåëèÿ è àðãîíà äëÿ îöåíêè ïî-
ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ äàííûõ âåùåñòâ ñèñòåìà
òâåðäûõ ñôåð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áàçîâàÿ. Íà ðèñ. 2
ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ñæèìàåìîñòè z = pV /NkT
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îò ïðèâåäåííîé ïëîòíîñòè η = πσ3ρ
/
6 ïðè êðèòè-

÷åñêîé òåìïåðàòóðå äëÿ àðãîíà. Â êà÷åñòâå êëàññè-
÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáðàíî óðàâíåíèå Êàðíàõàíà�
Ñòàðëèíãà äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð [32]. Ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ � êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ïóíêòèðíàÿ �
ñ ó÷åòîì ïåðâîé êâàíòîâîé ïîïðàâêè ñîãëàñíî (27).
Íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ïðè êðèòè÷åñêîé ïëîòíî-
ñòè η = 0.166 âêëàä êâàíòîâîé ïîïðàâêè ìàë, à â îá-
ëàñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà îäíîðîäíàÿ � óïîðÿäî÷åííàÿ
ôàçû, ãäå η ≥ 0.494 � óæå çíà÷èòåëåí. Ïðè ïîíèæåíèè
òåìïåðàòóðû, òî åñòü â îáëàñòè æèäêîé ôàçû, êâàí-
òîâûå ïîïðàâêè áóäóò âîçðàñòàòü. Çíà÷åíèÿ η áåðåì
ñ òî÷íîñòüþ äî òûñÿ÷íûõ, òàê êàê ñ ýòîé òî÷íîñòüþ
â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíà òî÷êà ôàçîâîãî ïåðåõîäà
îäíîðîäíàÿ � óïîðÿäî÷åííàÿ ôàçà äëÿ ñèñòåìû òâåð-
äûõ ñôåð (η = 0.494 � íà÷àëî êðèñòàëëèçàöèè).
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Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü ñæèìàåìîñòè z = pV/NkT îò ïðèâå-
äåííîé ïëîòíîñòè η = πσ3ρ/6 ïðè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå
äëÿ Ar â ïðèáëèæåíèè òâåðäûõ ñôåð. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �
êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ïóíêòèðíàÿ � ñ ó÷åòîì ïåðâîé
êâàíòîâîé ïîïðàâêè
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Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü ñæèìàåìîñòè z = pV/NkT îò ïðèâå-
äåííîé ïëîòíîñòè η = πσ3ρ/6 ïðè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå
äëÿ 4He â ïðèáëèæåíèè òâåðäûõ ñôåð. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �
êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ïóíêòèðíàÿ � ñ ó÷åòîì ïåðâîé
êâàíòîâîé ïîïðàâêè

Ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ 4He ïðèâåäå-
íû íà ðèñ. 3. Ïðè êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè η = 0.088
âêëàä êâàíòîâîé ïîïðàâêè íå çíà÷èòåëåí, à çàòåì áûñò-
ðî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ïëîòíîñòè. Ïðè ïîíèæåíèè òåì-
ïåðàòóðû êâàíòîâûå ïîïðàâêè áóäóò âîçðàñòàòü çíà÷è-
òåëüíî áûñòðåå, ÷åì äëÿ àðãîíà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå áàçî-
âûå ìîäåëè â ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå æèäêî-
ñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ
â òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé.
Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî òîìó, ÷òî áàçîâûå ìîäåëè

æèäêîñòè ñòðîèëèñü ñ ó÷åòîì òåõ ðåçóëüòàòîâ, êîòî-
ðûå áûëè ïîëó÷åíû ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèÿõ. Ñîâðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå î æèäêîñòè íà÷à-
ëîñü ñòî ïÿòüäåñÿò ëåò íàçàä êàê ðåçóëüòàò èññëåäî-
âàíèé Ò. Ýíäðþñà, ïîçâîëèâøèõ Âàí�äåð�Âààëüñó ïî-
ëó÷èòü çíàìåíèòîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ � ïåðâóþ ðå-
àëüíóþ ìîäåëü æèäêîñòè. Ýòà ìîäåëü ñîäåðæàëà â ñå-
áå è ïåðâóþ áàçîâóþ ìîäåëü � ñèñòåìó òâåðäûõ ñôåð,
ñâîéñòâà êîòîðîé áûëè ñèëüíî óïðîùåíû.
Ñëåäóþùèé ýòàï íà÷àëñÿ ïîñëå ïðîâåäåííûõ â íà-

÷àëå äâàäöàòûõ ãîäîâ ÕÕ âåêà ðåíòãåíîñòðóêòóðíûõ
èññëåäîâàíèé æèäêîñòè, ïðèâåäøèõ ê âîçíèêíîâåíèþ
ïðåäñòàâëåíèÿ î áëèæíåì ïîðÿäêå â æèäêîì ñîñòîÿ-
íèè. Ïîÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå æèäêîñòè, ãäå â êà÷åñòâå
áàçîâîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòó-
ðà, à íå îäíîðîäíàÿ ôàçà, êàê â ïîäõîäå Âàí�äåð�
Âààëüñà.
Äëÿ ðåøåíèå âîçíèêøåé äèëåììû áûë ïðåäëîæåí

öåëûé ðÿä áàçîâûõ ìîäåëåé, îñíîâíûå èç êîòîðûõ
ðàññìîòðåíû â ðàáîòå. Îêîí÷àòåëüíî ïðîáëåìà áû-
ëà âïåðâûå ðàçðåøåíà â ðàìêàõ òåîðèè æèäêîñòè
Âèêñà�×àíäëåðà�Àíäåðñîíà. Â äàëüíåéøåì ïðîèñõî-
äèë ïðîöåññ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ýòîé òåîðèè. Îí ñî-
äåðæèò öåëûé ðÿä àñïåêòîâ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà áà-
çîâàÿ ìîäåëü, îáîáùàþùàÿ ìîäåëü Âèêñà�×àíäëåðà�
Àíäåðñîíà. Îíà ïîçâîëÿåò îïèñàòü ïðàêòè÷åñêè âñþ
ôàçîâóþ äèàãðàììó æèäêîñòè ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷-
íîñòè.
Òàêæå ðàññìîòðåíà êâàíòîâàÿ ñèñòåìà òâåðäûõ ñôåð,

êîòîðàÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷å-
òîâ. Ðàçëîæåíèå Âèãíåðà�Óëåíáåêà�Ãðîïïåðà äëÿ íåà-
íàëèòè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ñè-
ñòåìà òâåðäûõ ñôåð, íå ïðèãîäíî. Çäåñü äëÿ ñèñòåìû
òâåðäûõ ñôåð èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé ìåòîä ðàçëî-
æåíèÿ, ïðåäëîæåííûé â [50], ýôôåêòèâíîñòü êîòîðîãî
ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå Ar è 4He.
Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, äëÿ àðãîíà ïðè ïëîòíîñòÿõ

ïîðÿäêà ïëîòíîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà îäíîðîäíàÿ ôà-
çà � óïîðÿäî÷åííàÿ ôàçà è âûøå ó÷åò êâàíòîâûõ ïî-
ïðàâîê íåîáõîäèì. Äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð ñ ïàðà-
ìåòðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè 4He, ó÷åò êâàíòîâûõ ïî-
ïðàâîê íåîáõîäèì è ïðè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå äëÿ
ïëîòíîñòåé, êîòîðûå áîëüøå êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè.

ÓÇÔÔ 2020 2040102�6



Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÔÀÊÓËÜÒÅÒÀ ÌÎÑÊÎÂÑÊÎÃÎ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ �4, 2040102 (2020)

[1] Croxton C.A. Liquid state physics � a statistical mechan-
ical introduction. Cambridge, 2009.

[2] Elliott J. R., Schultz A. J., Kofke D.A. // J. Chem. Phys.
2019. 151. 204501.

[3] Íèêîëàåâ Ï.Í. // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ôèç. Àñòðîí.
2018. � 3. C. 26. (Nikolaev P.N. // Mosc. Univ. Phys.
Bull. 2018. 73. P. 263.)

[4] Ãèíçáóðã Â.Ë. // ÓÔÍ 1971. 103. N 1. Ñ. 87.
[5] Óëåíáåê Ã. // ÓÔÍ 1971. 103. N 2. Ñ. 275.
[6] Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ãàçîâ è æèäêîñòåé. Ì.: Íàóêà,

1975.
[7] Bannerman M.N., Lue L., Woodcock L. V. // J. Chem.

Phys. 2010. 132. 084507.
[8] Schultz A. J., Kofke D.A. // Phys. Rev. E. 2014. 90.

023301.
[9] Ñòèøîâ Ñ.Ì. // ÓÔÍ 2019. 189. N 6. Ñ. 659.
[10] Heyes D.M., Rickayzen G., Pieprzyk S., Branka A. C.//

J. Chem. Phys. 2016. 145. 084505.
[11] Perepelkin E. E., Sadovnikov B. I., Inozemtseva N.G.,

Burlakov E.V.// Journal of Statistical
Mechanics: Theory and Experiment. 2020. 2020. 053105.

[12] Sadus R. J.// J. Chem. Phys. 2018. 149. 074504.
[13] Áîãîëþáîâ Í.Í. Èçáðàííûå òðóäû ïî ñòàòèñòè÷åñêîé

ôèçèêå. Ì.: èçä-âî Ìîñê. óí-
òà, 1979.

[14] Âóêàëîâè÷ Ì.Ï., Íîâèêîâ È.È. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
ðåàëüíûõ ãàçîâ. Ì.-Ë., 1948.

[15] Íèêîëàåâ Ï.Í. // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ôèç. Àñòðîí.
2013. � 3. C. 20 (Nikolaev P.N. // Mosc. Univ. Phys.
Bull. 2013. 68. P. 196.)

[16] Laar J. van. Zustandsgleichung von Gasen und Flus-
sigkeiten. Leipzig, 1924.

[17] Âàí�äåð�Âààëüñ, Êîíñòàìì Ô. Êóðñ òåðìîñòàòèêè.
Ì., 1936.

[18] Kac M., Uhlenbeck G. E., Hemmer P. C. // J. Math. Phys.
1963. 4. P. 216.

[19] Van Kampen N.G. // Phys. Rev. A. 1964. 135. P. 362.
[20] Lebovitz J., Penrose O. // J. Math. Phys. 1966. 7. P. 98.
[21] Lieb E. // J. Math. Phys. 1966. 7. P.1016.
[22] Íèêîëàåâ Ï.Í. // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ôèç. Àñòðîí.

2011. � 6. C. 48 (Nikolaev P.N. // Mosc. Univ. Phys.
Bull. 2011. 66. P. 541.)

[23] Hoover W.G., Ross M., Johnson K.W.// J. Chem. Phys.
1970. 52, N 10. P. 4931.

[24] Cape J. N., Woodcock L. V.// J. Chem. Phys.1980. 72.
P. 976.

[25] Kambayashi S., Hiwatari Y.// J. Phys. Soc. Jpn. 1987.
56. P. 2788.

[26] Maeso M. J., Solana J. R.// J. Chem. Phys.1993. 98.
P. 5788.

[27] Khrapak S.A., Morfill G. E.// J. Chem. Phys. 2011. 134.
094108.

[28] Weeks J. D., Chandler D., Andersen H. C. // J. Chem.
Phys. 1971. 54. P. 5237.

[29] Sese L.M. // J. Chem. Phys. 2013. 139. 044502.
[30] Çåëåíåð Á. Â., Íîðìàí Ã. Â., Ôèëèíîâ Â.Ñ. Òåîðèÿ âîç-

ìóùåíèé è ïñåâäîïîòåíöèàë â ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäè-
íàìèêå. Ì., 1981.

[31] Nikolaev P.N. // Moscow University Physics Bulletin
2017. 72. P. 23.

[32] Carnahan N. F., Starling K. E. // J. Chem. Phys. 1969.
51. P. 635.

[33] Mason E.A., Spurling T.H. The virial equation of state.
New York, 1969.

[34] Van Rensburg E. J. J. // J. Phys. A. 1993. 26. P. 4805.
[35] Labik S., Kolafa J., Malijevskı A. // Phys. Rev. E. 2005.

71. 021105.
[36] Barker J. A., Henderson D.// Rev. Mod. Phys. 1976. 48.

P. 587.
[37] Wood W.W., Jacobson J. D. // J. Chem. Phys. 1957. 27.

P. 1207.
[38] Alder B. J., Wainwright T. E. // J. Chem. Phys. 1957. 27.

P. 1208.
[39] Tonks L. // Phys. Rev. 1936. 50. P. 955.
[40] Hill T. L. Statistical Mechanics. Principles and Selected

Applications. New York, 1956.
[41] Hansen J.-P., Levesque D., Schiff D. // Phys. Rev. A

1971. 3. P. 776.
[42] Ëàíäàó Ë.Ä., Ëèôøèö Å.Ì. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà.

×. 1. Ì.: Íàóêà, 1976.
[43] Uhlenbeck G. E., Beth E. // Physica 1936. 3. P. 729.
[44] Beth E., Uhlenbeck G. E. // Physica 1937. 4. P. 915.
[45] De Witt H. E. // J. Math. Phys. 1962. 3. P. 1003.
[46] Hill R.N. // J. Math. Phys. 1968. 9. P. 1534.
[47] Boyd M.E., Larsen S. Y., Kilpatrick J. G. // J. Chem.

Phys. 1966. 45. P. 499.
[48] Handelsman R.A., Keller J. B. // Phys. Rev. 1966. V. 148.

P. 94.
[49] Hemmer P. C., Mork K. J. // Phys. Rev. 1967. 158. P. 114.
[50] Jancovici B. // Phys. Rev. 1969. 178. P. 295.
[51] Gibson W.G. // Mol. Phys. 1975. 30. P. 13.
[52] Kahn B. Dissertation. University of Utrecht. 1938.
[53] Studies in statistical mechanics. Editted by J. de Boyer

and G.E.Uhlenbeck. Vol. III. Amsterdam: North-Holland
Publishing Co., 1965. P. 277.

[54] Huang K. Statistical mechanics. New York�London, 1963.
[55] Kahn B., Uhlenbeck G. E. // Physica 1938. 5. P. 399.
[56] Lieb E. // J. Math. Phys. 1967. 8. P.1016.
[57] Hemmer P. C.// Phys. Letters A 1968. N 6. P. 377.

Reference systems in statistical liquid thermodynamics
P.N. Nikolaev

1Department of Quantum Statistics and Field Theory, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University. Moscow
119991, Russia

E-mail: anikolaev@phys.msu.ru

In the paper there are investigated the basic reference systems in the statistical thermodynamics of liquids from the point of view
of the expediency of their use in thermodynamic perturbation theory. A quantum hard-sphere system widely used in this field is
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considered. As is known, the Wigner�Uhlenbeck�Gropper expansion is not suitable for nonanalytic potentials. Therefore, a special
expansion into a series method is used in this work, the efficiency of which has been verified by the example of Ar and 4He.
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