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Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òðåõ âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå: ìåòîä Òîððåñà�Âåãà, èç óðàâíåíèÿ Âëàñîâà è óðàâíåíèÿ Ìîýëÿ. Êàæäûé
ïîäõîä äàåò ñâîé âàðèàíò óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ
ðàññìîòðåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êâàíòîâîìó ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó.
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Ìîýëÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îñîáåííîñòüþ ôóíêöèè Âèãíåðà [1, 2] W êàê ôóíê-
öèè êâàçè�ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé êâàíòîâîé ñèñòåìû
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îòðèöàòåëü-
íûõ çíà÷åíèé
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ãäå ρ̂ � ìàòðèöà ïëîòíîñòè, à âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþò ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà. Ïî òåî-
ðåìå Õàäñîíà [3] òîëüêî ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ôóíê-
öèè (1), ñîîòâåòñòâóþùåå îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ãàð-
ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì,
â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ Âèãíåðà âñåãäà áóäåò
èìåòü îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé.
Ïîñòðîåíèå ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè âå-

ðîÿòíîñòè f (r,p, t) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíî
ïðîèçâåñòè ðàçëè÷íûìè ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè ñïîñî-
áàìè [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]. Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ôóíê-
öèÿ Âèãíåðà Wn (x, p) äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà
èìååò âèä [11]:
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ãäå n � íîìåð ñîñòîÿíèÿ, à Ln � ïîëèíîìû Ëàãåððà.
Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Âèãíåðà âûðàæåíèå (2)
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
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ãäå ψn è ψ̃n � âîëíîâûå ôóíêöèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëå-
íèè ñîîòâåòñòâåííî:
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Hn � ïîëèíîìû Ýðìèòà. Îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ (n = 0)
ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ W0 (x, p), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíîé âî âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ôóíêöèè
Wn (x, p) ïðè n > 0 èìåþò îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà-
÷åíèé. Âìåñòî ôóíêöèé Wn (x, p), n > 0 ðàññìîòðèì
ôóíêöèè

fn (x, p) = |ψn (x)|2
∣∣∣ψ̃n (p)

∣∣∣
2

, (5)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè âî âñåé ôàçîâîé
ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3). Ìíîæåñòâî
ôóíêöèé (5) ìîæíî ðàñøèðèòü ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê fn

ôóíêöèé gn (x, p), äëÿ êîòîðûõ
∫

gndp =
∫

gndx = 0
è |gn| < fn.
Äðóãèì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé ôóíê-

öèè f (r,p, t) ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå àíàëîãà óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè Ψ (r,p, t), çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàòû è èì-
ïóëüñà. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f (r,p, t) ïðåäñòàâèìà
â âèäå |Ψ (r,p, t)|2 ≥ 0. Â ðàáîòàõ [12, 13] ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêèì ñïîñîáîì, íà îñíîâå Bopp�îïåðàòîðîâ [14],

ÓÇÔÔ 2020 2040101�1

mailto:pevgeny@jinr.ru�


Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾ËÎÌÎÍÎÑÎÂÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß-2020¿
Ïîäñåêöèÿ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ ÓÇÔÔ �4, 2040101 (2020)

áûëî ïðåäëîæåíî ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå:
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ãäå ĤT−V � îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà (Torres�Vega), êîòî-
ðûé äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä:
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Óðàâíåíèÿ (6) ñ ãàìèëüòîíèàíîì (7) äàåò ðåøåíèå:
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Âîëíîâûì ôóíêöèÿì (8) ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé fn (x, p):
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè (9) íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-
ÿì (3) äàæå äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (n = 0).
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïî-

ñòðîåíèÿ àíàëîãà óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî
ïðèíöèïà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé. Ãëàâíàÿ ìîòèâàöèÿ ââåäåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàñ-
øèðèòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò áåñêîíå÷íîé öåïî÷-
êè óðàâíåíèé Âëàñîâà íà ñëó÷àé êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè [15]. Êðîìå òîãî, ïîäîáíûå ïîñòðîåíèÿ ïðèçâàíû
ïîìî÷ü ðàçîáðàòüñÿ ñ ïðèðîäîé îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-
íèé ôóíêöèè Âèãíåðà, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìà
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ êâàíòîâîé îïòèêè [11].
Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â �1 ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå íà îñíîâå âòîðîãî óðàâíåíèÿ Âëàñî-
âà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f2 (r,v, t) [15, 16, 17].
Âåêòîðíîå ïîëå óñêîðåíèé 〈v̇〉 ïî òåîðåìå Ãåëüì-
ãîëüöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè áåçâèõ-
ðåâîãî è âèõðåâîãî ïîëÿ: 〈v̇〉 = −α2∇vΦ2 + γ2A2.
Íà ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë Φ2 íàêëàäûâàåòñÿ óñëî-
âèå ñâÿçè ñ ôàçîé φ2 âîëíîé ôóíêöèè Ψ2 (r,v, t):
Φ2 = 2φ2 + 2πk, k ∈ Z. Ïðèâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ
àíàëîãîâ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî
ïîëÿ óñêîðåíèé 〈v̇〉, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà äëÿ ãà-
ìèëüòîíèàíà H2 è ëàãðàíæèàíà L2. Ñòðîÿòñÿ òî÷íûå

âûðàæåíèÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé Ψ2,n (r,v, t), ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó. Â �2 óðàâ-
íåíèå Ìîýëÿ äëÿ ôóíêöèè Âèãíåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé âòîðîãî óðàâíåíèÿ Âëàñîâà ñ àï-
ïðîêñèìàöèåé Âëàñîâà�Ìîýëÿ [18] äëÿ âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ óñêîðåíèé 〈v̇〉. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå Φ2 ∼ φ2 (ñì.
�1) çàìåíÿåòñÿ íà àïïðîêñèìàöèþ Âëàñîâà�Ìîýëÿ.
Äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ2 (r,v, t) ïîëó÷àåòñÿ íåëè-
íåéíîå óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî â �2 ïîëó÷åíî ðå-
øåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó.
Â çàêëþ÷åíèå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèé òðåõ àíà-
ëîãîâ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

1. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÂËÀÑÎÂÀ

Âòîðîå óðàâíåíèå Âëàñîâà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ f2 (r,v, t) èç áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè óðàâíåíèé Âëà-
ñîâà èìååò âèä [19, 20, 21]:

∂

∂t
f2 (r,v, t) + divr [vf2 (r,v, t)]+

+ divv [〈v̇〉 (r,v, t) f2 (r,v, t)] = 0, (10)

èëè

Π S2 = −Q2 = −divv 〈v̇〉 ,
ãäå

S2 = Lnf2,

Π2
det=

d2

dt

det=
∂

∂t
+ (v,∇r) + (〈v̇〉 ,∇v) ,

f2 (r,v, t) 〈v̇〉 (r,v, t) =
∫

(∞)

v̇f3 (r,v, v̇, t) d3v̇.

Óðàâíåíèå (10) ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ïðîñòðàí-
ñòâó ñêîðîñòåé ïåðåõîäèò â ïåðâîå óðàâíåíèå Âëàñî-
âà [19, 20, 22] (àíàëîã óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè) äëÿ
ôóíêöèè f1 (r, t):

∂

∂t
f1 (r, t) + divr [〈v〉 (r, t) f1 (r, t)] = 0,

f1 (r, t) 〈v〉 (r, t) =
∫

(∞)

vf2 (r,v, t) d3v.

f1 (r, t) =
∫

(∞)

f2 (r,v, t) d3v.

(11)

Â ðàáîòå [22] èç óðàâíåíèÿ (11) áûëî ïîñòðî-
åíî óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè
Ψ1 (r, t). Ïîñòðîèì àíàëîã óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïî âòîðîìó óðàâíåíèþ Âëà-
ñîâà (10) [15]. Ïðåäñòàâèì ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé f2 = |Ψ2|2 = Ψ2Ψ̄2 ≥ 0, à âåê-
òîðíîå ïîëå ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé 〈v̇〉 ðàçëîæèì ïî òåî-
ðåìå Ãåëüìãîëüöà â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé:

〈v̇〉 (r,v, t) = −α2∇vΦ2 (r,v, t) + γ2A2 (r,v, t) ,

divvA2 = 0,
(12)
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ãäå α2, γ2 � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû,
à Φ2 � ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ 〈v̇〉, à A2 � âèõðå-
âàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ 〈v̇〉. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (12)

〈v̇〉 = i2α2∇vΦ2 + γ2A2 = iα2∇v (0 + iΦ2) + γ2A2 =

= iα2∇v

(
ln

∣∣∣∣
Ψ2

Ψ̄2

∣∣∣∣ + iΦ2

)
+ γ2A2.

(13)
Òàê êàê ôóíêöèÿ Ψ2 ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé, òî äëÿ íåå
ñïðàâåäëèâà ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ â âè-
äå:

Ψ2 (r,v, t) = |Ψ2 (r,v, t)| eiφ2(r,v,t), (14)

ãäå φ2 � ôàçà. Ñ ó÷åòîì (14), ôóíêöèÿ Ψ2
Ψ̄2

ïðèìåò âèä:

Ψ2

Ψ̄2
= ei2φ2 ⇒ Arg

[
Ψ2

Ψ̄2

]
= 2φ2 + 2πk

det= Φ2. (15)

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë Φ2 ïîëÿ 〈v̇〉 â (15) áûë
îïðåäåëåí êàê àðãóìåíò êîìïëåêñíîé ôóíêöèè Ψ2

Ψ̄2
.

Ó÷èòûâàÿ ââåäåííîå îáîçíà÷åíèå (15), ïåðåïèøåì âû-
ðàæåíèå (13), ïîëó÷èì:

〈v̇〉 = iα2∇v

(
ln

∣∣∣∣
Ψ2

Ψ̄2

∣∣∣∣ + iArg
[
Ψ2

Ψ̄2

])
+ γ2A2 = iα2∇vLn

[
Ψ2

Ψ̄2

]
+ γ2A2 =

= iα2∇v

[
Ln (Ψ2)− Ln

(
Ψ̄2

)]
+ γ2A2 = iα2

[∇vΨ2

Ψ2
− ∇vΨ̄2

Ψ̄2

]
+ γ2A2.

(16)

Ïîäñòàâëÿÿ (16) â óðàâíåíèå (10) è ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ r è v, ïîëó÷èì

Ψ̄2
∂Ψ2

∂t
+ Ψ2

∂Ψ̄2

∂t
+ Ψ̄2 (v,∇rΨ2) + Ψ2

(
v,∇rΨ̄2

)
+

+iα2divv

[
Ψ̄2∇vΨ2 −Ψ2∇vΨ̄2 − i

γ2

α2
Ψ2Ψ̄2A2

]
= 0.

(17)

Ââèäó òîãî, ÷òî

divv

[
Ψ̄2∇vΨ2 −Ψ2∇vΨ̄2

]
= Ψ̄2∆vΨ2 −Ψ2∆vΨ̄2,

divv

[
Ψ2Ψ̄2A2

]
= Ψ̄2 (A2,∇vΨ2) + Ψ2

(
A2,∇vΨ̄2

)
,

óðàâíåíèå (17) ïðèìåò âèä:

Ψ̄2
∂Ψ2

∂t
+ Ψ2

∂Ψ̄2

∂t
+ Ψ̄2 (v,∇rΨ2) + Ψ2

(
v,∇rΨ̄2

)
+ iα2

(
Ψ̄2∆vΨ2 −Ψ2∆vΨ̄2

)
+

+Ψ̄2 (γ2A2,∇vΨ2) + Ψ
(
γ2A2,∇vΨ̄2

)
= 0.

èëè

Ψ̄2

[
∂Ψ2

∂t
+ (v,∇rΨ2) + iα2∆vΨ2 + γ2 (A2,∇vΨ2)

]
+

+Ψ2

[
∂Ψ̄2

∂t
+

(
v,∇rΨ̄2

)− iα2∆vΨ̄2 + γ2

(
A2,∇vΨ̄2

)]
= 0.

(18)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ:

p̂1
det= − i

β1
∇r, p̂2

1 = − 1
β2

1

∆r, p̂2
det= − i

β2
∇v, p̂2

2 = − 1
β2

2

∆v, (19)

ãäå β1, β2 ∈ R, βk 6= 0, k = 1, 2. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (19) âûðàæåíèå (18) ïðèìåò âèä:

Ψ̄2

[
1
β2

∂

∂t
+ i

β1

β2
(v, p̂1)− iα2β2

(
p̂2

2 −
γ2

α2β2
(A2, p̂2)

)]
Ψ2+

+Ψ2

[
1
β2

∂

∂t
− i

β1

β2

(
v, ¯̂p1

)
+ iα2β2

(
¯̂p2

2 −
γ2

α2β2

(
A2, ¯̂p2

))]
Ψ̄2 = 0.

(20)
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Âûðàæåíèå (20) ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîì âèäå, åñëè ó÷åñòü, ÷òî

p̂2
2 −

γ2

α2β2
(A2, p̂2) =

(
p̂2 − γ2

2α2β2
A2

)2

− γ2
2

4α2
2β

2
2

|A2|2 ,

òîãäà

Ψ̄2

[
1
β2

∂

∂t
+ i

β1

β2

(v, p̂1)− iα2β2

(
p̂2 − γ2

2α2β2
A2

)2
]

Ψ2+

+Ψ2

[
1
β2

∂

∂t
− i

β1

β2

(
v, ¯̂p1

)
+ iα2β2

(
¯̂p2 − γ2

2α2β2
A2

)2
]

Ψ̄2 = 0.

(21)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàáîòàòü êàê ñ âûðàæåíèåì
(20), òàê è ñ âûðàæåíèåì (21). Ðàññìîòðèì âûðàæåíè-
åì (20). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L:

L = − i

β2

∂

∂t
+

β1

β2
(v, p̂1)− α2β2

(
p̂2

2 −
γ2

α2β2
(A2, p̂2)

)
,

(22)
Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (22) óðàâíåíèå (20) ïðèìåò

âèä:

Ψ̄2LΨ2 −Ψ2L̄Ψ̄2 = 0,

èëè

M− M̄ = 0, (23)

ãäå M = Ψ̄2LΨ2. Âûðàæåíèå (23) îçíà÷àåò, ÷òî ImM =
0. Åñëè ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, çíà÷èò, M ÿâëÿåòñÿ
äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé, òî åñòü:

M = m ∈ R,

èëè

Ψ̄2LΨ2 = m,

LΨ2 =
m

Ψ̄2
=

m

Ψ̄2

Ψ2

Ψ2
=

m

|Ψ2|2
Ψ2 = −U2Ψ2,

U2 (r,v, t) ∈ R, LΨ2 + U2Ψ2 = 0.

(24)

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Ψ2 ïðèìåò âèä:

i

β2

∂Ψ2

∂t
=

β1

β2

(v, p̂1)Ψ2−

− α2β2

(
p̂2

2 −
γ2

α2β2
(A2, p̂2)

)
Ψ2 + U2Ψ2. (25)

Ïðîäåëûâàÿ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè äëÿ óðàâíåíèÿ
(21), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ Ψ2 â âèäå:

i

β2

∂Ψ2

∂t
=

=
β1

β2

(v, p̂1)Ψ2 − α2β2

(
p̂2 − γ2

2α2β2
A2

)2

Ψ2 + V2Ψn,

V2 =
1

2α2β2

|γ2A2|2
2

+ U2.

(26)
Óðàâíåíèå (25)/(26) è åñòü èñêîìîå óðàâíåíèå äëÿ

âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ2 (r,v, t). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-
ñòè, ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû α2, β2, γ2 îïðåäåëèì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

α2
det= − h̄2

2m
, β2

det=
1
h̄2

, γ2 = − q

m
, (27)

ãäå h̄2, q � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ.
Âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà U2 ñîãëàñíî (24) èìååò

âèä

U2 = − Ψ̄2LΨ2

f2
. (28)

Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå (28) îïðåäåëÿåò àíàëîã
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Âûïîëíèì ïðîìåæóòî÷-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âû÷èñëÿÿ ∆vΨ2

∆vΨ2 = eiφ2

{
∆v |Ψ2| − |Ψ2| |∇vφ2|2 +

+i [2 (∇vφ2,∇v |Ψ2|) + |Ψ2|∆vφ2]} ,

è ïîäñòàâëÿÿ â (28), ïîëó÷àåì

Ψ̄2LΨ2 =
1
β2
|Ψ2|2 ∂φ2

∂t
+

1
β2
|Ψ2|2 (v,∇rφ2) +

1
β2
|Ψ2|2 (v,∇vφ2) +

γ2

β2
|Ψ2|2 (A2,∇vφ2)+

+
α2

β2
|Ψ2|

(
∆v |Ψ2| − |Ψ2| |∇vφ2|2

)
− i

β2
|Ψ2| ∂ |Ψ2|

∂t
− i

β2
|Ψ2| (v,∇r |Ψ2|)+

+i
α2

β2
|Ψ2| [2 (∇vφ2,∇v |Ψ2|) + |Ψ2|∆vφ2]− i

γ2

β2
|Ψ2| (A2,∇v |Ψ2|) ,

(29)
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U2 = − Ψ̄2LΨ2

|Ψ2|2
= − 1

β2

∂φ2

∂t
− 1

β2
(v,∇rφ2)− γ2

β2
(A2,∇vφ2)− α2

β2

∆v |Ψ2|
|Ψ2| +

α2

β2
|∇vφn|2 +

+
i

β2

1
|Ψ2|

∂ |Ψ2|
∂t

+ i
γ2

β2

1
|Ψ2| (A2,∇v |Ψ2|)− i

2α2

β2

1
|Ψ2| (∇vφ2,∇v |Ψ2|)− i

α2

β2
∆vφ2+

+
i

β2

1
|Ψ2| (v,∇r |Ψ2|) .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (24) ôóíêöèÿ U2 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé, ñëåäîâàòåëüíî, ìíèìàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (29)
äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íîëü, ïðîâåðèì ýòî óñëîâèå. Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (13), (15) è óðàâíåíèå
(10), ïîëó÷èì:

2β2 |Ψ2|2 ImU2 =
∂f2

∂t
+ (γ2A2,∇vf2) + (−α2∇vΦ2,∇vf2)− α2f2∆vΦ2 + (v,∇rf2) =

=
∂f2

∂t
+ (v,∇rf2) + (−α2∇vΦ2 + γ2A2,∇vf2) + f2 (∇v,−α2∇vΦ2 + γ2A2) =

=
∂f2

∂t
+ (v,∇rf2) + (〈v̇〉 ,∇vf2) + f2 (∇v, 〈v̇〉) = 0.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ôóíêöèè U2 ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå:

U2 (r,v, t) = − 1
β2

∂φ2

∂t
−Q2 +

α2

β2
|∇vφ2|2 − 1

β2
(γ2A2,∇vφn)− 1

β2
(v,∇rφ2) , (30)

ãäå

Q2
det=

α2

β2

∆v |Ψ2|
|Ψ2| =

α2

2β2

(
∆vS2 +

1
2
|∇vS2|2

)
, S2 = Lnf2,

ãäå Q2 � àíàëîã êâàíòîâîãî ïîòåíöèàëà â òåîðèè ¾âîëíû�ïèëîòà¿ äå Áðîéëÿ�Áîìà [23, 24, 25, 26]. Âûðàæåíèå
(30) ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç îïåðàòîð Π2φ2 = d2φ2

dt [15, 21], äåéñòâèòåëüíî

−β2U2 =
∂φ2

∂t
+ (v,∇rφ2) + (−2α2∇vφ2,∇vφ2) + α2 (∇vφ2,∇vφ2) + (γ2A2,∇vφ2) + α2

∆v |Ψ2|
|Ψ2| =

=
∂φ2

∂t
+ (v,∇rφ2) + (−α2∇vΦ2 + γ2A2,∇vφ2) + α2 (∇vφ2,∇vφ2) + α2

∆v |Ψ2|
|Ψ2| =

= α2 (∇vφ2,∇vφ2) + α2
∆v |Ψ2|
|Ψ2| +

∂φ2

∂t
+ (v,∇rφ2) + (〈v̇〉 ,∇vφ2) =

= α2 |∇vφ2|2 + α2
∆v |Ψ2|
|Ψ2| +

d2φ2

dt
,

U2 = − 1
β2

{
d2φ2

dt
+ α2

[
∆v |Ψ2|
|Ψ2| + |∇vφ2|2

]}
.

(31)

Èç âûðàæåíèÿ (31) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Ëàãðàíæèàíà L2, äåéñòâèòåëüíî

− 1
β2

d2φ2

dt
=

1
4α2β2

|α2∇vΦ2|2 + U2 + Q2 =
1

2α2β2

1
2
|〈v̇p〉|2 + U2 + Q2

det= −L2, (32)

èëè

h̄2
d2φ2

dt
=

m

2
|〈v̇p〉|2 − (U2 + Q2) = L2.

Ôàçà φ2 ïðè ýòîì èìååò ñìûñë àíàëîãà äåéñòâèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ëàãðàíæèàí L2 íå ñîäåðæèò èíôîðìàöèè
î âèõðåâîì ïîëå A2. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå.
Ïîëó÷èì àíàëîã óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà (30).

− 1
β2

∂φ2

∂t
=

1
2α2β2

1
2
|〈v̇p〉|2 + U2 + Q2 +

1
2αnβn

[(v, α2∇rΦ2) + (〈v̇〉 , 〈v̇p〉)] ,

− 1
β2

∂φ2

∂t
= − 1

2α2β2

(
〈v̇〉 − 1

2
〈v̇p〉 , 〈v̇p〉

)
+ U2 + Q2 +

1
2α2β2

(v, α2∇rΦ2) ,

− 1
β2

∂φ2

∂t
= − 1

2α2β2

1
2
|〈v̇p〉|2 + U2 + Q2 − 1

2α2β2
(γ2A2, 〈v̇p〉) +

1
2α2β2

(v, α2∇rΦ2) ,

(33)

ÓÇÔÔ 2020 2040101�5



Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾ËÎÌÎÍÎÑÎÂÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß-2020¿
Ïîäñåêöèÿ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ ÓÇÔÔ �4, 2040101 (2020)

Óðàâíåíèå (33) ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç 〈v̇〉. Ñîãëàñíî (12) 〈v̇〉 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 〈v̇〉 = 〈v̇p〉 + 〈v̇s〉 ,
ãäå 〈v̇p〉 = −α2∇vΦ2, 〈v̇s〉 = γ2A2, òîãäà ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

1
2
|〈v̇p〉|2 + (γ2A2, 〈v̇p〉) =

1
2
|〈v̇〉|2 − |γ2A2|2

2
. (34)

Ïîäñòàâëÿÿ (34) â (33), ïîëó÷èì

− 1
β2

∂φ2

∂t
= − 1

2α2β2

1
2
|〈v̇〉|2 + U2 + Q2 +

1
2α2β2

|γ2A2|2
2

+
1

2α2β2
(v, α2∇rΦ2)

det= H2,

èëè

−h̄2
∂φ2

∂t
=

m

2
|〈v̇〉|2 + qχ2 = H2,

qχ2 = U2 + Q2 − q2

2m
|A2|2 + h̄2 (v,∇rφ2) ,

(35)

ãäå ôóíêöèÿ H2 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ãàìèëüòîíèàíà. Çàìåòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí H2 â îòëè÷èå îò ëàãðàíæèàíà
L2 ñîäåðæèò èíôîðìàöèè î âèõðåâîì ïîëå A2. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå.
Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (35) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè.

Èñïîëüçóÿ (32) è (35) ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå Ëå-
æàíäðà äëÿ ñâÿçè L2 è H2:

L2 + H2 = h̄2 (v,∇rφ2) + m (〈v̇〉 , 〈v̇p〉) . (36)

Ïîñòðîèì êîìïëåêñíîå äåéñòâèå [15, 27]:

iΦ2 = Ln
(

Ψ2

Ψ̄2

)
= LnΨ2 − LnΨ̄2,

S2 = Lnf2 = Ln
(
Ψ2Ψ̄2

)
= LnΨ2 + LnΨ̄2,

(37)

M2
det= S2 + iΦ2, Z2

det=
M2

2
= LnΨ2, Ψ2 = eZ2 . (38)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (10) è (32) âû÷èñëèì Π2Z2

Π2Z2 =
d2Z2

dt
=

1
2

d2S2

dt
+

i

2
d2Φ2

dt
=

= −1
2
Q2 +

i

h̄2
L2

det= Λ2. (39)

Ôóíêöèÿ Λ2 ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ëàãðàíæèà-
íîì [15, 27]. Ìíèìàÿ ÷àñòü ImΛ2 ñîîòâåòñòâóåò
ëàãðàíæèàíó L2, êîòîðûé ñâÿçàí ñ äåéñòâèåì φ2. Äåé-
ñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ReΛ2 ñîîòâåòñòâóåò èñòî÷íèêàì ïî-
òîêà âåðîÿòíîñòåé (12) Q2 = −α2∆vΦ2. Òàêèì îá-
ðàçîì, âåëè÷èíà Z2 ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíîìó äåé-
ñòâèþ (ñðàâíèòå âûðàæåíèÿ (32) è (39)).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êâàíòîâîì ãàðìîíè÷åñêîì îñ-

öèëëÿòîðå ñ ïîòåíöèàëîì U1 = mω2x2

2 , â ýòîì ñëó÷àå
âèõðåâàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ îòñóòñòâóåò, à ïîòåíöèàëü-
íàÿ çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò, òîãäà, ñîãëàñíî (12),
m 〈v̇〉 = −∇rU1. Ïîäîáíàÿ ïîäñòàíîâêà äèíàìè÷åñêîé
âåëè÷èíû âìåñòî êèíåìàòè÷åñêîé, òàêîé êàê 〈v̇〉, íàçû-
âàåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé Âëàñîâà [20] è ââîäèòñÿ ñ ó÷å-
òîì ôèçè÷åñêèõ òðåáîâàíèé. Ó÷èòûâàÿ àíàëîã óðàâíå-
íèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè (35) è 〈v̇〉 = −ω2x äëÿ ôàçû

φ2 (x, v, t) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå

− h̄2φ2 (x, v, t) = mω2xv + E2t, (40)

E2 =
m

2
ω4x2 + eχ2,

eχ2 = U2 + Q2 −mω2v2 = E2 − m

2
ω4x2,

U2 = E2 + mω2

(
v2 − 1

2
ω2x2

)
+

h̄2
2

2m

1√
f2

∂2
√

f2

∂v2
. (41)

Ïðè àïïðîêñèìàöèè 〈v̇〉 = −ω2x ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Âëàñîâà (10) ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì õàðàêòåðè-
ñòèê

f2 (x, v) = F (ε) ,

ε (x, p) =
1

h̄ω

(
p2

2m
+

mω2x2

2

)
= const.

(42)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëü-
íîé ôóíêöèåé, òàê êàê F = |Ψ2|2. Âäîëü õàðàêòåðè-
ñòèê (42) ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì f2 = const.
Íà ðèñ. 1 ïðèâåä¼í ãðàôèê õàðàêòåðèñòèê (42)
â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x̄, v̄) = (

√
mωx, p/

√
m). Åñ-

ëè ôóíêöèÿ f1,n (x) = |ψn (x)|2 èìååò íóëè, òî åñòü
∃xk, k = 1, ..., n : f1,n (xk) = 0, òîãäà èç (11) ñëåäóåò,
÷òî

∫ +∞

−∞
f2,n (xk, v) dv = 0. (43)

Òàê êàê f2,n (x, v) = Fn (ε) ≥ 0, òî èç (43) ñëåäó-
åò, ÷òî f2,n (xk, v) = 0 ïî÷òè âñþäó íà èíòåðâàëå
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v ∈ (−∞,+∞). Ñëåäîâàòåëüíî, íà âñåé îêðóæíîñòè
(42), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (xk, 0) ôóíêöèÿ f2,n òàê-
æå ðàâíà íóëþ (ñì. ðèñ.1).
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ïîëîæåíèå ïåðâîãî íóëÿ x1 ôóíê-

öèè f1,n. Âñå îêðóæíîñòè (42) áîëüøåãî ðàäèóñà áóäóò
ïåðåñåêàòü âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ x = x1, íàïðèìåð,
â òî÷êàõ P è P ′. Ñëåäîâàòåëüíî, íà âñåõ òàêèõ îêðóæ-
íîñòÿõ çíà÷åíèå ôóíêöèè f2,n áóäåò ðàâíî íóëþ. Òî
åñòü ôóíêöèÿ f2,n áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî âíóò-
ðè êðóãà ðàäèóñà x1.
Òàêèì îáðàçîì, èç âñåõ ôóíêöèé f2,n ïîëîæèòåëü-

íûìè âî âñåé îáëàñòè áóäóò òîëüêî òå ôóíêöèè, äëÿ
êîòîðûõ f1,n íå èìååò íóëåé. Òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ èç
(4) íå èìååò íóëåé � ýòî f1,0 (x) = |ψ0 (x)|2. Ïîýòîìó
èç âñåõ ôóíêöèé F íåîáõîäèìî âçÿòü F (ε) ∼ e−2ε. Â
ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå (41) äëÿ ïîòåíöèàëà U2 ïðèìåò
âèä

∂2
√

f2

∂v2
= const

m

h̄ω

[ m

h̄ω
v2 − 1

]
e
− 1

h̄ω

(
mv2

2 +
mω2x2

2

)

,

U2 = E2− h̄2
2

2h̄ω
+mω2

(
1 +

h̄2
2

2h̄2ω4

)
v2− 1

2
mω4x2. (44)

Òàê êàê äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [15]
ω

det= ω1 = σv

σr
= σv̇

σv

det= ω2, σrσv = |α1| = h̄
2m ,

σvσv̇ = |α2| = h̄2
2m è ïîòåíöèàë U2 îïðåäåëåí ñ òî÷íî-

ñòüþ äî êîíñòàíòû, òî ïîëîæèì E2 = h̄2ω2
2 , òîãäà

U2 (x, v) = − ω2

2α2β2

[(
1 +

α2
2

2ω2σ4
v

)
v2 − 1

2
ω2x2

]
. (45)

Ââèäó (45) àíàëîã óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (25)/(26)
ïðèìåò âèä:

i

β2

∂Ψ2

∂t
=

α2

β2

∂2

∂v2
Ψ2 − i

β2
v

∂

∂x
Ψ2 + U2Ψ2, (46)

ãäå

Ψ2 (x, v, t) = const · exp
[
− 1

h̄ω

(
mv2

2
+

mω2x2

2

)
−

−i

(
mω2

h̄2
xv +

E2

h̄2
t

)]
. (47)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (47) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè Âèã-
íåðà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-
òîðà (2)

|Ψ2 (r,v)|2 = f2,0 (x, v) =
1

πh̄
e−

m
h̄ω (v2+ω2x2). (48)

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, äðóãèõ ðåøåíèé Ψ2 (r,v, t),
îòëè÷íûõ îò ðåøåíèÿ (48), óðàâíåíèå (46) èìåòü íå
ìîæåò (ñì. ðèñ.1).

Ðèñ. 1: Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f2,n

2. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÌÎÝËß

Óðàâíåíèå Âëàñîâà (10) ñ àïïðîêñèìàöèåé Âëàñîâà�
Ìîýëÿ [17]

〈v̇µ〉 =
+∞∑
n=0

(−1)n+1 (h̄/2)2n

m2n+1 (2n + 1)!
∂2n+1U1

∂x2n+1
µ

1
f2

∂2nf2

∂v2n
µ

, (49)

ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Ìîýëÿ [11] äëÿ ôóíêöèè Âèã-
íåðà f2 (r,v, t) = W (r,p, t)

∂W

∂t
+

1
m

(p,∇r)W − (∇rU1,∇pW ) =

=
+∞∑

l=1

(−1)l (h̄/2)2l

(2l + 1)!
U1

(←−∇r,
−→∇p

)2l+1

W.
(50)

Àïïðîêñèìàöèÿ (49) íå ñîäåðæèò âèõðåâîãî ïîëÿ γ2A2, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ãåëüìãîëüöà ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå (12)

〈v̇µ〉 =
+∞∑
n=0

(−1)n+1 (h̄/2)2n

m2n+1 (2n + 1)!
∂2n+1U1

∂x2n+1
µ

1
f2

∂2nf2

∂v2n
µ

= −α2
∂

∂vµ
Φ2 (r,v, t) ,
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〈v̇µ〉 = − 1
m

∂U

∂xµ

+
(h̄/2)2

m33!
∂3U1

∂x3
µ

1
f2

∂2f2

∂v2
µ

+ ... = − 1
m

∂

∂vµ

[
∂U1

∂xµ

vα −
1
3!

(
h̄

2m

)2
∂3U1

∂x3
µ

(
S2 +

∂S2

∂vµ

)
+ ...

]
,

Φ2 (r,v, t) = − 2
h̄2

[
vα

∂U1

∂xµ

− 1
3!

(
h̄

2m

)2
∂3U1

∂x3
µ

(
S2 +

∂S2

∂vµ

)
+ ...

]
+ const, (51)

ãäå ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà const íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè, è â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà�ßêîáè (35)
ìîæåò áûòü ïðèíÿòà −E2

h̄2
t. Çàìåòèì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ (49) â îáùåì ñëó÷àå íàêëàäûâàåò äðóãèå óñëîâèÿ íà

ôóíêöèè Φ2 è φ2, ÷åì óñëîâèå (15).
Äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ïîòåíöèàëà U1 (x) =

∑4
k=0 akxk âûïîëíåíî óñëîâèå ∂lU1

∂xl
α

= 0, ïðè l ≥ 5, ñëåäîâàòåëüíî,
âûðàæåíèå (51) ñîäåðæèò òîëüêî ïåðâûõ äâà ñëàãàåìûõ:

− h̄2φ2 (x, v, t) = v

4∑

k=1

akkxk−1 − 1
3!

(
h̄

2m

)2 (
S2 +

∂S2

∂v

) 4∑

k=3

akk (k − 1) (k − 2)xk−3 + E2t. (52)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëà ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà U1 (x) = mω2x2

2 âûðàæåíèå (52) ïåðåõîäèò
â ïðåäñòàâëåíèå (40).
Ñ îäíîé ñòîðîíû ïî òåîðåìå Õàäñîíà [3] òîëü-

êî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà
áóäåò èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
W0 (x, p) (48). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Øð¼äèíãåðà (6) ñ îïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà (7)
áóäåò èìåòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé (8) ñ ôóíêöèÿìè
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (9).

Ïîñòðîèì àíàëîã óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà èç óðàâíå-
íèÿ Ìîýëÿ (50) ìåòîäîì, îïèñàííûì â �1, è íàéäåì
äëÿ íåãî òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ãàðìîíè÷åñêî-
ãî îñöèëëÿòîðà. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îá-
ðàçîì ðåøåíèÿ áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ðåøåíèé (9) èç-
çà íàëè÷èÿ óñëîâèÿ â âèäå àïïðîêñèìàöèè Âëàñîâà�
Ìîýëÿ (49).

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Âèãíåðà â âèäå W = |Ψ2|2
è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (50)

Ψ̄2
∂Ψ2

∂t
+ Ψ2

∂Ψ̄2

∂t
+ Ψ̄2 (v,∇rΨ2) + Ψ2

(
v,∇rΨ̄2

)
+

+∞∑
n=0

(−1)n+1 (h̄/2)2n

(2n + 1)!
∂2n+1U1

∂x2n+1
β

∂2n+1 |Ψ2|2
∂p2n+1

β

= 0. (53)

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ∂2n+1|Ψ2|2
∂p2n+1

β

â óðàâíåíèè (53)

∂2n+1 |Ψ2|2
∂p2n+1

β

= 2
∂2n

∂p2n
β

(
|Ψ2| ∂ |Ψ2|

∂pβ

)
= 2

∂2n

∂p2n
β

(
|Ψ2|2 1

|Ψ2|
∂ |Ψ2|
∂pβ

)
=

∂2n

∂p2n
β

(
|Ψ2|2 2

∂ ln |Ψ2|
∂pβ

)
=

=
∂2n

∂p2n
β

[
|Ψ2|2 ∂

∂pβ

(ln |Ψ2|+ ln |Ψ2|)
]

=
∂2n

∂p2n
β

[
|Ψ2|2 ∂

∂pβ

(ln |Ψ2|+ iArgΨ2 + ln |Ψ2| − iArgΨ2)

]
=

=
∂2n

∂p2n
β

[
|Ψ2|2 ∂

∂pβ

(
LnΨ2 + LnΨ̄2

)
]

,

∂2n+1 |Ψ2|2
∂p2n+1

β

=
∂2n

∂p2n
β

(
|Ψ2|2 ∂LnΨ2

∂pβ

+ |Ψ2|2 ∂LnΨ̄2

∂pβ

)
. (54)

Ïîäñòàâëÿÿ (54) â óðàâíåíèå (53) è ïðîèçâîäÿ ãðóïïèðîâêó ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èì

Ψ̄2

[
∂Ψ2

∂t
+ (v,∇rΨ2) +

Ψ2

|Ψ2|2
+∞∑
n=0

(−1)n+1 (h̄/2)2n

(2n + 1)!
∂2n+1U1

∂x2n+1
β

∂2n

∂p2n
β

(
|Ψ2|2 ∂LnΨ2

∂pβ

)]
+

+Ψ2

[
∂Ψ̄2

∂t
+

(
v,∇rΨ̄2

)
+

Ψ̄2

|Ψ2|2
+∞∑
n=0

(−1)n+1 (h̄/2)2n

(2n + 1)!
∂2n+1U1

∂x2n+1
β

∂2n

∂p2n
β

(
|Ψ2|2 ∂LnΨ̄2

∂pβ

)]
= 0.

(55)
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Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (55) òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â �1

∂Ψ2

∂t
+ (v,∇rΨ2) +

Ψ2

|Ψ2|2
+∞∑
n=0

(−1)n+1 (h̄/2)2n

(2n + 1)!
∂2n+1U1

∂x2n+1
β

∂2n

∂p2n
β

(
|Ψ2|2 ∂LnΨ2

∂pβ

)
=

i

h̄
LΨ2,

ih̄
∂Ψ2

∂t
= −ih̄ (v,∇rΨ2)− ih̄

Ψ2

|Ψ2|2
+∞∑
n=0

(−1)n+1 (h̄/2)2n

(2n + 1)!
∂2n+1U1

∂x2n+1
β

∂2n

∂p2n
β

(
|Ψ2|2 ∂LnΨ2

∂pβ

)
− LΨ2,

ih̄
∂Ψ2

∂t
= (v, p̂1)Ψ2 − Ψ2

|Ψ2|2
+∞∑
n=0

p̂2n+1
1,β U1

22n (2n + 1)!
(−ih̄)2n

(−ih̄)2n+1

∂2n

∂p2n
β

(
|Ψ2|2 (−ih̄)

∂LnΨ2

∂pβ

)
− LΨ2,

ih̄
∂Ψ2

∂t
= (v, p̂1)Ψ2 − i

h̄

Ψ2

|Ψ2|2
+∞∑
n=0

(−1)n
U1
←−̂
p 2n+1

1,β

(2h̄)2n (2n + 1)!

−→̂
p 2n

2,β

(
|Ψ2|2−→̂p 2,βLnΨ2

)
− LΨ2, (56)

ãäå îïåðàòîð p̂2,β îòëè÷àåòñÿ îò îïåðàòîðà p̂2, ââåäåííîãî ðàíåå â �1 ìíîæèòåëåì ìàññû. Óðàâíåíèå (56) ÿâëÿåòñÿ
èñêîìûì óðàâíåíèåì äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ2.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (56) äëÿ îä-
íîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

ih̄
∂Ψ2

∂t
= −ih̄v

∂Ψ2

∂x
+ ih̄ω2x

∂Ψ2

∂v
− LΨ2. (57)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (57) áóäåì èñêàòü â âèäå
Ψ2 (x, v, t) = ψ (x, v) e−i E

h̄ t

− ih̄v
∂ψ

∂x
+ ih̄ω2x

∂ψ

∂v
− (L + E) ψ = 0. (58)

Óðàâíåíèå (58) äîëæíî ñîäåðæàòü ðåøåíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ W0 (x, p) (48), ïîýòîìó
âîçüìåì

ψ (x, v) = const · exp
[
− v2

4σ2
v

− ω2x2

4σ2
v

+ iλxv

]
, (59)

ãäå λ, σv � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.

Ïîäñòàâëÿÿ (59) â óðàâíåíèå (58) ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèå äëÿ ôóíêöèè L (x, v)

L = h̄λ
(
v2 − ω2x2

)
, (60)

êîòîðàÿ ïðè λ = m
2h̄ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ôóíêöèè

Ëàãðàíæà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïðîâåðèì âîç-
ìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé (59) ôóíê-
öèÿìè âèäà:

ψn (x, v) = C (ax− ibv)n×

× exp
(
− v2

4σ2
v

− ω2x2

4σ2
v

+ iλxv

)
, (61)

ãäå C, a, b � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ôóíêöèè (61) â óðàâíåíèå (58), â êîòîðîì
ôóíêöèÿ L (x, v) èìååò âèä (60), ïîëó÷èì

∂ψn

∂x
= Ce

−
(

v2

4σ2
v

+
ω2x2

4σ2
v
−iλxv

)

(ax− ibv)n−1

[
na− aω2x2

2σ2
v

+ bλv2 + i

(
aλ +

ω2b

2σ2
v

)
xv

]
(62)

∂ψn

∂v
= Ce

−
(

v2

4σ2
v

+
ω2x2

4σ2
v
−iλxv

)

(ax− ibv)n−1

[
−

(
a

2σ2
v

− bλ

)
xv + i

(
aλx2 +

b

2σ2
v

v2 − nb

)]
(63)

Ïîäñòàâëÿÿ (62), (63) è (60) â óðàâíåíèå (58), ïîëó÷èì

−ih̄v
∂ψn

∂x
+ ih̄ω2x

∂ψn

∂v
−

(
mv2

2
− mω2x2

2
+ E2,n

)
ψn = 0,
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−ih̄v

[
na− aω2x2

2σ2
v

+ bλv2 + i

(
aλ +

ω2b

2σ2
v

)
xv

]
+

+ih̄ω2x

[
−

(
a

2σ2
v

− bλ

)
xv + i

(
aλx2 +

b

2σ2
v

v2 − nb

)]
+

(
mω2x2

2
− mv2

2
− E2,n

)
(ax− ibv) = 0,

−inah̄v + i
ah̄ω2

2σ2
v

x2v − ibh̄λv3 + h̄

(
aλ +

ω2b

2σ2
v

)
xv2 − ih̄ω2

(
a

2σ2
v

− bλ

)
x2v − h̄ω2aλx3−

−h̄ω2 b

2σ2
v

xv2 + nh̄ω2bx +
amω2

2
x3 − am

2
xv2 − aE2,nx + i

(
−bmω2

2
x2v +

bm

2
v3 + E2,nbv

)
= 0

(m

2
− h̄λ

)
aω2x3 +

[
h̄

(
aλ +

ω2
1b

2σ2
v

)
− am

2
− h̄ω2 b

2σ2
v

]
xv2 − (−nbh̄ω2 + aE2,n

)
x+

+i

[
−

(
h̄λ− m

2

)
bv3 +

(
ah̄ω2

1

2σ2
v

− h̄ω2

(
a

2σ2
v

− bλ

)
− bmω2

2

)
x2v − (−bE2,n + nah̄) v

]
= 0

(64)

Ââèäó òîãî, ÷òî λ = m
2h̄ , âûðàæåíèå (64) ïðèíèìàåò

âèä
(−nbh̄ω2 + aE2,n

)
x + i (−bE2,n + nah̄) v = 0. (65)

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ x è v èç âûðàæå-
íèÿ (65) ñëåäóåò, ÷òî

{
−nbh̄ω2 + aE2,n = 0

−bE2,n + nah̄ = 0
⇒ ω =

a

b
, E2,n = h̄ωn. (66)

Â êà÷åñòâå a, b ìîæíî âçÿòü ω√
2σv

è 1√
2σv

ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïðèìåò âèä

f2,n (x, v) = |ψn (x, v)|2 = C2

(
v2

2σ2
v

+
ω2x2

2σ2
v

)n

×

× exp
{
−

(
v2

2σ2
v

+
ω2x2

2σ2
v

)}
, (67)

èëè

f2,n (x, v) = C2

[
2

h̄ω

(
p2

2m
+

mω2x2

2

)]n

×

× exp
{
− 2

h̄ω

(
p2

2m
+

mω2x2

2

)}
.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (67) îòëè÷àåòñÿ îò âûðà-
æåíèÿ (9) â ¾ïðàâèëüíóþ¿ ñòîðîíó. Êîððåêòèðîâêà âû-
ðàæåíèÿ (9) âîçìîæíà ïóòåì èñêóññòâåííîãî ââåäåíèÿ
ïîïðàâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ σ (n) = n+1

n+1/2

f corected
T−V,n (x, v) = c2

T−V

[
σ (n)
h̄ω

(
p2

2m
+

mω2
1x2

2

)]n

×

× exp
{
−σ (n)

h̄ω

(
p2

2m
+

mω2
1x2

2

)}
. (68)

Ðèñ. 2: Ðàñïðåäåëåíèÿ |ψn(x)|2 è f1,n(x) ïðè n = 1, 2, 3, 5

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèé
|ψn (x)|2 (4) è f1,n (x), ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèÿì
(67). Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (n = 0) ðàñïðåäå-
ëåíèÿ |ψ0 (x)|2 è f1,0 (x) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò. Ïðè
n > 0 ðàñïðåäåëåíèÿ |ψn (x)|2 è f1,n (x) áóäóò ðàç-
ëè÷íûìè. Ôóíêöèè f1,n (x) â îòëè÷èå îò |ψn (x)|2
íå èìåþò íóëåé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåííûå àíàëîãè óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (6), (26) è (56) èìåþò îòëè-
÷èÿ è êàê ñëåäñòâèå èõ ðåøåíèÿ (8), (47), (61) ðàç-
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ëè÷íû. Ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ (6) äåëàëîñü ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêèì ìåòîäîì è äàæå äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà íå äàåò èçâåñòíîãî
ðåøåíèÿ |ψ0 (x)|2. Óðàâíåíèå (47) ñòðîèëîñü èç ïåðâûõ
ïðèíöèïîâ íà îñíîâå âòîðîãî óðàâíåíèÿ Âëàñîâà (10)
è ïðèâîäèò ê òî÷íîìó ðåøåíèþ (47) äëÿ îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Äðóãèõ ðåøåíèé
óðàâíåíèå (47) èìåòü íå ìîæåò, òàê êàê íà óðàâíåíèå
Âëàñîâà (10) áûëî íàëîæåíî óñëîâèå ïîëîæèòåëüíî-
ñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ðèñ. 1). Óðàâíåíèå (6)
íàïðîòèâ èìååò ìíîæåñòâî ðåøåíèé (8), êîòîðûå íå
ñîîòâåòñòâóþò èçâåñòíûì ðåøåíèÿì |ψn (x)|2.
Òàê êàê ôóíêöèè (8) è ôóíêöèÿ (47) çàâèñÿò òîëü-

êî îò ïåðåìåííîé ε, òî èñõîäÿ èç ìåòîäà õàðàêòåðè-
ñòèê (ε = const) îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ìîýëÿ
(50) äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Íî ôóíêöèè (8)
íå ïðèâîäÿò ê ðåøåíèÿì |ψn (x)|2. Ïðîáëåìà â òîì,
÷òî íå ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìîýëÿ/Âëàñîâà áó-
äåò äàâàòü êâàíòîâûå ðåøåíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè óðàâ-
íåíèÿ Øð¼äèíãåðà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ Âëàñîâà (11)
èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ñâÿçè ôàçû âîëíîâîé ôóíêöèè
φ1 è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà Φ1 â ðàçëîæåíèè âåêòîð-
íîãî ïîëÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé 〈v〉 [22]. Àíàëîãè÷íîå
óñëîâèå ñâÿçè (15) ìåæäó ôàçîé φ2 è ïîëåì 〈v̇〉 èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ (26) èç âòîðî-
ãî óðàâíåíèÿ Âëàñîâà (10). Ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ
(6) òàêèõ óñëîâèé íå íàêëàäûâàëîñü. Ôàçû ôóíêöèé
(8) îòëè÷àþòñÿ îò ôàçû (47), ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíå-
íèÿ (6) è (47) èìåþò ðàçíûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðè
ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (35).
Óðàâíåíèå (56) ñòðîèëîñü ïî óðàâíåíèþ Ìîýëÿ

è â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ (26) íà âåêòîðíîå ïî-
ëå 〈v̇〉 íàêëàäûâàëîñü óñëîâèå â âèäå àïïðîêñèìàöèè
Âëàñîâà�Ìîýëÿ (49). Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (56)
ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì è ëèøü äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà èìååò ëèíåéíûé âèä è ïåðâûé ïîðÿäîê (58).
Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (58), ñî-
îòâåòñòâóþùåå îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà, ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Âèã-
íåðà W0 (x, p). Ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì (6) óðàâíå-
íèå (56) èìååò ìíîæåñòâî ðåøåíèé (61), äëÿ êîòîðûõ
ôóíêöèè f1,n (x) íå èìåþò íóëåé (ñì. ðèñ. 1).
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