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В работе представлено общее гармоническое решение уравнений электродинамики Максвелла
с дилатоном в стационарном случае. Один из представленных классов решений описывает поле
диона, обладающего нетривиальным дилатонным зарядом. Показано, что для гармонического реше-
ния кулоновского типа магнитное поле является чисто кулоновским, в то время как электрическое
и дилатонное поля могут быть сложным образом распределены в пространстве.
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ВВЕДЕНИЕ: ЭЛЕКТРОДИНАМИКА МАКСВЕЛЛА С
ДИЛАТОНОМ

Дилатонное обобщение классической электродина-
мики Максвелла (дилатон-максвелловская электроди-
намика, ДМЭ) появляется во многих вариантах Тео-
рии Великого Объединения, — таких, как многомер-
ная теория Калуцы-Клейна, супергравитация и теория
суперструн [1]–[3]. Это нелинейная теория, в которой,
кроме классических электрического и магнитного по-
лей, предсказывается существование еще одного, ново-
го скалярного поля — дилатона, взаимодействие кото-
рого с полями классической электродинамики в ваку-
уме описывается лагранжианом следующего вида:

L = −1

4
e−2αφFµνF

µν + 2∂µφ∂µφ, (1)

где Fµν = ∂µAν − ∂νAµ — тензор электромагнитно-
го поля, Aµ — 4-потенциал электромагнитного поля
(µ, ν = 0, 1, 2, 3), φ — дилатон, а α — константа связи
дилатонного и электромагнитного полей. Легко заме-
тить, что при значении α = 0 дилатон и электромаг-
нитный сектор ДМЭ существуют независимо, не взаи-
модействуя друг с другом.

Различные варианты Теории Великого Объедине-
ния предсказывают разные значения константы α.
Тот факт, что следствия классической электродинами-
ки хорошо подтверждаются многочисленными экспе-
риментами требует, согласно принципу соответствия,
чтобы значения константы α были достаточно малы.
В данной работе мы никак не фиксируем константу
связи, считая её произвольным (но отличным от нуля)
параметром.

В силу существенной нелинейности, поиск точных
решений уравнений данной теории представляет собой
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крайне нетривиальную задачу. В работах [4]–[6] раз-
вит подход, позволяющий получать точные решения
ДМЭ при помощи методов теории симметрий — в пол-
ной аналогии с тем, как это делается при построении
стационарных решений Общей Теории Относительно-
сти в вакууме. Ограничением этого подхода является
то, что он позволяет получать решения, содержащие,
кроме дилатона, либо только электростатическое по-
ле, либо только магнитостатическое. В данной работе,
в том числе, получен класс решений, включающих сра-
зу все три типа полей.

1. КОМПАКТИФИКАЦИЯ ЗАДАЧИ
И ЭФФЕКТИВНЫЙ ТРЕХМЕРНЫЙ ЛАГРАНЖИАН

Уравнения Эйлера-Лагранжа для лагранжиана (1)
имеют следующий вид:

∂µ
(

e−2αφFµν
)

= 0, (2)

∂µ∂
µφ− α

8
e−2αφFµνF

µν = 0. (3)

Рассматривая стационарный случай ∂0φ = ∂0A
µ = 0,

и вводя на пространстве решений новый потенциал u
согласно соотношению

∇u = −e−2αφ∇× ~A, (4)

переписываем уравнения (2)–(3) следующим образом:

∇
(

e−2αφ∇v
)

= 0, (5)

∇
(

e2αφ∇u
)

= 0, (6)

∇2φ− α

4

[

e−2αφ (∇v)
2 − e2αφ (∇u)

2
]

= 0, (7)

где v = A0 — стандартный электростатический по-
тенциал. Прямой проверкой можно убедиться в том,
что приведенные уравнения являются уравнениями
Эйлера-Лагранжа для лагранжиана

L3 = −2(∇φ)2 +
1

2
e−2αφ(∇v)2 +

1

2
e2αφ(∇u)2. (8)
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2. ОБЩЕЕ ГАРМОНИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

Считая, что все поля зависят от одной гармониче-
ской функции λ = λ(xk) (где k = 1, 2, 3), то есть
рассматривая специальный случай с φ = φ(λ), u =
u(λ), v = v(λ) и

∆λ = 0, (9)

приводим систему уравнений (5) - (7) к виду

(

e−2αφv′
)′

= 0, (10)
(

e2αφu′)′ = 0, (11)

φ′′ − α

4

[

e−2αφ (v′)
2 − e2αφ (u′)

2
]

= 0, (12)

где штрих означает производную по λ. Для этой систе-
мы можно выписать три интеграла движения

e−2αφv′ = C1, (13)

e2αφu′ = C2, (14)

(φ′)2 − C2
1

4
e2αφ − C2

2

4
e−2αφ = C3, (15)

где C1, C2 и C3 — произвольные вещественные кон-
станты. Рассматривая второй из этих интегралов
и сравнивая его с выражением (4), делаем вывод, что
магнитное поле имеет следующий вид:

~B = ∇× ~A = −C2∇λ. (16)

Общее решение уравнения (15) даётся интегралом

λ =

∫

dφ
√

C2

1

4
e2αφ +

C2

2

4
e−2αφ + C3

, (17)

который выражается через эллиптические интегралы
первого и второго рода, а интегрирование в элемен-
тарных функциях оказывается возможным только при
особом выборе параметров.

3. КЛАСС ДИОННЫХ РЕШЕНИЙ

В случае C3 = C1C2

2
интеграл (17) принимает следу-

ющий вид:

λ = 2

∫

dφ

C1eαφ + C2e−αφ
. (18)

При C1C2 > 0, обозначив C1

C2
= k2, для решения полу-

чаем:

eαφ =
1

k
tg

(

αC2k

2
λ+ arctg k

)

, (19)

v = −C2λ+
2

α

[

1

k
tg

(

αC2k

2
λ+ arctg k

)

− 1

]

. (20)

Здесь мы выбрали константы интегрирования таким
образом, чтобы поля φ и v обращались в ноль при
стремлении к нулю функции λ (например, на про-
странственной бесконечности). Соответствующее вы-
ражение для потенциала u также поддаётся вычисле-
нию, однако, мы его не приводим, так как его физиче-
ский смысл исчерпывается наличием магнитного поля,
согласно выражению (16).

Далее, при C1C2 < 0, обозначив C1

C2

= −k2, получаем
решение в следующем явном виде:

eαφ =
1

k
· (1 + k)eαC2kλ − 1 + k

1− k + (1 + k)eαC2kλ
, (21)

v = −C2λ+
2(1− k)

αk

[

1− 2

(1 + k)eαC2kλ + 1− k

]

.

(22)

Одним из самых интересных с физической точ-
ки зрения объектов теории является центрально–
симметричный источник соответствующих силовых по-
лей. Как известно, общее центрально-симметричное
решение уравнения Лапласа с нулевой асимптотикой
на бесконечности описывает кулоновский потенциал
λ = q

r
(где q = const). Подставляя указанное выраже-

ние в полученные решения и раскладывая все потенци-
алы в ряд по степеням 1

r
до первого порядка, получаем

заряды для каждого из полей, а именно: электрический
qe = C1q, магнитный (согласно формуле (16)) qm = C2q
и дилатонный заряд qφ = C1+C2

2
q = qe+qm

2
.

Имея эти выражения, можно переписать решения
(19)–(22) при выбранном виде функции λ в терминах
физических констант. Так как формулы (19)–(22) чёт-
ны по отношению к параметру k, выбор положитель-
ного знака при вычислении квадратного корня в при-
веденных ниже выражениях не ограничивает множе-
ства решений. Формулы, соответствующие выражени-
ям (19)–(20), при условии qeqm > 0, будут выглядеть
следующим образом:

eαφ =

√

qm

qe
tg

[
√

qe

qm
· αqm

2r
+ arctg

(
√

qe

qm

)]

, (23)

v = −qm

r
+

2

α

{
√

qm

qe
tg

[
√

qe

qm
· αqm

2r
+ arctg

(
√

qe

qm

)]

− 1

}

. (24)
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При условии qeqm < 0 получим формулы, соответствующие выражениям (21)–(22):

eαφ =

√

−qm

qe
·

(

1 +
√

− qe
qm

)

e
√

− qe
qm

·αqm
r − 1 +

√

− qe
qm

(

1 +
√

− qe
qm

)

e
√

− qe
qm

·αqm
r + 1−

√

− qe
qm

, (25)

v = −qm

r
+

2

α

(
√

−qm

qe
− 1

)

·






1− 2

(

1 +
√

− qe
qm

)

e
√

− qe
qm

·αqm
r + 1−

√

− qe
qm






. (26)

Также интересно отметить, что в варианте (24) при
условии qm > 0 потенциал v может иметь бесконеч-
ное множество разрывов второго рода в конечной об-
ласти в окрестности начала координат, радиус которой
(расстояние до внешней сингулярности от центра рас-

пределения) равен r0 =

√
qe
qm

·αqm
π−2 arctg

√
qe
qm

. В то же время

потенциал (26) при указанных ограничениях на заряды
имеет особенность только в начале координат.

4. ЭЛЕКТРО- И МАГНИТОСТАТИЧЕСКИЕ
РЕШЕНИЯ

Еще один способ выбора параметров, при котором
оказывается возможным явное вычисление интегра-
ла (17), заключается в придании одному из интегра-
лов движения C1 или C2 нулевого значения. Фак-
тически при этом мы ограничиваемся рассмотрением
по-отдельности электростатического и магнитостатиче-
ского секторов теории, — аналогично тому, как это
было сделано в работе [4]. Надо только иметь в виду,
что лагранижан, изученный в той работе, отличался от

лагранжиана (1) нетрадиционным выбором знака пе-
ред кинетическим членом дилатонного поля, поэтому
решения, полученные там, отличаются от представлен-
ных далее.

Как видно из уравнений (13) и (14), электростатиче-
ский сектор теории реализуется при C2 = 0, в то время
как магнитостатический — при C1 = 0. В каждом из
этих случаев интеграл (17) приобретет вид

λ =

∫

dφ
√

C2

1,2

4
e±2αφ + C3

. (27)

Здесь и далее верхний знак в показателе экспоненты
и константа C1 перед ней соответствуют электроста-
тике, а альтернативный выбор параметров — магнито-
статике. В зависимости от знака C3 будем иметь раз-
личный вид решения. Обозначая (в случае C3 > 0)
4C3

C2

1,2

= k2, и выбирая константы интегрирования та-

ким образом, чтобы удовлетворить условию исчезания
полей при стремлении к нулю потенциала λ, в итоге
получаем:

e∓αφ =
(k +

√
k2 + 1)2e∓αkC1,2λ − 1

2k(k +
√
k2 + 1)e∓

αkC1,2

2
λ

, (28)

[

v
u

]

= ∓4k

α

[

1

(k +
√
k2 + 1)2 − 1

− 1

(k +
√
k2 + 1)2e∓αkC1,2λ − 1

]

. (29)

Далее, полагая (в случае C3 < 0) 4C3

C2

1

= −k2, получаем

для решения с правильной асимптотикой следующие
выражения для полей:

e∓αφ =
1

k
sin

(

∓αkC1,2

2
λ+ arcsink

)

, (30)

[

v
u

]

= ±2k

α
ctg

(

∓αkC1,2

2
λ+ arcsink

)

∓ 2

α

√

1− k2.

(31)

Наконец, в предельном случае C3 = 0 получаем выра-

жения

e∓αφ = 1∓ C1,2α

2
λ, (32)

[

v
u

]

=
C1,2λ

1∓ C1,2α

2
λ
. (33)

Решения (28)–(33) являются обобщением найденных
в работе [7] сферически-симметричных монопольных
решений. Аналогично решениям, найденным в работе
[5], представленные здесь электрический и магнитный
потенциалы при подстановке λ = q

r
имеют на простран-
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ственной бесконечности кулоновский вид с зарядами,
равными, соответственно, qe = C1q и qm = C2q. Дила-

тонный заряд для решения (28) равен qφ = q
C1,2

√
1+k2

2
,

для решения (30) qφ = q
C1,2

√
1−k2

2
, а в предельном слу-

чае (32) qφ = q
C1,2

2
.

Также формулы (28)–(33) при указанном выборе
функции λ могут быть записаны в терминах зарядов.

Как и в предыдущем разделе, чётность формул (28)–
(31) относительно параметра k позволяет без поте-
ри общности решения выбрать всюду положительный
знак при вычислении квадратного корня. При условиях
qφqe,m > 0, 2qφ

qe,m
> 1 получаем формулы, соответствую-

щие решениям (28)–(29), следующего вида:

e∓αφ =

(
√

4q2
φ

q2e,m
− 1 +

2qφ
qe,m

)2

e
∓

√

4q2
φ

q2e,m
−1·αqe,m

r − 1

2

√

4q2
φ

q2e,m
− 1

(
√

4q2
φ

q2e,m
− 1 +

2qφ
qe,m

)

e
∓

√

4q2
φ

q2e,m
−1·αqe,m

2r

, (34)

[

v
u

]

= ∓ 4

α

√

4q2φ
q2e,m

− 1















1
(
√

4q2
φ

q2e,m
− 1 +

2qφ
qe,m

)2

− 1

− 1

(
√

4q2
φ

q2e,m
− 1 +

2qφ
qe,m

)2

e
∓

√

4q2
φ

q2e,m
−1·αqe,m

r − 1















. (35)

При условиях qφqe,m > 0, 2qφ
qe,m

< 1 получаем формулы, соответствующие решениям (30)–(31), следующего вида:

e∓αφ =
1

√

1− 4q2
φ

q2e,m

· sin
(

∓

√

1−
4q2φ
q2e,m

· αqe,m
2r

+ arcsin

√

1−
4q2φ
q2e,m

)

, (36)

[

v
u

]

= ± 2

α

√

1−
4q2φ
q2e,m

· ctg
(

∓

√

1−
4q2φ
q2e,m

· αqe,m
2r

+ arcsin

√

1−
4q2φ
q2e,m

)

∓ 4qφ
αqe,m

. (37)

Наконец, в предельном случае при qφ =
qe,m
2

получаем
выражения, соответствующие решениям (32) - (33):

e∓αφ = 1∓ qφα

r
, (38)

[

v
u

]

=
2qe,m

2r ∓ qe,mα
. (39)

Можно отметить, что электростатические потенциа-
лы, описываемые формулами (35) и (39), при условии
αqe < 0 имеют конечную величину во всем простран-
стве.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе найдено решение уравнений ДМЭ, включа-
ющее нетривиальные электрическое и магнитное поля.
Магнитное поле в случае сферической симметрии все-

гда имеет кулоновский вид, а электрическое и дилатон-
ное поля распределены в пространстве более сложным
образом и при определенном выборе параметров мо-
гут иметь конечную величину во всем пространстве.
Остаются открытыми вопросы нахождения дифферен-
циального сечения рассеяния пробных частиц на най-
денных потенциалах и уровней энергии пробной части-
цы в найденных полях, подобно тому, как это делается
в работах [8, 9] для кулоновского диона. Поиск от-
ветов на эти вопросы может вестись с двух позиций:
либо в предположении, что пробная частица взаимо-
действует только с электрическим и магнитным поля-
ми, «не замечая» присутствия дилатонного поля, либо
рассматривая тот или иной вид обобщенной силы Ло-
ренца, явно учитывающий влияние дилатонного поля
на движение пробной частицы (как, например, в со-
гласованной с принципом наименьшего действия обоб-
щённой динамике, развитой в работе [10]).
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General harmonic solution of the equations of dilaton-Maxwell electrodynamics
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The paper presents a general harmonic solution of Maxwell’s electrodynamics equations with a dilaton in the stationary case. One
of the presented classes of solutions describes the field of a dione with a nontrivial dilaton charge. It is shown that for a harmonic
solution of the Coulomb type, the magnetic field is purely Coulomb, whereas the electric and dilaton fields can be distributed in
space in a complex way.
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