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Изучено движение электрона в графене в магнитном поле в присутствии внешней электро-
магнитной волны циркулярной поляризации. Электрон в графене имеет линейный по импульсу
энергетический спектр, что соответствует закону дисперсии для безмассовой квазичастицы. Реше-
ние,соответствующее циклотронному резонансу, когда частота излучения совпадает с «циклотрон-
ной частотой» квазичастицы в отсутствие электромагнитной волны, получено в пределе слабого
поля. Поскольку частота вращения в магнитном поле безмассовой квазичастицы зависит от её
энергии, линия циклотронного резонанса оказывается очень широкой. Для специального случая,
когда частота излучения вдвое превышает «циклотронную» частоту, получено точное решение
уравнения движения квазичастицы в магнитном поле и поле волны. Таким образом, в этом случае,
с точки зрения описания движения электрона, получаем своеобразное деление частоты волны на
два в магнитном поле.
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ВВЕДЕНИЕ

В 2010 г. Гейм и Новоселов были удостоены Но-
белевской Премии за «передовые опыты, связанные
с двумерным материалом — графеном» [1–5]. Графен,
обладающий уникальными свойствами, интересен как
с прикладной точки зрения, так и для фундаменталь-
ной науки. Из-за своих необычных свойств электро-
ника на основе графена представляет собой перспек-
тивное направление исследований. Возможность опи-
сания графена с помощью теоретико-полевых методов
делает его объектом изучения физиков-теоретиков. В
качестве примера можно привести описание методами
эффективной квантовой теории поля влияния дефек-
тов на электронные свойства графена [6, 7], а также
описание фазовых переходов во внешних полях [8].

В нелигированном графене при температуре T = 0
нижняя (дырочная) зона полностью занята, в то время
как верхняя (электронная) — свободна. Уровень Фер-
ми проходит через точки Дирака. Вблизи этих точек
состояние электронов и дырок описывается эффектив-
ным уравнением Дирака с нулевой эффективной мас-
сой квазичастиц. Энергетический спектр электронов
в графене линейный, соответствующий закону диспер-
сии энергии для безмассовых частиц.

E±(P) = ±vfP = ±vf |P|. (1)

Здесь P = (Px, Py) — импульс электрона, рас-
считанный в соответствующих точках Дирака,
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и vf ≈ 108 см/с — материальный параметр,
т. е. скорость Ферми.

Свободная заряженная массивная частица (т.е. элек-
трон) с зарядом e = −e0 < 0, массой m, помещен-
ная в магнитное поле B, движется по круговой орбите
в плоскости, перпендикулярной направлению поля B,
с циклотронной частотой (для нерелятивистских ско-
ростей, v ≪ c, c = 3× 1010 см/c)

ωc = e0B/mc. (2)

Частица поглощает энергию излучения, если частота
внешней электромагнитной волны ω близка к цикло-
тронной частоте, ω ≃ ωc. Это явление называется цик-
лотронным резонансом (ЦР), оно широко использует-
ся в физике твердого тела для описания материаль-
ных свойств, таких как: эффективная масса носите-
лей заряда, сечение поверхности Ферми в металлах
и полупроводниках. Явление циклотронного резонан-
са изучено в магнитных полях порядка 0.1T = 103G.
По полуширине линии ЦР можно определить харак-
терные времена рассеяния, и, тем самым, установить
подвижность носителей. По площади линии можно
установить концентрацию носителей заряда в образ-
це. Циклотронный резонанс — поглощение или от-
ражение электромагнитных волн проводниками, поме-
щёнными в постоянное магнитное поле, на частотах
равных или кратных циклотронной частоте носителей
заряда. На примере циклотронного резонанса можно
наблюдать различие во взаимодействии с излучением
между безмассовыми и массивными частицами. В ши-
роко используемых полупроводниках, таких как GaAs
(Арсенид галлия), ширина ЦР мала и сопоставима
с циклотронной частотой [10].

Магнитооптическая проводимость графена и его
циклотронный отклик были изучены в теории линейно-
го отклика в ряде публикаций. Также были проведены
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интенсивные экспериментальные исследования цикло-
тронного резонанса в графене (так же как других элек-
тродинамических явлений), так как с развитием техно-
логий становятся доступными образцы графена доста-
точно большого размера. Опубликованы первые экспе-
риментальные результаты по изучению циклотронного
резонанса в однослойном графене. Было обнаружено,
что линия циклотронного резонанса чрезвычайно ши-
рокая. Следует заметить, что циклотронный резонанс
безмассовых квазичастиц (1) имеет очень небычные
физические свойства, а линия циклотронного резо-
нанса может быть очень широкой для совершенно
чистого графена.

В ряде работ (см., например, [11–13]), исследовался
нелинейный эффект резонансного взаимодействия без-
массовых квазичастиц в графене, помещенном в маг-
нитное поле, с электромагнитной волной. В частности,
в работе [11] изучался циклотронный резонанс в гра-
фене на основе классических уравнений движения за-
ряженной безмассовой квазичастицы в магнитном поле
и слабой электромагнитной волне.

В настоящей работе проводится детальное иссле-
дование взаимодействия безмассовой квазичастицы
(электрона) в графене с электромагнитной волной
в магнитном поле на основе классической электродина-
мики. Заметим, что классическое приближение может
применяться к описанию движения электронов, зани-
мающих высоковозбужденные уровни Ландау n ≫ 1,
в слабом магнитном поле, когда можно пренебречь
квантованием энергии и импульса. Изучается как слу-
чай «резонанса», когда частота волны совпадает с ча-
стотой вращения частицы в магнитном поле в отсут-
ствие волны, при этом рассматривается приближение
слабой волны, так и случай «квазирезонанса», когда
частота вращения электрона в два раза меньше часто-
ты волны. В последнем случае удаётся получить точ-
ное решение уравнений движения электрона без пред-
положения о слабости волны. Заметим, что подобный
эффект деления частоты на два демонстрировался ра-
нее в ряде работ, посвященных, например, возбужде-
нию хаотических спиновых волн в «кольцевых» систе-
мах в магнитном поле [14, 15].

1. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Опишем классическое движение квазичастицы в од-
нородном магнитном поле B||Oz (B = const) и в при-
сутствии внешней электромагнитной волны

E(t) = −1

c
∂tA−∇A0.

Для частицы ненулевой массы m 6= 0 из функции
Лагранжа

L = −mc2
√

1− v2/c2 + e/c(vA)− eA0

получаем уравнение движения:

d

dt

mv
√

1− v2/c2
=

e

c
v ×B+ eE. (3)

Здесь и ниже для удобства записи сложных формул
мы будем применять следующие обозначения: для ска-
лярного произведения (vp) = (v · p) = (v,p), а также
для векторного произведения [vB] = v ×B.

Для частицы нулевой массы m = 0 с энергией (1)
имеем неопределенность в уравнении (3), когда m → 0
и v → c. Обратимся к гамильтонову методу. С помо-
щью функции Гамильтона для заряда в электромагнит-
ном поле

H = vf
√

(p− e/cA)2 + eA0, p− e/cA = P,

где p – канонический импульс, получим уравнения Га-
мильтона

∂H

∂p
= vf

p− e/cA
√

(p− e/cA)2
= v,

∂H

∂r
= −dp

dt
= −dP

dt
− e/c

dA

dt
,

где

∂H

∂r
=

∂(v,p− e/cA)

∂r
+ e

∂A0

∂r
и

dA

dt
=

∂A

∂t
+ (v

∂A

∂r
).

Здесь

∂(v,p− e/cA)

∂r
= −e/c

∂(v,A)

∂r

= −(e/c)(v
∂A

∂r
)− (e/c)v× (

∂

∂r
×A), (4)

так что в итоге получаем уравнение

dP

dt
= −e/c

dA

dt
+ e/c(v

∂A

∂r
)− e

∂A0

∂r
+

+ (e/c)v × (
∂

∂r
×A) =

= (e/c)v× (
∂

∂r
×A)− (e/c)

∂A

∂t
− e

∂A0

∂r
. (5)

То есть

dP

dt
= eE+ (e/c)v ×B. (6)

Если внешнее электрическое поле равно нулю,
E(t) = 0, энергия E = vfP является интегралом дви-
жения, частица вращается в магнитном поле так же,
как и в случае массивной частицы, с частотой, зави-
сящей от энергии частицы Ω = e0Bvf/Pc = e0Bv2f/cE
(здесь e0 > 0 — абсолютное значение заряда электро-
на e = −e0). Однако, если электрическое поле отлично
от нуля, E(t) 6= 0, энергия электрона E = vfP уже не
сохраняется и резонансные условия нарушаются.
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2. РЕЗОНАНС В ВОЛНЕ ЦИРКУЛЯРНОЙ
ПОЛЯРИЗАЦИИ

Предположим, что внешнее электрическое поле

E(t) = E0(cosωt, sinωt, 0) (7)

отлично от нуля E0 6= 0. Тогда получаем уравнение
движения

dP

dt
= −e0

c
v ×B− e0E(t), v = vf

P

P
. (8)

Следует отметить, что электромагнитная волна рас-
пространяется вдоль оси z, следовательно векторы на-
пряженностей электрического поля и магнитного поля
волны лежат в плоскости XY , где, как мы предполага-
ем, движется электрон. Поскольку скорость vf состав-
ляет 1/300 от скорости света c, мы можем пренебречь
влиянием магнитного поля волны B(t) на движение
электрона.

Сначала рассмотрим случай без электрического по-
ля. Тогда

P
dP

dt
= −e0

c
(P,v ×B) = 0, (9)

и P2 = const, E±(P) = ±E , E = vf |P| = vfP = const.
Имеем P = (Px, Py, 0) = P (cosϕ, sinϕ, 0), тогда

согласно уравнению (8) получим

Pϕ̇(− sinϕ, cosϕ, 0) =

= −e0B

c
vf (cosϕ, sinϕ, 0)× (0, 0, 1) =

=
e0Bvf

c
(− sinϕ, cosϕ, 0), (10)

так что ϕ̇ =
e0Bvf
cP

= Ω и

P = (Px, Py, 0) = P (cos(Ωt+ φ0), sin(Ωt+ φ0), 0).
(11)

Частота вращения безмассовой частицы, как было
установлено в предыдущем разделе, зависит от ее
энергии Ω = e0Bvf/Pc = e0Bv2f/Ec.

Теперь включим электрическое поле, которое имеет
циркулярную поляризацию в направлении, совпадаю-
щем с направлением вращения безмассовой частицы.
Тогда вместо (9) в соответствии с (8) имеем

P
dP

dt
= −e0(P,E0) = −e0PE0 cos(ϕ− ωt). (12)

Далее имеем

E0
dP

dt
= −e0

c
(E0,v ×B)− e0E

2
0 =

= −e0
c
(B,E0 × v)− e0E

2
0 =

= −e0
c
BE0vf sin(ϕ− ωt)− e0E

2
0 . (13)

Уравнение (12) можем переписать в виде

dP

dt
= −e0E0 cos(ϕ− ωt), (14)

в то время как уравнение (13) перепишется следую-
щим образом

dP

dt
cos(ϕ− ωt)− P

dϕ

dt
sin(ϕ− ωt) =

= −e0
c
Bvf sin(ϕ− ωt)− e0E0. (15)

Следует отметить, что уравнения (14) и (15) с точ-
ностью до изменения обозначений совпадают с форму-
лами (4) и (5) в работе [11]. Действительно, из урав-
нения (14) имеем после тривиальных преобразований
для уравнения (15)

P
dϕ

dt
=

e0
c
Bvf + e0E0 sin(ϕ− ωt). (16)

В соответствии с начально заявленной проблемой,
рассмотрим случай «резонанса» ω = Ω, т.е. совпаде-
ние частоты обращения частицы в магнитном поле Ω,
без включения электромагнитной волны E0 = 0, с ча-
стотой волны ω. Тогда с учетом влияния переменного
электрического поля волны E0 6= 0 введем отклонения
P̂ ε и φ

P = P̂ (1 + ε), ϕ = ϕ̂+ φ, ϕ̂ = Ωt+ ϕ0 (17)

от значений импульса P и фазы ϕ при E0 = 0

P = const = P̂ , ϕ = ϕ̂,

dϕ̂

dt
= const =

e0Bvf

cP̂
= Ω = ω.

(18)

Начнем с уравнения (14)

P̂ ε̇ = −e0E0 cos(φ+ ϕ0), (19)

а из уравнения (16) получим, что

dφ

dt
(1 + ε) + εω =

e0E0 sin(φ+ ϕ0)

P̂
. (20)

Введем безразмерный параметр

ξ =
e0E0

ωP̂
, (21)

тогда уравнения (20) и (19) примут окончательный вид

dφ

dt
(1 + ε) + εω = ωξ sin(φ + ϕ0), (22)

ε̇ = −ωξ cos(φ+ ϕ0). (23)
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A. ПРЕДЕЛ СЛАБОГО ПОЛЯ

Изучим случай слабого поля

ξ =
e0E0

ωP̂
≪ 1 (24)

при ε ∼
√
ξ ≪ 1, dφ

d(ωt) ∼ ε ∼
√
ξ ≪ 1. Тогда уравнения

(22) и (23) можно линеаризовать

dφ

dt
= −εω + ωξ sin(φ+ ϕ0), (25)

ε̇ = −ωξ cos(φ+ ϕ0). (26)

Пусть ϕ0 = π/2, тогда имеем

dφ

dt
= −ωε+ ωξ cosφ, (27)

ε̇ = ωξ sinφ (28)

или

dφ

dτ
= − ε√

ξ
+
√

ξ cosφ,
dε

dτ
=

√

ξ sinφ, (29)

где τ =
√
ξωt. Поскольку ε ∼

√
ξ ≪ 1, ε√

ξ
∼ 1 имеем

dφ

dτ
= − ε√

ξ
,
dε

dτ
=

√

ξ sinφ, (30)

тогда отсюда следует уравнение

d2φ

dτ2
= − sinφ, (31)

которое представляет собой уравнение нелинейных ко-
лебаний. Для малых отклонений фазы от ϕ̂, т.е. при
φ ≪ 1, последнее уравнение может быть линеаризова-
но,

d2φ

dt2
+ ξω2φ = 0,

Тогда решение для ε может быть найдено из второго
уравнения в (30). Заметим, что вышеприведенный ре-
зультат хорошо согласуется с решением, полученным
в [11] (уравнение (8)).

3. СПЕЦИАЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ

Изучим частное решение уравнений (22), при этом
не будем предполагать, что поле волны слабое. Из
уравнения (22) вместе с уравнением (23) найдем

dε

dφ
= − dt

dφ
ωξ cos(φ+ ϕ0), (32)

dt

dφ
=

1 + ε

ωξ sin(φ + ϕ0)− εω
, (33)

так что

dε

dφ
= − (1 + ε)ξ cos(φ + ϕ0)

ξ sin(φ+ ϕ0)− ε
. (34)

Пусть ξ sin(φ + ϕ0) = y, тогда

dε

dy
=

1 + ε

ε− y

или

d(ε− y)

dy
+ 1 =

1 + ε− y + y

ε− y
,

обозначим ε− y = x,

dx

dy
=

1 + y

x
,

и тогда интегрируем

(ε− ξ sin(φ+ ϕ0))
2 =

= (ξ sin(φ + ϕ0))
2 + 2ξ sin(φ+ ϕ0) + 2C, (35)

где C = const – константа интегрирования.
Таким образом, имеем решение

ε = ξ sin(φ+ ϕ0)±
±

√

(ξ sin(φ+ ϕ0))2 + 2ξ sin(φ+ ϕ0) + 2C. (36)

Выберем C = 1/2, тогда

ε = ξ sin(φ+ ϕ0)± (ξ sin(φ+ ϕ0) + 1) =
{

2ξ sin(φ+ ϕ0) + 1,

−1
. (37)

Если положить ε = −1, тогда, согласно уравнениям
(37), (17), имеем в уравнении (33) dt/dφ = 0, P = 0.
При другом выборе имеем, согласно (33)

dt

dφ
=

2(ξ sin(φ+ ϕ0) + 1)

ω(ξ sin(φ+ ϕ0)− 2ξ sin(φ+ ϕ0)− 1)
= − 2

ω
,

(38)

так что φ̇ = −ω/2. Окончательно имеем решения

φ = −ω

2
t, (39)

ε = 2ξ sin(ϕ0 −
ωt

2
) + 1, (40)

и в уравнениях (17)

P = P̂ (1 + ε) = 2P̂ (1 + ξ sin(ϕ0 −
ωt

2
)),

ϕ = ωt+ ϕ0 −
ω

2
t =

ωt

2
+ ϕ0, ω = Ω. (41)
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Эти решения легко проверить, подставив их непосред-
ственно в уравнения (22) и (23).

Для упрощения вычислений изменим обозначения

2P̂ = P0, ω/2 = ω̃, 2P̂ ξ = 2P̂
e0E0

ωP̂
= 2

e0E0

ω
=

e0E0

ω̃
,

тогда

P = P̂ (1 + ε) = P0 −
e0E0

ω̃
sin(ω̃t− ϕ0), (42)

ϕ = ω̃t+ ϕ0, ω = Ω = 2ω̃. (43)

Для компонент P имеем

Px = P cosϕ =

= P0 cos(ω̃t+ ϕ0)−
e0E0

ω̃
sin(ω̃t− ϕ0) cos(ω̃t+ ϕ0) =

= P0 cos(ω̃t+ ϕ0)−
e0E0

2ω̃
(sin 2ω̃t− sin 2ϕ0),

Py = P sinϕ =

= P0 sin(ω̃t+ ϕ0)−
e0E0

ω̃
sin(ω̃t− ϕ0) sin(ω̃t+ ϕ0) =

= P0 sin(ω̃t+ ϕ0) +
e0E0

2ω̃
(cos 2ω̃t− cos 2ϕ0).

(44)
Мы можем окончательно переписать результаты

в следующем виде:

Px = P0 cos(
ωt

2
+ ϕ0)−

e0E0

ω
(sinωt− sin 2ϕ0),

Py = P0 sin(
ωt

2
+ ϕ0) +

e0E0

ω
(cosωt− cos 2ϕ0), (45)

где ω = 2ω̃.
Для сравнение нашего решения (45) с результатами

статьи [11] мы можем преобразовать выражения (45)
в форму, подобную записи решения (3) статьи [11].
Для этого в выражении (45) используем очевидные
тождества

cosωt− cos 2ϕ0 = −2 sin(
ωt

2
+ ϕ0) sin(

ωt

2
− ϕ0), (46)

sinωt− sin 2ϕ0 = 2 cos(
ωt

2
+ ϕ0) sin(

ωt

2
− ϕ0), (47)

так что

Px = P0

[

1− 2e0E0

P0ω
sin(

ωt

2
− ϕ0)

]

cos(
ωt

2
+ ϕ0),

Py = P0

[

1− 2e0E0

P0ω
sin(

ωt

2
− ϕ0)

]

sin(
ωt

2
+ ϕ0). (48)

Полученное здесь решение принципиально отличается
от результата [11] тем, что оно является точным как
по магнитному полю, так и по полю волны и соответ-
ствует делению частоты волны на два.

Для сравнения с формулами (3) статьи [11] преоб-
разуем равенства (48), введя импульс P (t) и фазу Φ(t)

P (t) = P0

[

1− 2e0E0

P0ω
sin(

ωt

2
− ϕ0)

]

,

Φ(t) = −ωt/2 + ϕ0 − π/2. (49)

Тогда равенства (48) принимают вид формул (3) ста-
тьи [11]

Px = −P (t) sin(ωt+Φ(t)),

Py = P (t) cos(ωt+Φ(t)).
(50)

Заметим, однако, что наше точное решение (45), (50)
отличается от приближенных решений статьи [11] (по-
лученных, кстати, численным путем и проиллюстриро-
ванных графически) тем, что у нас частота обращения
частицы в магнитном поле ωB, без включения электро-
магнитной волны E0 = 0, отличается от частоты волны
ω в два раза:

ωB = e0Bvf/P0c = ω/2. (51)

Таким образом, найденное в данном разделе точное ре-
шение при условии «квазирезонанса» (51), т.е. деления
частоты, отличается от «резонансного» условия преды-
дущей главы

Ω = e0Bvf/Pc = ω, (52)

при котором аналитически удаётся рассмотреть только
случай слабого поля.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Движение безмассовой квазичастицы в графене су-
щественно отличается от движения массивной части-
цы во внешнем поле. Частота вращения квазичастицы
(электрона) в магнитном поле («циклотронная часто-
та») зависит от её энергии. При решении уравнения
движения электрона в условиях резонанса, т.е. сов-
падения частоты волны с «циклотронная частотой»,
в случае слабой волны показано, что уравнение для
отклонения фазы от ее постоянного значения сводится
к уравнению нелинейных колебаний. В специальном
случае, когда частота волны вдвое превышает «цикло-
тронную частоту», удаётся получить точное решение
уравнения движения электрона в волне произвольной
интенсивности. Последний случай можно интерпрети-
ровать с точки зрения решения уравнения движения
электрона как деление частоты волны на два.
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Massless quasi-particle in a constant magnetic field and electromagnetic wave in graphene

I. S.Durandinaa, V.Ch.Zhukovskyb

Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University. Moscow 119991, Russia
E-mail: adurandina.i.s@yandex.ru, bzhukovsk@phys.msu.ru

The motion of an electron in graphene in a magnetic field in the presence of an external electromagnetic wave of circular
polarization is studied. Electron in graphene has linear momentum energy spectrum corresponding to the dispersion law for
massless quasiparticles. The solution corresponding to cyclotron resonance when a frequency of radiation coincides with a «cyclotron
frequency» of quasiparticles in the absence electromagnetic wave is obtained in the limit of a weak field. Since a rotational frequency
of massless quasiparticles in magnetic field depends on its energy a cyclotron resonance line turns out to be very broad. For the
special case, where the frequency of radiation is twice the «cyclotron» frequency, the exact solution of the equation of motion of
quasiparticle in a magnetic field and field of the wave is obtained. Thus in this case in terms of describing the electron motion we
obtain a kind of the wave frequency halving in a magnetic field.
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Keywords: graphene, cyclotron resonance.
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