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Для планарной электрон-позитронной системы типа графена и гетероструктур на его основе
рассмотрен эффект спонтанной генерации самосогласованных аксиального вакуумного тока и маг-
нитного поля дипольного типа при наличии внешнего сверхкритического протяжённого кулонов-
ского источника с зарядом Z. Показано, что основной вклад в эффект дают достигающие нижнего
континуума дискретные уровни. Детально исследована форма индуцированного вакуумного маг-
нитного поля. Показано также, что возникающая таким образом магнитная компонента поляриза-
ции вакуума значительно понижает вакуумную энергию системы, что доказывает возможность ее
спонтанного возникновения при Z > Zcr,1.
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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, двумерные кристаллы, такие как гра-
фен и основанные на нем планарные гетерострукту-
ры, обладают весьма интересным свойством — поведе-
ние носителей заряда в них описывается 2+1–мерным
уравнением Дирака (УД) для безмассовых (или мас-
сивных, если рассматривается графен на подложке)
фермионов, в котором скорость света заменена на
скорость Ферми vF . При этом эффективная постоян-
ная тонкой структуры в графене αg ∼ 1 оказыва-
ется существенно больше, чем в 3+1-мерной КЭД.
Благодаря этому оказывается возможным непосред-
ственное экспериментальное наблюдение многих су-
щественно непертурбативных КЭД-эффектов. Один из
них — глубокая перестройка вакуумного состояния,
обусловленная достижением нижнего континуума дис-
кретными уровнями при наличии достаточно сильного
квазистатического внешнего ЭМ–источника.

Для графена в качестве источника электростатиче-
ского поля кулоновского типа может выступать заря-
женная примесь. При этом сам графен играет роль
вакуума, а носители заряда — электроны и дырки —
являются аналогом виртуальных частиц. Для точеч-
ных и протяжённых кулоновских источников эта за-
дача достаточно хорошо изучена (см., например, [1–6]
и цитируемую там литературу). Отдельно отметим ра-
боту [7], в которой с помощью самосопряжённого рас-
ширения дираковского гамильтониана делается попыт-
ка определить электронные состояния при Zα > 1 для
точечного кулоновского источника. Наконец, в рабо-
тах [8, 9] на основе оригинальной комбинации анали-
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тических методов, компьютерной алгебры и численных
расчётов были детально исследовано поведение ваку-
умной плотности заряда и вакуумной энергии в пла-
нарной графеноподобной системе со сверхкритическим
протяжённым кулоновским источником радиуса R0

с учетом экранировки.

Отдельный интерес представляет вопрос о поляри-
зации вакуума в планарных системах при наличии
внешнего магнитного поля. В работе [10] рассмот-
рены эффекты поляризации вакуума в модели заря-
женных фермионов с аномальным магнитным момен-
том и аксиально-векторным взаимодействием в посто-
янном однородном магнитном поле, найдены поправки
к эффективному лагранжиану и исследовано поведе-
ние индуцированного тока при различных параметрах
модели. В [11] вычислен 2+1-мерный поляризацион-
ный оператор при наличии постоянного однородного
магнитного поля для конечного химического потенци-
ала, а также исследовано его поведение. В [12] была
точно решена задача о движении электрона в окрест-
ности тонкой трубки магнитного потока. При этом ва-
куумная плотность тока была рассчитана путём пря-
мого суммирования по состояниям «морских» электро-
нов. Также в этой работе методом собственного вре-
мени Швингера-Фока было получено выражение для
вакуумной плотности энергии. Для случая безмассо-
вых фермионов поведение индуцированного в вакууме
тонкой трубкой магнитного потока тока исследовано
в [13]. Наконец, в работе [14] рассмотрено влияние
на вакуум бесконечно тонкого соленоида на большом
расстоянии от его оси.

Кроме того, достаточно подробно вопрос о маг-
нитных эффектах поляризации вакуума исследовал-
ся для внешнего вектор-потенциала типа Ааронова-
Бома (АБ). В работе [15] для скрещенных кулоновско-
го и магнитного АБ-потенциалов посредством самосо-
пряжённого расширения дираковского гамильтониана
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подробно исследованы свойства виртуальных связан-
ных состояний, возникающих в сверхкритическом ре-
жиме для безмассовых фермионов, а в [16] рассмот-
рен случай массивных фермионов. Наконец, в рабо-
те [17] при помощи контурного интегрирования по ме-
тоду Вихманна–Кролла (ВК) [18] получены аналити-
ческие выражения для вакуумных плотностей заряда
и тока и исследовано их поведение в пределе малых
и больших расстояний для АБ–потенциала.

Однако вопрос о поляризации вакуума в планарных
КЭД–системах до сих пор не рассматривался для маг-
нитных полей дипольного типа. В то же время, та-
кие магнитные поля представляют особый интерес как
физически наиболее реалистичные. В частности, обу-
словленные ими эффекты в УД исследовались в свя-
зи с гипотезой А. Барута о возрастании роли маг-
нитного взаимодействия на сверхмалых расстояниях
(например, [19] и приведенные там ссылки). Помимо
этого, сверхсильные магнитные поля дипольного типа
с напряженностью, на несколько порядков превышаю-
щую квантово–электродинамическую ∼ 4.13× 1013 Гс,
должны возникать при столкновениях релятивистских
тяжелых ядер, когда на малое время (порядка адрон-
ных масштабов) может возникать кластер с ненулевым
орбитальным моментом относительного движения [20].
Основные трудности при решении таких задач связаны
с отсутствием аналитических решений УД. Это дела-
ет невозможным вычисление вакуумной энергии пу-
тём представления её в виде суммы интеграла от фа-
зы упругого рассеяния и вклада дискретного спектра,
что показало свою эффективность в чисто кулоновских
задачах [8, 9, 21–25]. Однако, недавно разработан-
ный в работах [26, 27] метод вычисления вакуумной
энергии путём представления в виде контурного ин-
теграла от логарифмической производной вронскиана
решает эту проблему.

Как уже было отмечено выше, в работе [9] было
детально исследовано поведение вакуумной энергии
для протяжённого кулоновского источника в планар-
ной КЭД-системе типа графена. В том числе, был уста-
новлен факт быстрого убывания вакуумной энергии
в закритической области ∼ (−Z3/R0), где Z и R0 —
заряд и радиус кулоновского источника соответствен-
но. Столь быстрое убывание вакуумной энергии в об-
ласть отрицательных значений приводит, в частности,
к полной экранировке собственной электростатической
энергии источника при относительно небольших за-
рядах примеси (Z ∼ 6 для αg ≃ 0.8). Такое по-
ведение вакуумной энергии указывает, что с ростом
заряда источника эффекты поляризации вакуума до-
статочно быстро становятся существенно нелинейны-
ми и непертурбативными. Таким образом, можно ожи-
дать и возникновения новых эффектов, в том чис-
ле связанных с магнитной компонентой поляризации
вакуума. В частности, можно предположить, что за
счёт опускающихся в нижний континуум дискретных
уровней будет возникать эффект спонтанной генера-
ции самосогласованных вакуумных аксиального тока

и магнитного поля дипольного типа.
В настоящей работе исследуется вопрос о воз-

можности такого эффекта в планарной электрон–
позитронной системе при наличии внешнего сверхкри-
тического кулоновского источника, создающего потен-
циал в виде проекции на плоскость поля равномерно
заряженной сферы радиуса R0 с экспоненциальным об-
резанием при r > R0 (коэффициент обрезания σ):

A0(r) = Z|e|
(

1

R0
θ(R0 − r) +

e−σ(r−R0)

r
θ(r −R0)

)
.

(1)
Самосогласованный режим ищется методом последова-
тельный приближений. Прежде всего в систему вво-
дится внешний затравочный ток, после чего при по-
мощи метода ВК вычисляется порождаемый им ваку-
умный ток. Затем рассчитываются вектор-потенциалы,
соответствующие затравочному и вакуумному токам,
и проводится их сравнение. Затравочный ток моди-
фицируется последовательными итерациями с целью
максимально сблизить затравочный и индуцированный
вакуумом вектор-потенциалы. Каждый из этапов этой
процедуры более подробно описывается ниже.

Затравочная плотность тока имеет следующий вид

j(r) = e j0 ρ e
−λ

√
ρ δ(z) eϕ . (2)

Здесь и далее ρ = r|z=0 — планарный радиус-вектор,
ρ = |ρ|. Выбор такого профиля тока обусловлен тем,
что главный вклад в поляризацию вакуума возникает
за счет достигающих порога нижнего континуума дис-
кретных уровней, а зависимость ρ e−λ

√
ρ есть харак-

терная черта ВФ дискретных уровней непосредственно
на пороге. Для уровней на пороге λ = 2

√
8Zα, а в об-

щем случае λ является величиной, которая будет под-
бираться из условия минимизации вакуумной энергии.

Амплитуда тока j0 выражается через его дипольный
магнитный момент µ следующим образом

j0 =
µλ8

10080 π
, µ =

1

2 e

∫

V

[r× j (r)]z d
3r . (3)

Поскольку мы рассматриваем плоскость, находящу-
юся в трёхмерном пространстве, соответствующий это-
му току вектор-потенциал вычисляется по известной
формуле 3-мерной электродинамики:

A (r) =

∫

V

d3r′
j (r′)

|r− r′| . (4)

Подставляя (2) в (4), после некоторых вычислений по-
лучим

A(r)|z=0 = eϕA(ρ),

A(ρ) = 4ej0

[∫ ρ

0

dρ′ρ′ e−λ
√
ρ′

(
K

(
ρ′2

ρ2

)
− E

(
ρ′2

ρ2

))
+

+
1

ρ

∫ ∞

ρ

dρ′ρ′2e−λ
√
ρ′

(
K

(
ρ2

ρ′2

)
− E

(
ρ2

ρ′2

))]
,

(5)
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где K(z) и E(z) — полные эллиптические интегралы.
Далее везде используется система единиц h̄ = vF =

m = 1 (vF - скорость Ферми в графене, пояснения по
поводу выбора системы единиц приведены в разделе
4). При этом эффективная электромагнитная констан-
та связи α становится безразмерной, что существенно
упрощает все дальнейшие выкладки.

1. ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ В КВАНТОВОЙ
ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ В РАЗМЕРНОСТИ 2+1

В 2+1-мерной КЭД вакуумные плотности заряда
и тока в первом порядке теории возмущений находятся
через вакуумный поляризационный потенциал

j
(1)
V P,µ(ρ) = − 1

4π
∆2A

(1)
V P,µ (ρ) . (6)

В первом порядке теории возмущений вакуумный по-
ляризационный потенциал выражается через поляри-
зационный оператор ΠR(−q2) и Фурье-образ внешнего

потенциала Ãµ(q):

A
(1)
V P,µ (ρ) =

1

(2π)2

∫
d2q eiqρ ΠR(−q2) Ãµ(q),

Ãµ(q) =

∫
d2ρ′ e−iqρ′

Aext
µ (ρ′),

(7)

где q = |q| и

ΠR(−q2) =
α

q

[
2

q
+

(
1− 4

q2

)
arctan

(q
2

)]
. (8)

При этом поляризационный оператор ΠR(−q2) вводит-
ся соотношением Πµν

R (−q2) =
(
qµqν − gµνq2

)
ΠR(−q2)

и безразмерен. Его вычисление проводилось с исполь-
зованием четырёхмерного представления матриц Ди-
рака (причины выбора именно этого представления об-
суждаются ниже).

Из (7), (8) для индуцированных кулоновского и век-
торного потенциалов получаем соответственно

A
(1)
V P,0(ρ) = α

∫ ∞

0

dq J0(qr)

[
2

q
+

(
1− 4

q2

)
arctan

(q
2

)] ∫ ∞

0

dρ′ ρ′Aext
0 (ρ′)J0(qρ

′), (9)

A
(1)
V P (ρ) = eϕ α

∫ ∞

0

dq J1(qρ)

[
2

q
+

(
1− 4

q2

)
arctan

( q
2

)] ∫ ∞

0

dρ′ρ′Aext
ϕ (ρ′)J1(qρ

′). (10)

Далее через соотношение (6) находим вакуумные плот-
ности заряда и тока. Чтобы выяснить, можно ли вно-
сить оператор Лапласа под знак интеграла по dq в (9)
и (10), рассмотрим асимптотики подынтегральных вы-
ражений при q → ∞. Для (9) главный член асимпто-
тики имеет вид

1 + 4σR0

q3R
3/2
0

√
ρ
cos
(
qρ− π

4

)
sin
(
qR0 +

π

4

)
. (11)

Чтобы оценить асимптотику подынтегрального выра-
жения в (10), аппроксимируем вектор-потенциал сле-
дующей функцией, асимптотики которой при ρ → 0
и ρ→ ∞ совпадают с асимптотиками (5):

Aϕ(ρ) =
C1ρ

1 +B1ρ3
. (12)

Тогда главный член асимптотики подынтегрального
выражения в (10) будет иметь вид

45
√
πC1B1

q13/2
√
2ρ

cos

(
qρ− 3π

4

)
. (13)

В результате действия оператора Лапласа на выра-
жение (11) возникает слагаемое, которое ведёт себя
∼ 1/q при ρ = R0. Поэтому приведённая ниже формула

для ρ(1)V P (ρ) справедлива при ρ 6= R0 (при ρ = R0 ваку-
умная плотность заряда имеет логарифмическую осо-
бенность, которая обусловлена разрывом производной
в кулоновском потенциале внешнего источника (1))

ρ
(1)
V P (ρ) =

α

4π

∫ ∞

0

dq q2J0(qr)

[
2

q
+

(
1− 4

q2

)
arctan

(q
2

)] ∫ ∞

0

dρ′ ρ′Aext
0 (ρ′)J0(qρ

′) . (14)

В то же время, j(1)V P (ρ) порождается гладким потенциалом (5) и поэтому никаких разрывов не имеет

j
(1)
V P (ρ) = eϕ

α

4π

∫ ∞

0

dq q2 J1(qρ)

[
2

q
+

(
1− 4

q2

)
arctan

(q
2

)] ∫ ∞

0

dr′ ρ′Aext
ϕ (ρ′)J1(qρ

′) . (15)
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Энергия поляризации вакуума в первом порядке теории возмущений имеет вид

E (1)
V P =

1

2

∫
d2ρ′ j(1)V P,µ(ρ

′)Aext,µ(ρ′) . (16)

Из (16) с учётом (6) и (9-10) для вакуумной энергии получаем

E(1)
V P =

1

2

∫
d2ρ′ ρ(1)V P (ρ

′)Aext
0 (ρ′)− 1

2

∫
d2ρ′ j(1)V P (ρ

′)Aext(ρ′) = E(1)
V P,el + E(1)

V P,mag , (17)

где

E(1)
V P,el =

α

4

∫ ∞

0

dq q2
[
2

q
+

(
1− 4

q2

)
arctan

(q
2

)] [∫ ∞

0

dρ′ ρ′Aext
0 (ρ′)J0(qρ

′)

]2
, (18)

E (1)
V P,mag = −α

4

∫ ∞

0

dq q2
[
2

q
+

(
1− 4

q2

)
arctan

(q
2

)][∫ ∞

0

dρ′ρ′Aext
ϕ (ρ′)J1(qρ

′)

]2
. (19)

2. ФОРМАЛИЗМ ВИХМАННА-КРОЛЛА
И ПЕРЕНОРМИРОВКА ВАКУУМНОЙ ПЛОТНОСТИ

В РАЗМЕРНОСТИ 2+1

В рассматриваемом случае УД имеет вид

[α (p− eA (ρ)) + β + V (ρ)]ψ = ǫ ψ , (20)

где

V (ρ) = eA0(ρ) =

= −Zα
[
θ(R0 − ρ)/R0 + θ(ρ−R0)e

−σ(ρ−R0)/ρ
]
.

Мы будем работать с 4-мерным представлением для

матриц Дирака. Поскольку мы рассматриваем задачу,
обладающую аксиальной симметрией, то радиальные
и угловые переменные разделяются подстановкой

ψ =
1√
2πρ

(
φ

−iχ

)
, φ =

(
amj

(ρ) ei(mj− 1

2 )ϕ

bmj
(ρ) ei(mj+

1

2 )ϕ

)
,

χ =

(
cmj

(ρ) ei(mj− 1

2 )ϕ

dmj
(ρ) ei(mj+

1

2 )ϕ

)
.

(21)

В результате радиальная часть УД распадается на две
независимые системы, которые имеют вид





(
∂ρ −

mj

ρ
− |e|Aϕ(ρ)

)
amj

(ρ) = (ǫ + 1− V (ρ)) dmj
(ρ)

(
∂ρ +

mj

ρ
+ |e|Aϕ(ρ)

)
dmj

(ρ) = −(ǫ− 1− V (ρ)) amj
(ρ)

, (22)





(
∂ρ +

mj

ρ
+ |e|Aϕ(ρ)

)
bmj

(ρ) = (ǫ+ 1− V (ρ)) cmj
(ρ)

(
∂ρ −

mj

ρ
− |e|Aϕ(ρ)

)
cmj

(ρ) = −(ǫ− 1− V (ρ)) bmj
(ρ)

. (23)

Отметим,что между ними наблюдается симметрия: си-
стема (23) для компонент bmj

(ρ) и cmj
(ρ) получается

заменами amj
(ρ) → bmj

(ρ), dmj
(ρ) → cmj

(ρ), mj →
−mj, Aϕ → −Aϕ из (22) и наоборот.

Отправной точкой в методе ВК [18] являются выра-

жения для вакуумных плотностей заряда и тока

ρV P (ρ) =

= −|e|
2



∑

ǫn<ǫF

ψn(ρ)
†ψn(ρ)−

∑

ǫn>ǫF

ψn(ρ)
†ψn(ρ)


 ,

(24)
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jV P (ρ) =

= −|e|
2



∑

ǫn<ǫF

ψn(ρ)
†
αψn(ρ)−

∑

ǫn>ǫF

ψn(ρ)
†
αψn(ρ)


 ,

(25)

где ǫF — энергия Ферми (ǫF = −1), а ǫn и ψn(ρ) —
собственные значения и собственные функции соответ-
ствующей спектральной задачи УД.

Суть метода ВК состоит в использовании для ваку-
умных плотностей (24-25) представления в виде кон-
турных интегралов в комплексной плоскости по энер-
гетической переменной от следа функции Грина для
соответствующей спектральной задачи УД. По опреде-
лению функция Грина удовлетворяет уравнению

[α(−i∇ρ + |e|A (ρ)) + β + V (ρ)− ǫ]G(ρ,ρ ′; ǫ) =

= δ(ρ− ρ
′). (26)

Формальное решение уравнения (26) записывается
в виде

G(ρ,ρ ′; ǫ) =
∑

n

ψn(ρ)ψn(ρ
′)†

ǫn − ǫ
. (27)

+1-1 Re 

Im 

CF

+iR

-iR

-R

+R

Рис. 1: Фейнмановский контур CF и его деформация на мни-
мую ось в комплексной энергетической плоскости, использу-
емые для представления вакуумных плотностей заряда и то-
ка в виде контурных интегралов. Направление обхода конту-
ров находится в соответствии с (27)

С помощью следа функции Грина вакуумные плот-
ности заряда и тока легко выражаются через интегра-
лы по Фейнмановскому контуру CF на первом листе
римановой энергетической поверхности [28–30]:

ρV P (ρ) =
|e|
2πi

lim
R→∞

∫

CF

dǫTrG(ρ,ρ; ǫ) . (28)

jV P (ρ) =
|e|
2πi

lim
R→∞

∫

CF

dǫTr [αG(ρ,ρ; ǫ)] . (29)

По определению контур CF строится так, чтобы все
полюса функции Грина, соответствующие дискретным
уровням, лежали под ним. Деформируя контур CF ,
можно свести интегралы в (28) и (29) к мнимой
оси. Более подробно последняя процедура рассмотрена
в [28–30].

Учитывая, что рассматриваемая спектральная зада-
ча УД допускает разделение радиальных и угловых
переменных, а затравочные кулоновский и магнит-
ный вектор-потенциал аксиально-симметричны, для
TrG(ρ,ρ; ǫ) и Tr [αG(ρ,ρ; ǫ)] получаем следующее
представление в виде парциальных разложений

TrG(ρ,ρ; ǫ) =
1

2π

∑

mj=±1/2,3/2,...

TrGmj
(ρ, ρ; ǫ) ,

Tr [αG(ρ,ρ; ǫ)] =
eϕ

2π

∑

mj=±1/2,3/2,...

Tr
[
αϕGmj

(ρ, ρ; ǫ)
]
,

(30)
где Gmj

(ρ, ρ′; ǫ) — сумма радиальных функций Грина
для спектральных задач (22–23), которые в свою оче-
редь строятся с использованием регулярных при ρ→ 0
и ρ→ +∞ решений систем (22)–(23). Если обозначить
регулярные при ρ→ 0 решения индексом 0, а регуляр-
ные при ρ → +∞ решения индексом ∞, то выраже-
ния для TrGmj

(ρ, ρ; ǫ) и Tr
[
αϕGmj

(ρ, ρ; ǫ)
]

запишутся
следующим образом

TrGmj
(ρ, ρ; ǫ) =

1

ρJad
mj

(ǫ)

(
a0mj

(ρ)a∞mj
(ρ) + d0mj

(ρ)d∞mj
(ρ)
)
+

1

ρJbc
mj

(ǫ)

(
b0mj

(ρ)b∞mj
(r) + c0mj

(ρ)c∞mj
(ρ)
)

(31)

Tr
[
αϕGmj

(ρ, ρ; ǫ)
]
= − 1

ρJad
mj

(ǫ)

(
d0mj

(ρ)a∞mj
(ρ) + a0mj

(r)d∞mj
(ρ)
)
+

1

ρJbc
mj

(ǫ)

(
c0mj

(ρ)b∞mj
(ρ) + b0mj

(ρ)c∞mj
(ρ)
)

(32)
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где Js
mj

(ǫ) — вронскианы для систем (22-23),

Jad
mj

(ǫ) =
(
d0(ρ)a∞(ρ)− a0(ρ)d∞(ρ)

)
, Jbc

mj
(ǫ) =

(
c0(ρ)b∞(ρ)− b0(ρ)c∞(ρ)

)
, (33)

которые обеспечивает правильную нормировку соответствующих функций Грина.
В результате после разворота Фейнмановского контура на мнимую ось окончательные выражения для вакуум-

ных плотностей заряда и тока будут иметь вид

ρV P (ρ) =
∑

mj=1/2, 3/2,...

ρV P,|mj|(ρ) , ρV P,|mj|(ρ) =
|e|

(2π)
2

∫ ∞

−∞
dyRe

[
TrG|mj |(ρ, ρ; iy)

]
, (34)

TrG|mj |(ρ, ρ; iy) = TrGmj
(ρ, ρ; iy) + TrG−mj

(ρ, ρ; iy) , (35)

jV P (ρ) = eϕ jV P,ϕ(ρ) , jV P,ϕ(ρ) =
∑

mj=1/2, 3/2,...

jV P,|mj |(ρ) , (36)

jV P,|mj|(ρ) =
|e|

(2π)2

∫ ∞

−∞
dyRe

[
Tr
[
αϕG|mj |(ρ, ρ; iy)

]]
, (37)

TrαϕG|mj |(ρ, ρ; iy) = Tr
[
αϕGmj

(ρ, ρ; iy)
]
+Tr

[
αϕG−mj

(ρ, ρ; iy)
]
. (38)

При наличии отрицательных дискретных уровней с −1 6 ǫn < 0 получим

ρV P,|mj|(ρ) =
|e|
2π




∑

mj=±|mj |

∑

−1≤ǫn<1

ψn,mj
(ρ)†ψn,mj

(ρ) +
1

2π

∫ ∞

−∞
dyRe

[
TrG|mj|(ρ, ρ; iy)

]

 , (39)

jV P,|mj |(ρ) =
|e|
2π




∑

mj=±|mj|

∑

−1≤ǫn<1

ψn,mj
(ρ)†Aψn,mj

(ρ) +
1

2π

∫ ∞

−∞
dyRe

[
Tr
[
αϕG|mj |(ρ, ρ; iy)

]]

 . (40)

При выводе соотношений (34)-(40) существенную роль играют общие свойства функции Грина при комплексном
сопряжении

Gmj
(Q,µ; ρ, ρ; ǫ)∗ = Gmj

(Q,µ; ρ, ρ; ǫ∗) , (41)

а также свойства её следов при смене знаков внешних полей (Q→ −Q, µ→ −µ)

TrGmj
(Q,µ; ρ, ρ; ǫ) = −TrGmj

(−Q,µ; ρ, ρ;−ǫ) ,
Tr
[
αϕG−mj

(Q,µ; ρ, ρ; ǫ)
]
= −Tr

[
αϕGmj

(Q,−µ; ρ, ρ; ǫ)
]
.

(42)

Из этих свойств ф. Грина вытекают соотношения

TrGmj
(Q,µ; ρ, ρ; iy)∗ = −TrGmj

(−Q,µ; ρ, ρ; iy)
Tr
[
αϕGmj

(Q,µ; ρ, ρ; iy)
]∗

= Tr
[
αϕG−mj

(−Q,−µ; ρ, ρ; iy)
]
.

(43)

В то же время, по теореме Фарри индуцирован-
ные плотности заряда и тока являются нечетны-
ми функциями внешних полей, откуда следует, что
ρV P,|mj |(ρ) и jV P,|mj|(ρ) определяются только че-

рез Re
[
TrG|mj|(ρ, ρ; iy)

]
и Re

[
Tr
[
αϕG|mj |(ρ, ρ; iy)

]]

соответственно и поэтому являются заведомо дей-
ствительными величинами, что и было сразу
учтено в (34)–(40).

Поскольку вакуумные плотности заряда и тока пред-
ставляется в виде бесконечных сумм по mj, возника-
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ет вопрос о сходимости этих сумм. Для планарного
случая вопрос о переномировке вакуумной плотности
заряда в отсутствие магнитного поля подробно рас-
сматривался в [8, 9, 24, 25]. Вследствие того, что
затравочный вектор-потенциал при ρ → 0 и ρ → ∞
ведет себя как Aext

ϕ ∼ ρ и Aext
ϕ ∼ 1/ρ2 соответствен-

но, асимптотики решений систем (22)-(23), а значит,
и асимптотики TrGmj

при y → ∞ и |mj | → ∞ совпа-

дают с асимптотиками соответствующих решений при
отсутствии магнитного поля. Из этого факта следует,
что в рассматриваемой задаче перенормировку вакуум-
ной плотности заряда необходимо выполнять по той же
схеме, что и в рассмотренных ранее задачах без маг-

нитного поля. А именно, сначала вводим ρ
(3+)
V P,|mj |(ρ)

через соотношение

ρ
(3+)
V P,|mj |(ρ) =

|e|
2π




∑

mj=±|mj |

∑

−1≤ǫn<0

ψn,mj
(ρ)†ψn,mj

(ρ) +
1

π

∫ ∞

0

dyRe
[
TrG|mj |(ρ, ρ; iy)− 2TrG(1)

mj
(ρ; iy)

]


 . (44)

ρ
(3+)
V P,|mj |(ρ) не содержит линейных по внешнему кулоновскому потенциалу членов. Это обеспечивается тем, что

G
(1)
mj (ρ; iy) является компонентой парциальной функции Грина G|mj |(ρ, ρ; iy), линейной по Q, и находится из

первого борновского приближения для G|mj |

G
(1)
±mj

= Q

(
∂G|mj|
∂Q

)∣∣∣∣
Q=0

, (45)

либо непосредственно через предел Q→ 0 в G|mj |(ρ, ρ; iy).

Явное выражение для Re
[
TrG

(1)
±mj

(ρ; iy)
]

имеет следующий вид

Re
[
TrG

(1)
±mj

(ρ; iy)
]
=

= −
[
2K2

|mj−1/2|(γ̃ρ)

∫ ρ

0

dρ′ ρ′V (ρ′)
((

1− y2
)
I2|mj−1/2|(γ̃ρ

′) +
(
1 + y2

)
I2|mj+1/2|(γ̃ρ

′)
)
+

2K2
|mj+1/2|(γ̃ρ)

∫ ρ

0

dρ′ ρ′V (ρ′)
((

1− y2
)
I2|mj+1/2|(γ̃ρ

′) + (1 + y2)I2|mj−1/2|(γ̃ρ
′)
)
+

+ 2I2|mj−1/2|(γ̃ρ)

∫ ∞

ρ

dρ′ ρ′V (ρ′)
((

1− y2
)
K2

|mj−1/2|(γ̃ρ
′) +

(
1 + y2

)
K2

|mj+1/2|(γ̃ρ
′)
)
+

+ 2I2|mj+1/2|(γ̃ρ)

∫ ∞

ρ

dρ′ ρ′V (ρ′)
((

1− y2
)
K2

|mj+1/2|(γ̃ρ
′) + (1 + y2)K2

|mj−1/2|(γ̃ρ
′)
)]

, (46)

здесь и далее γ̃ =
√
1 + y2, после чего перенормировка

вакуумной плотности заряда производится через заме-
ну линейного члена на перенормированную плотность

ρ
(1)
V P (ρ), которая находится из выражения (14)

ρrenV P (ρ) = ρ
(1)
V P (ρ) +

∑

mj=1/2, 3/2,...

ρ
(3+)
V P,|mj|(ρ) . (47)

Общие свойства вакуумной плотности заряда ана-
логичны таковым в задачах без магнитного поля
(см. [8, 9, 24, 25] и цитируемую там литературу).
Выражение (47) гарантирует обращение в нуль пол-
ного вакуумного заряда Qren

V P =
∫
d2ρ ρrenV P (ρ) при

Z < Zcr,1. Член Q
(1)
V P =

∫
d2ρ ρ

(1)
V P (ρ) исчезает как

эффект первого порядка теории возмущений (бо-
лее подробно этот вопрос рассмотрен в [24]), а в

исчезновении вклада от ρ
(3+)
V P,|mj |(r) в Qren

V P можно

убедиться прямой численной проверкой. Изменение
Qren

V P может происходить только при Z > Zcr,1 за
счет погружения дискретных уровней ψǫ,mj

в ниж-
ний континуум. При этом каждый опустившийся уро-
вень изменяет интегральный заряд вакуума на (−|e|),
а зарядовая плотность ρrenV P (ρ) при этом меняется
следующим образом [30, 31]

∆ρrenV P (ρ) = −|e|ψǫ=−1,mj
(ρ)†ψǫ=−1,mj

(ρ) . (48)

Перенормировка вакуумной плотности тока выпол-
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няется полностью аналогично перенормировке вакуум-
ной плотности заряда. Для вычисления перенормиро-
ванной плотности тока необходимо выделить в выра-
жении для Tr

[
αϕG|mj |(ρ, ρ; iy)

]
линейные по µ члены

и заменить их на перенормированную пертурбативную

плотность j
(1)
V P (ρ), которая соответствует первому по-

рядку теории возмущений и в рассматриваемом случае
диполя отлична от нуля только для |mj | = 1/2. Для
этого сначала находим компоненту вакуумной плотно-

сти j
(3+)
V P,|mj |(ρ), которая определяется следующим об-

разом:

j
(3+)
V P,|mj|(ρ) =

|e|
2π




∑

mj=±|mj |

∑

−1≤ǫn<0

ψn,mj
(ρ)†Aψn,mj

(ρ)+

+
1

π

∫ ∞

0

dyRe
(
Tr
[
αϕG|mj |(ρ, ρ; iy)

]
− 2Tr

[
αϕG

(1)
mj

(ρ; iy)
])]

, (49)

где

A =




0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0


 . (50)

Явное выражение для Re
[
Tr
[
αϕG

(1)
±mj

(ρ; iy)
]]

имеет вид

Re
[
Tr
[
αϕG

(1)
±mj

(ρ; iy)
]]

=

= 8|e|
(
1 + y2

)
[
K|mj−1/2|(γ̃ρ)K|mj+1/2|(γ̃ρ)

∫ ρ

0

dρ′ ρ′Aϕ(ρ
′)I|mj−1/2|(γ̃ρ

′)I|mj+1/2|(γ̃ρ
′)+

+ I|mj−1/2|(γ̃ρ)I|mj+1/2|(γ̃ρ)

∫ ∞

ρ

dρ′ ρ′Aϕ(ρ
′)K|mj−1/2|(γ̃ρ

′)K|mj+1/2|(γ̃ρ
′)

]
. (51)

В результате перенормированная вакуумная плотность тока принимает вид

jrenV P (ρ) = eϕ j
ren
V P,ϕ(ρ), jrenV P,ϕ(ρ) = j

(1)
V P (ρ) +

∑

mj=1/2, 3/2,...

j
(3+)
V P,|mj|(ρ) . (52)

3. ИНДУЦИРОВАННЫЙ АКСИАЛЬНЫЙ ТОК
В ГРАФЕНЕ

Теперь — после общего теоретико-полевого анали-
за — перейдем к представляющему наибольший инте-
рес случаю двумерных кристаллов типа графена. По-
ведение носителей заряда в графене описывается 2+1-
мерным безмассовым (или массивным, если рассматри-
вается графен на подложке) УД, в котором роль ско-
рости света c играет скорость Ферми vF . В данной
работе мы ограничимся последним случаем графена на
подложке. Эффективная постоянная тонкой структуры
при этом находится следующим образом

α = e2/(h̄vF ǫeff ) , ǫeff = (ǫ+ 1)/2 , (53)

где ǫ — диэлектрическая проницаемость подложки,
а vF = 3ta/2h̄ — скорость Ферми в графене. В по-

следнем выражении a ≃ 1.42A — расстояние меж-
ду ближайшими атомами углерода в кристаллической
решётке графена, t — параметр перескока (интеграл
перекрытия между волновыми функциями ближайших
соседей решётки), а λc = h̄/mvF — эффективная комп-
тоновская длина волны [32]. Здесь m — эффективная
масса электронов и дырок в графене, которая связана
с шириной энергетической щели в приближении силь-
ной связи соотношением ∆ = 2mv2F . Эти определения
приводят к соотношению λc/a ≃ 3t/∆. Все численные
расчёты в данной работе были проведены для α = 0.4
и ∆ = 0.26 эВ (что соответствует графену на подложке
SiC [4]) и зарядом источника внешнего кулоновского
поля (заряженной примеси) Z = 10. При этом ради-
ус источника выбирается равным R0 = 2a, а параметр
экранировки σ = 1. Такое обрезание кулоновского по-
ля на малых расстояниях ранее использовалось в [4].
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В используемой нами системе единиц расстояние из-
меряется в единицах λc, а энергия — в единицах mv2F ,
при этом для подложки SiC имеем R0 = 1/15.

В первую очередь необходимо выяснить, для каких
значений параметров затравочного тока λ и µ реали-
зуется самосогласованный режим по току. Для это-
го по этим параметрам строилась сетка, для каждой
точки которой проводился численный расчёт индуци-
рованной вакуумной плотности тока и соответствую-
щего этому току вектор-потенциала. В качестве чис-
ленного параметра, характеризующего степень близо-
сти индуцированного и затравочного токов и вектор-
потенциалов, использовалось отношение интегральных
индуцированного µV P и затравочного µ дипольных
магнитных моментов, которые связаны с соответству-
ющими токами соотношением (3). На рис. 2 приведены
результаты расчёта этого отношения для рассматрива-
емого случая α = 0.4, Z = 10 и R0 = 1/15.
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Рис. 2: Отношение магнитного момента индуцированного то-
ка к магнитному моменту затравочного тока при Z = 10 для
α = 0.4 и R0 = 1/15

Рис. 2 наглядно демонстрирует, что для таких внеш-
них параметров существует целое множество значе-
ний λ и µ, при которых возможен самосогласованный
режим. Весьма интересно поведение индуцированно-
го вакуумного тока и соответствующего ему вектор-
потенциала с ростом магнитного момента затравоч-
ного тока µ при фиксированном значении параметра
λ. Сначала отношение магнитного момента индуци-
рованного тока к магнитному моменту затравочного
µV P /µ монотонно растёт с ростом µ, пока µ не до-
стигнет определённого «критического» значения µcr,
зависящего от значения λ. После превышения пара-
метром µ этого значения отношение µV P /µ начинает
с ростом µ убывать.

Такое поведение индуцированного тока объясняется
поведением дискретных уровней с изменением µ. На
рис. 3a) и 3b) продемонстрировано поведение дискрет-
ных уровней в канале |mj | = 1/2 для Z = 10, α = 0.4,

R0 = 1/15 и λ = 1.583 в определённом диапазоне
изменения параметра µ вблизи «критического» значе-
ния 322 < µcr < 323, при котором поведение отноше-
ния µV P /µ меняется. При µ < µcr рост µ приводит
к увеличению числа опустившихся в нижний контину-
ум дискретных уровней, а при µ > µcr — всё наобо-
рот. Этим и объясняется поведение отношения µV P /µ
с ростом µ. Отметим, что для значений параметров λ
и µ, при которых реализуется самосогласованный ре-
жим, полное число опустившихся в нижний континуум
дискретных уровней оказывается существенно больше,
чем при отсутствии магнитного поля. В таблице I при-
ведено для сравнения распределение числа достигших
нижнего континуума дискретных уровней для Z = 10
и R0 = 1/15 при отсутствии магнитного поля (т.е.
только за счет воздействия кулоновского сверхкрити-
ческого потенциала) и при его наличии для значений
λ = 1.583 и µ = 322.37.

Таблица I: Распределение числа достигших нижнего конти-
нуума дискретных уровней для Z = 10, α = 0.4, R0 = 1/15,
λ = 1.583 и µ = 322.37

mj 1/2 3/2 5/2 7/2

Число упавших уровней (Aϕ = 0) 12 10 6 0

Число упавших уровней (Aϕ 6= 0) 19 14 10 1

На рис. 4,a и 4,б продемонстрировано скачкообраз-
ное изменение вакуумной плотности заряда и вакуум-
ной плотности тока, рассматриваемых как функции µ,
при опускании дискретного уровня в нижний контину-
ум. Для большей наглядности приведены только (3+)-
компоненты плотностей, поскольку эффект полностью
непертурбативен и поэтому проявляется прежде все-
го здесь. При этом интегральный вакуумный заряд
Qren

V P =
∫
d2rρrenV P (r) изменяется на (−|e|), что подтвер-

ждается численной проверкой.
Предположение о том, что основной вклад в наблю-

даемый эффект дают опустившиеся в нижний конти-
нуум дискретные уровни, можно проверить следую-
щим образом. Для каждого дискретного уровня, до-
стигшего нижнего континуума, вычисляем порождае-
мый им вакуумный ток (волновые функции берутся
при ǫ = −1). Затем суммируем все полученные токи
и вычисляем вектор-потенциал, соответствующий этой
сумме. На рис. 5,a приведен результат этой процедуры
для α = 0.4, R0 = 1/15, λ = 1.583 и µ = 322.37.
Для сравнения на том же графике приведён инду-
цированный вакуумом вектор-потенциал для тех же
значений параметров λ и µ. На рис. 5,б приведены
индуцированный вакуумный вектор-потенциал и соот-
ветствующий сумме токов вектор-потенциал, умножен-
ный на множитель ≃ 1.65. Рис. 5,a и 5,б показыва-
ет, что вектор–потенциал, соответствующий сумме то-
ков, порождаемых достигающими нижнего континуума
уровнями, и индуцированный вектор-потенциал чрез-
вычайно близки по форме, а отличаются только по ам-

УЗФФ 2019 1941504–9



Международная научная конференция
студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов-2019»
подсекция ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА УЗФФ № 4, 1941504 (2019)

а б

Рис. 3: Поведение дискретных уровней с изменением µ в окрестности µcr для Z = 10, α = 0.4, R0 = 1/15 и λ = 1.583: а —
ad-подсистема, mj = 1/2; б — bc-подсистема, mj = −1/2

а б

Рис. 4: Скачки в вакуумной плотности заряда и вакуумной плотности тока при достижении дискретным уровнем нижнего
континуума для Z = 10, α = 0.4, R0 = 1/15, λ = 1.583 и изменении µ

плитуде. Соответствующие величины приведены также
в табл. II для нескольких различных значений r.

4. ВАКУУМНАЯ ЭНЕРГИЯ: ОБЩИЕ СВОЙСТВА,
МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ И ПЕРЕНОРМИРОВКА

Исходное выражение для вакуумной энергии име-
ет вид, аналогичный вакуумным плотностям заряда

и тока, с той разницей, что энергию необходимо до-
полнительно нормировать на случай свободного поля,
тогда как в соответствующих выражениях для заряда
и тока этого не требуется (более детально этот вопрос
разбирается в [22, 30, 33])

EV P =
1

2



∑

ǫn<ǫF

ǫn −
∑

ǫn>ǫF

ǫn




A

− 1

2



∑

ǫn<ǫF

ǫn −
∑

ǫn≥ǫF

ǫn




0

, (54)

где ǫF - энергия Ферми (ǫF = −1), ǫn — собственные значения соответствующей спектральной задачи для УД.
Поскольку в рассматриваемой задаче аналитические решения систем дифференциальных уравнений получить

не удаётся, вычислить энергию поляризации вакуума путём представления в виде суммы интегралов от фаз
парциального рассеяния [34–36] и дискретного спектра не представляется возможным. Однако можно восполь-
зоваться методом вронскиана, который подробно описан в [26, 27]. В рамках этого метода вакуумная энергия
вычисляется следующим образом

EV P =
∑

mj=1/2, 3/2,...

EV P,|mj| , (55)

EV P,|mj| =
∑

s=ad,bc

∑

mj=±|mj|

1

π

∫ ∞

0

dyRe



 y

Js
mj

(iy)

dJs
mj

(iy)

dy
−
(

y

Js
mj

(iy)

dJs
mj

(iy)

dy

) ∣∣∣∣∣
free



−
∑

−1≤ǫsn,mj
<0

ǫsn,mj
, (56)
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Таблица II: Сравнение затравочного, полного индуцированного и соответствующего сумме токов, создаваемых опустившимися
в нижний континуум дискретными уровнями, вектор-потенциалов для Z = 10, α = 0.4, R0 = 1/15, λ = 1.583 и µ = 322.37

r 1 2 5 10 15 20 30 40 50 100

Aϕ(r) -0.7541 -1.1510 -1.4723 -1.2357 -0.9192 -0.6746 -0.3774 -0.22729 -0.14694 -0.03418

Aren
V P,ϕ(r) -0.7549 -1.1521 -1.4733 -1.2363 -0.9198 -0.6750 -0.3775 -0.22731 -0.14693 -0.03417

1.6482× -0.7536 -1.1503 -1.4717 -1.2352 -0.9188 -0.6743 -0.3773 -0.22730 -0.14694 -0.03417

ADivedLevels(r)

а б

Рис. 5: Сравнение вектор-потенциала, соответствующего сумме токов, порождаемых достигающими нижнего континуума
уровнями, с полным индуцированным в вакууме в самосогласованном режиме вектор-потенциалом для Z = 10, α = 0.4,
R0 = 1/15, λ = 1.583 и µ = 322.37

где Js
mj

(iy) — вронскианы для соответствующей систе-
мы (ad- или bc-), определенные ранее при построении
ф.Грина в (33).

Поскольку EV P , также как ρV P и jV P , представля-
ется в виде бесконечного ряда по mj , необходимо ис-
следовать вопрос о его сходимости. В работах [9, 25]
было показано, что в задаче без магнитного поля ряд
по mj расходится линейно. Далее на основе модельно-
независимых аргументов было доказано, что устране-
ние этой расходимости должно проходить по тем же
правилам, что и в теории возмущений, на основе регу-

ляризации фермионной петли с двумя внешними кон-
цами. При этом процедура перенормировки аналогич-
на перенормировке ρV P , только вместо линейных по Z
выделяются квадратичные по Z члены. Повторяя те же
рассуждения для рассматриваемой задачи и учитывая,
что для неё вакуумная энергия в первом порядке тео-
рии возмущений является суммой двух членов, квад-
ратичных по Z и µ соответственно, приходим к вы-
воду, что перенормировка вакуумной энергии должна
выполняться посредством соотношения:

Eren
V P,|mj| =

∑

mj=±|mj|

(
1

π

{∫ ∞

0

dyRe

[
∑

s=ad,bc

(
y

Js
mj

(iy)

dJs
mj

(iy)

dy

∣∣∣∣∣
A

− y

Js
mj

(iy)

dJs
mj

(iy)

dy

∣∣∣∣∣
0

)]
+

+ (|e|/4π)
∫
d2ρAϕ(ρ)ReTr

[
αϕG

(1)
mj

(ρ; iy)
]}

−
∑

s=ad,bc

∑

−1≤ǫn,mj
<0

ǫsn,mj

)
+

+ (ηPT,elδ|mj |,1/2 − ηB,el,|mj |)Z
2 + ηPT,elµ

2. (57)

Отметим, что выражение

(|e|/2)
∫
d2ρAϕ(ρ)ReTr

[
αϕG

(1)
mj

(ρ; iy)
]

нельзя вынести из-под знака интегрирования по y, по-
скольку его асимптотика при y → ∞ содержит член

∼ 1/y. Чтобы оценить эту асимптотику, аппроксими-
руем вектор-потенциал следующей функцией, асимп-
тотики которой при ρ → 0 и ρ → ∞ совпадают
с асимптотиками (5):
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Рис. 6: Перенормированная вакуумная энергия при различных значениях параметров λ и µ, реализующих самосогласованный
режим, для графена на подложке SiC α = 0.4 и R0 = 1/15

Aϕ(ρ) =





Cρ/ρ1 ρ ≤ ρ1

C ρ1 < ρ < ρ2

Cρ22/ρ
2 ρ ≥ ρ2

. (58)

После подстановки (58) в (51) интегралы
в полученном выражении вычисляются ана-
литически. Подставляя полученный результат

в (|e|/2)
∫
d2ρAϕ(ρ)ReTr

[
αϕG

(1)
mj (ρ; iy)

]
, можно

найти асимптотику этого выражения при y → ∞

|e|
2

∫
d2ρAϕ(ρ)Re

[
Tr
[
αϕG

(1)
mj

(ρ; iy)
]]

→

→ 4παC2

3y
(2ρ2 − ρ1) + O(y−2). (59)

Численный анализ асимптотики по y
в интеграле, входящем в выражение (57),
показывает, что в результате вычитания

(|e|/2)
∫
d2ρAϕ(ρ)ReTr

[
αϕG

(1)
mj (ρ; iy)

]
под зна-

ком интеграла члены порядка 1/y сокращаются, что
обеспечивает сходимость интеграла.

Входящие в выражение (57) перенормировочные ко-
эффициенты вычисляются следующим образом:

ηB,el,|mj | =
|e|
2π

∫
d2ρ

A0(ρ)

Z

∫ ∞

0

dyRe
[
TrG(1)

mj
(ρ; iy)

]
,

ηPT,el = E(1)
V P,el(Z)/Z

2,

(60)

ηPT,el = E(1)
V P,mag(µ)/µ

2 . (61)

Результаты расчёта вакуумной энергии при Z = 10
и значениях параметров λ и µ, реализующих са-
мосогласованный режим, приведены на рис. 6.
Основным результатом является наличие миниму-
ма вакуумной энергии при λ = 1.583 и µ =

322.37. При этом соответствующее значение ваку-
умной энергии (Eren

V P = −322.568) оказывается су-
щественно меньше, чем при отсутствии магнит-
ного поля (Eren

V P = −227.963). Таким образом, со-
стояние такой КЭД-системы с самосогласован-
ным магнитным полем является энергетически бо-
лее выгодным, чем без него. Этот факт до-
казывает возможность спонтанной генерации маг-
нитного поля в рассматриваемом случае графена
на подложке SiC.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в этой работе еще раз продемонстри-
ровано, насколько нелинейными являются эффекты
поляризации вакуума в планарных КЭД-системах со
сверхкритическим кулоновским источником. Особого
внимания заслуживает поведение вакуумной энергии,
которая, как было показано в работах [9, 25] для пла-
нарной КЭД-системы типа графена с заряженной при-
месью, в закритической области убывает как ∼ −|ηZ3|,
что обусловлено образованием вакуумных оболочек за
счёт опускания дискретных уровней в нижний кон-
тинуум. За счёт столь быстрого убывания вакуумная
энергия достаточно быстро становится сравнима с соб-
ственной энергией кулоновского источника. Всё это
говорит о том, что в закритической области следу-
ет ожидать появления новых существенно нелинейных
эффектов. Один из таких эффектов — спонтанная гене-
рация аксиального вакуумного тока и магнитного ди-
поля — и был рассмотрен в данной работе.

Важно отметить, что рассмотренный эффект являет-
ся не чем иным, как примером спонтанного нарушения
симметрии. При отсутствии магнитного поля все дис-
кретные уровни являются двукратно вырожденными
по ±mj. Поэтому при опускании такого двукратно вы-
рожденного дискретного уровня в нижний континуум
аксиальный вакуумный ток не возникает. В то же вре-
мя, магнитное поле эту симметрию нарушает. Как по-
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казано в данной работе, для планарной КЭД-системы
с эффективной константой связи α = 0.4 и сверхкри-
тическим кулоновским источником с зарядом Z = 10
и радиусом R0 = 1/15 возникает энергетически более
выгодное состояние, в котором симметрия нарушается
за счёт возникновения самосогласованного магнитно-
го поля дипольного типа, которое расщепляет уровни
по знаку mj . Дипольный момент вакуумного магнит-
ного поля при этом может быть весьма значительным.
В энергетическом минимуме µV P ≃ µ = 322.37, что
в обычных единицах означает µV P ≃ 645µB. Следует
также отметить, что при этом степень пространствен-
ной локализации вакуумного тока и магнитного ди-
поля, как и у затравочного тока (2), оценивается как
∼ ρ e−λ

√
ρ, т.е. они являются в значительно большей

степени распределенными по всему обьему системы,
чем при чисто экспоненциальном убывании. Такое же
пространственное распределение характерно и для ва-

куумной плотности заряда. Вопрос о том, насколько
реалистично такое состояние со спонтанной генераци-
ей вакуумных тока и магнитного диполя в планарных
КЭД-системах типа графена на подложке, будет рас-
смотрен отдельно.
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