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Рассмотрена двумерная спин–псевдоспиновая система, которая моделирует плоскость CuO2

в купратах и учитывает спиновый обмен и зарядовые корреляции на узле и между узлами. Эта мо-
дель позволяет изучить конкуренцию зарядового и магнитного упорядочения в купратах. В работе
мы исследовали термодинамическую устойчивость АФМ фазы для случаев сильного и слабого об-
мена. Для этого мы получили температурные зависимости химического потенциала и сжимаемости
классическим методом Монте–Карло и сравнили результаты численных расчетов с аналитическими
результатами в рамках среднего поля.
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ВВЕДЕНИЕ

Одна из основных проблем физики сверхпроводящих
купратов — это сосуществование и конкуренция спи-
нового, сверхпроводящего и зарядового упорядочения.
Взаимному влиянию спинового и зарядового упорядо-
чения в купратах посвящены работы [1–5]. Для рас-
смотрения конкуренции спинового и зарядового упоря-
дочений в работах [6, 7] была предложена упрощен-
ная статическая двумерная спин-псевдоспиновая мо-
дель для CuO2 плоскости купрата, в которой наряду
с CuO6−

4 центрами, обладающими спином s = 1
2
, рас-

сматриваются взаимодействующие CuO5−
4 и CuO7−

4 -
центры со нулевым спином в основном состоянии.
Многоэлектронные состояния CuO7−;6−;5−

4 описывают-
ся как компоненты псевдоспинового триплета S = 1
с MS = −1, 0,+1, что позволяет использовать псев-
доспиновый формализм [8, 9]. В рамках этого под-
хода гамильтониан статической спин–псевдоспиновой
модели имеет вид

H = ∆
∑

i

S2
zi+V

∑

〈ij〉

SziSzj+Js2
∑

〈ij〉

σziσzj−µ
∑

i

Szi,

(1)
и учитывает зарядовые корреляции на узле (∆), меж-
ду узлами (V ), и спиновой обмен (J) в форме взаимо-
действия Изинга. Суммирование идет по узлам дву-
мерной квадратной решетки, 〈ij〉 означает ближай-
ших соседей. Здесь Szi это z-компонента псевдоспи-
на S = 1 на узле, σzi = P0iszi/s — нормирован-
ная z-компонента спина s = 1/2, умноженная на
проектор P0i = 1 − S2

iz на состояние с MS = 0.
Химический потенциал µ позволяет учесть условие
постоянства заряда: nN =

∑

〈Szi〉 = const, где n —
плотность заряда. Спин–псевдоспиновая модель обоб-
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щает двумерную разбавленную антиферромагнитную
(АФМ) модель Изинга с заряженными примесями.
При ∆ > 0 результаты можно сравнить с моделью
Блюма–Капеля [10, 11] или с моделью Блюма–Эмери–
Гриффитса [12]. Аналогичная псевдоспиновая модель
для купратов рассмотрена в работе [13], в которой
типичную для моделей типа Блюма–Эмери–Гриффитса
фазовую диаграмму авторы напрямую соотносят с фа-
зовой диаграммой купратов. Наша модель отличает-
ся выбором базисных состояний и нацелена на рас-
смотрение конкуренции спинового и зарядового поряд-
ка в области псевдощелевого поведения на фазовой
диаграмме купратов.

Спин–псевдоспиновая система характеризуется бо-
гатой фазовой диаграммой основного состояния, кото-
рая была исследована в приближении среднего поля
(СП) [14, 15]. Было показано, что в системе в основ-
ном состоянии возможны 5 фаз в двух различных пре-
делах. В пределе слабого обмена, при Jeff < V , где
Jeff = Js2, реализуются различные типы зарядового
порядка (ЗП) при средней плотности заряда n. При
∆ < 0 фаза ЗП не содержит спиновых центров (Cu2+),
при 0 < ∆ < 2 (V − Jeff ) ЗП разбавляется невзаимо-
действующими спиновыми центрами, распределенны-
ми только в одной подрешетке. При ∆ > 2 (V − Jeff )
имеет место АФМ спиновое упорядочение, которое
разбавляется невзаимодействующими зарядовыми цен-
трами (Cu1+ или Cu3+, в зависимости от знака n),
распределенными только в одной подрешетке. За счет
этого формально имеет место ферримагнитное спино-
вое упорядочение. В пределе сильного обмена, при
Jeff > V , реализуются только фазы ЗП, которая не
содержит спиновых центров, и однородная АФМ фа-
за, разбавленная зарядовыми центрами. Граница меж-
ду этими фазами на фазовой диаграмме определяется
выражением ∆ = 2 (1− |n|) (V − Jeff ).

Температурные фазовые диаграммы и термодинами-
ческие характеристики были исследованы с помощью
метода Монте–Карло (МК) [15–18] и в приближении
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Рис. 1: Температурные фазовые диаграммы спин-псевдоспиновой системы при n = 0.1. Левая панель: случай сильного
обмена, V/J = 0.1. Правая панель: случай слабого обмена, V/J = 1.0. Сплошные линии 1 и 2 показывают критическую
температуру перехода из неупорядоченной (НУ) фазы в фазу ЗП или АФМ фазу в приближении СП. Точки показывают
значение температуры перехода, определенной по максимуму теплоемкости в методе МК. Пунктирные линии а и б показывают
сечения фазовой диаграммы, выбранные для исследования в настоящей работе
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Рис. 2: Зависимости теплоемкости от температуры, полученные методом МК для системы 60×60 при n = 0.08, 0.1, 0.12.
Левая панель: случай сильного обмена, V/J = 0.1, ∆/J = 1. Правая панель: случай слабого обмена, V/J = 1.0, ∆/J = 2

СП [19, 20] (рис. 1). Наиболее яркой особенностью, ко-
торую выявляет МК моделирование, является двухпи-
ковая структура температурной зависимости теплоем-
кости в АФМ фазе при сильном обмене (рис. 2,а). Низ-
котемпературный пик теплоемкости связан с фазовым
расслоением на псевдоспиновую (зарядовую) и магнит-
ную (спиновую) подсистемы, при котором АФМ матри-
ца выталкивает заряженные немагнитные примеси, ми-
нимизируя поверхностную энергию. Приближение СП,
напротив, предполагает в качестве решения однород-
ное состояние. В настоящей работе мы исследуем тер-
модинамическую устойчивость АФМ фазы для слу-
чаев сильного и слабого обмена. Одим из критериев
устойчивости термодинамической фазы является поло-
жительность коэффициента устойчивости

κ =

(

∂µ

∂n

)

T

, (2)

который мы будем называть сжимаемостью. Мы срав-
ниваем результаты СП для химического потенциала
и сжимаемости с результатами численного расчета
методом МК.

1. МЕТОДИКА РАСЧЕТА

В работах [19, 20] была получена следующая оценка
свободной энергии системы в расчете на один узел:

f = −
T

2
lnZc + 2V

(

n2 − a2
)

+

+ 2Jeff
(

m2 − l2
)

+ hzn+ haa+ gzm+ gal. (3)
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Здесь

Zc = ln

[

4

(

e−∆/T ch
hz + ha

T
+ ch

gz + ga
T

)

×

×

(

e−∆/T ch
hz − ha

T
+ ch

gz − ga
T

)]

(4)

— статистическая сумма узла решетки в приближе-
нии СП, hz, ha, gz, ga — молекулярные поля, которые
связаны с плотностью заряда n, зарядовым параметром
порядка a, спиновыми ферромагнитным и антиферро-
магнитным параметрами порядка, m и l, стандартными
соотношениями

n =
T

2

∂ lnZc

∂hz
, a =

T

2

∂ lnZc

∂ha
,

m =
T

2

∂ lnZc

∂gz
, l =

T

2

∂ lnZc

∂ga
.

(5)

Минимизация f приводит к системе уравнений для
поиска значений параметров порядка при заданных
T и n:

4V a = ha, 4Jeffm = −gz, 4Jeff l = ga. (6)

Эти уравнения необходимо решать совместно с соот-
ношениями (5). Найденные решения определяют зна-
чение свободной энергии f (3) при заданных T и n
и позволяют найти химический потенциал и сжимае-
мость по формулам

µ =

(

∂f

∂n

)

T

, κ =

(

∂µ

∂n

)

T

=

(

∂2f

∂n2

)

T

. (7)

Результаты для химического потенциала и сжима-
емости, полученные в приближении СП, мы сравни-
ваем с результатами численного моделирования этой
системы классическим методом МК. Мы использова-
ли алгоритм Метрополиса на плоской квадратной ре-
шетке 60×60 с периодическими граничными условия-
ми для системы с гамильтонианом (1) без последнего
слагаемого, пропорционального химическому потенци-
алу µ, т.к. условие постоянства заряда,

∑

Szi = const,
в нашей программе соблюдалось точно: на каждом ша-
ге мы изменяли состояние произвольно выбранной па-
ры узлов решетки a и b, требуя сохранения величины
Sza + Szb. Мы реализовали высокопроизводительные
параллельные вычисления на видеокарте NVIDIA, что
позволило нам проводить расчет для 256 копий систе-
мы одновременно.

Численное моделирование методом МК позволя-
ет найти среднюю энергию e (n, T ) и теплоемкость
c (n, T ) при заданных n и T в расчете на один узел:

e (n, T ) =
E (n, T )

N
,

c (n, T ) =
1

NT 2

(

E2 (n, T )− E (n, T )
2
)

.

(8)

Здесь черта означает статистическое усреднение,
E (n, T ) — полная энергия системы.

С учетом количества копий системы и числа испы-
таний, равного 8× 105 для каждого значения темпера-
туры, относительная погрешность данных МК не пре-
вышает ε = 0.007%.

Для расчета свободной энергии и ее производных по
n, мы вычисляли энтропию системы в расчете на один
узел по формуле

s (n, T ) = s (n, T0) +

∫ T

T0

c (n, T ′)

T ′
dT ′, (9)

где значение T0/J в наших расчетах было равным 0.02.
Интегрирование в (9) проводилось методом трапеций.
С учетом этого, выражения для расчета химического
потенциала и сжимаемости имеют вид:

µ =
∂e (n, T )

∂n
− T

∂s (n, T )

∂n
,

κ =
∂2e (n, T )

∂n2
− T

∂2s (n, T )

∂n2
.

(10)

Величину s (n, T0) в (9) можно приближенно считать
равной энтропии основного состояния, Ns0 = lnΓ0, где
Γ0 — статистический вес основного состояния. Для
АФМ фазы в случае сильного обмена для системы
60×60 s0 ≈ 0. В случае слабого обмена оценка эн-
тропии основного состояния имеет вид

s0 =
1

N
ln
[

C
|n|N
N p(|n|)

]

. (11)

Здесь C
|n|N
N — биномиальный коэффициент, p(|n|) —

доля конфигураций, соответствующих основному со-
стоянию системы. В пределе N → ∞ получаем зависи-
мость

s0(n) = −|n| ln |n| − (1− |n|) ln (1− |n|) . (12)

Для расчета p(|n|) нами была написана программа,
которая при заданной величине n генерировала слу-
чайное распределение зарядов соответствующее основ-
ному состоянию системы, затем производила случай-
ные перестановки зарядов и подсчитывала долю пере-
становок, которые не приводили к повышению энер-
гии системы. В результате были получены следую-
щие значения: p(0.08) = 0.8870, p(0.10) = 0.8666,
p(0.12) = 0.8468.

Дифференцирование в (10) проводилось по трехто-
чечной схеме. Для низких температур можно восполь-
зоваться выражением (12) для энтропии и выражени-

ем e0(n) = |n|∆ − 2Jeff
(

1 − |n|
)2

+ 2n2V для энер-
гии [14, 15] при оценке ошибок аппроксимации в фор-
мулах (10). Относительная оценка ошибки аппрокси-
мации для µ составляет 0.3%, для κ — 0.6%. Значение
δn = 0.02 для шага дифференцирования по n было
выбрано с целью уменьшения при вычислении второй
производной ошибки округления, которая, как извест-
но, пропорциональна (δn)−2. С учетом величины отно-
сительной погрешности МК, ε = 0.007%, относитель-
ная оценка ошибки округления для µ дает 0.2%, а для
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Рис. 3:

Зависимости энтропии от температуры при n = 0.08, 0.1, 0.12. Левая панель: случай сильного обмена, V/J = 0.1, ∆/J = 1.
Правая панель: случай слабого обмена, V/J = 1.0, ∆/J = 2
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Рис. 4: Зависимости химического потенциала от температуры при n = 0.1. Левая панель: случай сильного обмена, V/J = 0.1,
∆/J = 1. Правая панель: случай слабого обмена, V/J = 1.0, ∆/J = 2. Сплошные линии показывают результаты приближения
СП, точки показывают результаты метода МК

κ относительная оценка ошибки округления составля-
ет 5%. Поскольку выражения (10) очень чувствитель-
ны к значениям s (n, T0), в расчетах мы использовали
точное выражение (11) для s0. Использование вместо
(11) формулы (12) дает для κ относительную ошибку
округления более 100%.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 3 приведены температурные зависимости
энтропии, вычисленные из значений теплоемкости
(рис. 2) по формуле (9). В случае слабого обмена
(рис. 3,б) была учтена энтропия основного состояния,
которую мы вычисляли по формуле (11). Отметим, что
при высоких температурах зависимости энтропии для
разных n (в наших расчетах n = 0.08, 0.1, 0.12) сбли-
жаются как в случае сильного, так и в случае сла-
бого обмена. Это служит косвенным признаком, под-
тверждающим корректность учета поправок к энтро-
пии при T = T0 в случае слабого обмена.

Температурные зависимости химического потенциа-
ла и сжимаемости при n = 0.1 показаны на рисунках 4
и 5. Сплошные линии соответствуют результатам, по-
лученным с помощью численного решения уравнений
СП (5,6). Точками показаны результаты, полученные
из данных МК по формулам (9,10). Из приведенных
зависимостей видно, что в высокотемпературной обла-
сти аналитические и численные результаты как для хи-
мического потенциала, так и для сжимаемости лучше
согласуются в случае сильного обмена, чем в случае
слабого обмена. Мы полагаем, что это связано с силь-
ной чувствительностью результатов в случае слабого
обмена к учету s (n, T0).

Основной интерес представляет сравнение резуль-
татов СП и метода МК в низкотемпературной об-
ласти. В приближении СП сжимаемость при T → 0
становится отрицательной, как в случае сильного, так
и в случае слабого обмена (рис. 5). Таким образом,
приближение СП предсказывает неустойчивость одно-
родного состояния АФМ фазы, разбавленной подвиж-
ными заряженными примесями, при любой силе вза-
имодействия между примесями. Результаты, получен-
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Рис. 5: Зависимости сжимаемости от температуры при n = 0.1. Левая панель: случай сильного обмена, V/J = 0.1, ∆/J = 1.
Правая панель: случай слабого обмена, V/J = 1.0, ∆/J = 2. Сплошные линии показывают результаты приближения СП,
точки показывают результаты метода МК. На вставках в увеличенном масштабе показана низкотемпературная область

ные методом МК, показывают, что разбавленная АФМ
фаза является неустойчивой только в случае сильно-
го обмена: в этом случае сжимаемость обращается
в ноль при конечной температуре, а в случае слабо-
го обмена сжимаемость остается положительной при
T > 0. Наш предварительный анализ показывает, что
возможная причина качественного несоответствия ре-
зультатов СП и метода МК в случае слабого об-
мена состоит в переоценке в рамках СП обращения
в ноль коррелятора типа заряд-заряд для ближайших
соседей. В приближении СП это воспринимается как
зарядовой упорядочение, однако при малых плотно-
стях, |n| < 0.3, заряженные примеси распределяются
по подрешеткам равномерно.

Отметим также заметную разницу в значениях хи-
мического потенциала при T → 0, полученных метода-
ми СП и МК при сильном обмене (рис. 4,a). Эта разни-
ца является следствием фазового расслоения: соглас-
но [15], в приближении СП µ = ∆+J+4 (V − Jeff )n =
1.94, тогда как с учетом фазового расслоения полу-
чается значение, µ = (1− |n|) (∆ + J) = 1.8, более
близкое к результатам МК. При слабом обмене зна-
чение µ = ∆+ J = 3.0, полученное в приближении СП
при T → 0, хорошо согласуется с результатами МК
(рис. 4,б).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В этой работе мы рассмотрели термодинамиче-
скую устойчивость АФМ фазы двумерной спин-

псевдоспиновой системы для случаев сильного и сла-
бого обмена. Мы получили значения коэффициента
устойчивости, сжимаемости, используя численные ре-
шения уравнений среднего поля и с помощью моде-
лирования методом Монте–Карло. Мы показали, что
приближение среднего поля предсказывает неустой-
чивость однородного состояния АФМ фазы, разбав-
ленной подвижными заряженными примесями, при
любой силе взаимодействия между примесями: сжи-
маемость системы при T → 0 становится отрица-
тельной. Численное моделирование показывает, что
АФМ фаза неустойчива только в случае сильного
обмена, а при слабом обмене сжимаемость системы
при T → 0 остается положительной.
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Features of phase separation in the spin-pseudospin model
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Reviewed model spin-pseudospin, which simulate the plane CuO2 in сuprates and take into consideration spin exchange and
charge correlations on the site and between sites. Model spin-pseudospin allows us to study the competition of charge and
magnetic ordering on plane CuO2 in cuprate. In this paper, we evaluated the effect of this competition exploring the stability of
the thermodynamic system for reasonable parameters of the model. For this studie, we calculated such values as we call it the
compressibility of our system and chemical potential, then we compared results of a numerical calculation using classical method
Monte-Carlo with analytical results within the mean-field approximation.
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