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В соответствии с теоремами об отсутствии скалярных волос у черных дыр, обладающих ре-
гулярным горизонтом событий, дилатонный заряд p-бран в теориях супергравитации не является
независимым параметром. В скалярно-тензорной теории с минимальной связью асимптотически-
плоское решение с ненулевым скалярным зарядом имеет сингулярный горизонт. Методом генерации
решений с помощью сигма-модельного представления здесь мы получаем решения для p-бран, в ко-
торых дилатонный заряд является независимым параметром, и обсуждаем их свойства. Для случая
трехмерного поперечного пространства строятся также новые решения в которых поперечное про-
странство не является сферически симметричным и содержит независимый параметр деформации.
При p = 0 и в отсутствии скалярного поля это соответствует решению Зипоя–Вурхиса в общей
теории относительности.
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ВВЕДЕНИЕ

Стандартные дилатонные p-браны в теориях супер-
гравитации являются решениями уравнений Эйнштей-
на с дилатоном и антисимметричной формой в каче-
стве источников [1, 2]. Эти решения являются асимп-
тотически плоскими в поперечном пространстве и име-
ют регулярный горизонт событий. При этом дила-
тонный заряд не является независимым параметром,
но выражается через другие параметры решения, та-
кие как масса и заряды Пейджа p-браны. Для слу-
чая p = 0 это соответствует выполнению теоремы об
отсутствии волос, запрещающей независимый скаляр-
ный заряд для асимптотически плоских чёрных дыр
с регулярным горизонтом событий. Решения счита-
ются частицеподобными, если выполняется один из
критериев: сильный (решения должны быть несин-
гулярными) либо слабый (сингулярности допускают-
ся, но полная энергия и энергия материальных по-
лей должны быть конечными) [3]. В последнее вре-
мя привлекают внимание решения с сингулярностя-
ми, в частности изучаются астрофизические следствия
допущения о возможности нарушения принципа кос-
мической цензуры [4–7]. Как было показано в [8],
теория Калуцы–Клейна, которая сводится к модели
Эйнштена–Максвелла с дилатоном, не допускает ре-
гулярные незаряженные решения с нетривиальным по-
лем дилатона. В скалярн–тензорной теории с мини-
мальной связью наиболее известным сингулярным ре-
шением с независимым скалярным зарядом является
решение Фишера–Яниса–Ньюмена–Виникура [9], пе-
реоткрытое позже в работах [10–13], эквивалентность
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которых показана в [14, 15]. Это решение удовлетво-
ряет слабому энергетическому условию и обладает го-
ризонтом событий с сильной сингулярностью кривиз-
ны [16–18].

Подобные сингулярные решения можно построить
и для дилатонных p-бран; ранее они возникали как
нежелательные решения при построении общих ре-
шений уравнений супергравитации для этих объек-
тов. Их свойства, однако, не были достаточно изу-
чены. Здесь мы построим заряженные решения для
сингулярных p-бран, представляющие собой обобще-
ние решения Фишера-Яниса-Ньюмена-Виникура, ме-
тодом преобразований Харрисона [19]. В этот класс
входит, в частности, NS5-брана в теории струн типа
IIB. Для случая трехмерного поперечного простран-
ства также строится более общее решение, в котором
вводится параметр отклонения от сферичности Зипоя-
Вурхиса [20, 21].

Глобальный характер геодезических и аккреционных
дисков на фоне решения Фишера–Яниса–Ньюмена–
Виникура в значительной степени зависит от парамет-
ра отклонения от решения Шварцшильда, который вы-
ражается через массу и скалярный заряд [22, 23]. Гео-
дезические заряженных частиц на фоне заряженных
решений Фишера в теории Эйнштейна-Максвелла со
скаляром (без взаимодействия скаляра с полем Макс-
велла) были подробно изучены в работе [24]. В насто-
ящей работе будет рассмотрено асимптотическое пове-
дение незаряженных геодезических и пробного скаляр-
ного поля в окрестности сингулярностей различного
характера, возникающих в полученных решениях.

1. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ХАРРИСОНА ДЛЯ БРАН

Опишем коротко технику построения p-бранных ре-
шений [25] с помощью обобщенных преобразований
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Харрисона. Рассмотрим теорию Эйнштейна с дилато-
ном и полем антисимметричной формы в D-мерном
пространстве:

S =

∫

dDx
√
−G

(

R − 1

2
(∇φ)2 − exp (−αφ)

2(n+ 1)!
F 2
(n+1)

)

,

(1)
где GMN — метрика, F(n+1) = dA(n) — антисиммет-
ричная форма ранга n + 1, φ — дилатон, α — дила-
тонная константа связи, значение которой определяет-
ся конкретной теорией. Действию (1) соответствуют
уравнения движения

RMN − 1

2
GMNR = e−αφT

(F )
MN + T

(φ)
MN , (2)

∂M

(

e−αφ
√
−GFMM1...Mn

)

= 0, (3)

1√
−G

∂M

(√
−GGMN∂Nφ

)

+
α

2(n+ 1)!
e−αφF 2

(n+1) = 0,

(4)
где тензоры энергии-импульса для антисимметричной
формы и дилатона определены следующим образом

T
(F )
MN =

1

2n!

(

FMM1...Mn
F M1...Mn

N

)

+

+
1

4(n+ 1)!
GMNF

2
(n+1), (5)

T
(φ)
MN =

1

2

(

∂Mφ∂Nφ− 1

2
GMN∂Lφ∂

Lφ

)

. (6)

Предполагая существование d коммутирующих век-
торов Киллинга, один из которых времениподобен,
определим анзац для D-мерной метрики

ds2 = gµν(x)dy
µdyν +

(√−g
)−2/s

hαβ(x)dx
αdxβ , (7)

где gµν и hαβ — метрики на d-мерном мировом объеме
браны и s+2-мерном поперечном пространстве, так что
D = d+s+2. Обе метрики зависят только от координат
поперечного к бране пространства, а их индексы про-
бегают значения µ, ν = 0, . . . , d−1 и α, β = 1, . . . , s+2.
Для антисимметричной формы F(n+1) = dA(n) можно
выбрать электрический анзац с n = d

A01...d−1 = v(x) (8)

или магнитный анзац c n = s

Fα1...αs+1 =
eαφ√
−G

ǫα1...αs+1β∂βu(x), (9)

где электрический v(x) и магнитный u(x) потенци-
алы зависят также только от координат поперечно-
го пространства. Для удобства представления сигма-
модели, перенормируем метрику мирового объема бра-
ны следующим образом gµν = f2/d g̃µν , где f =

√−g,

det g̃µν = −1. Подстановка этих величин в уравне-
ния исходной теории приводят к уравнениям электри-
ческой либо магнитной сигма-моделей на поперечном
пространстве, в которых роль скалярных функций вы-
полняют величины f, φ, g̃µν и v либо u соответствен-
но [25]. Линейные элементы пространства скаляров
сигма–моделей имеют вид:

dl2e = Adξ2+ +Bdψ2
+ − 1

2
e−ψ+dv2 +

1

4
tr
[

g̃−1dg̃ g̃−1dg̃
]

,

(10)

dl2m = Adξ2− +Bdψ2
− − 1

2
e−ψ−du2 +

1

4
tr
[

g̃−1dg̃ g̃−1dg̃
]

,

(11)
где ξ±, ψ± — следующие функции от φ и f :

ξ± = ±sdφ−α(s+ d) ln f, ψ± = ±αφ+2 ln f, (12)

и A,B — константы:

A =
1

sd∆
, B =

s+ d

2∆
, ∆ = α2(s+ d) + 2sd.

Между электрической (10) и магнитной (11) σ-
моделями существует дискретная электромагнитная
дуальность

φ→ −φ, u↔ v, (13)

переводящая электрическое решение в магнитное и на-
оборот. Учитывая, что магнитное решение можно по-
лучить из электрического с помощью дуальности, рас-
смотрим электрический случай (10).

Группа изометрий таргет-пространства
SL(d,R)/SO(1, d − 1) × SL(2, R)/SO(1, 1) × R
состоит из преобразований матрицы g̃, трансляции
вдоль ξ+ и нетривиальных преобразований на под-
пространстве (ψ+, v), на которых основана генерация
новых решений. Как и в четырехмерной теории
Эйнштейна-Максвелла, можно ввести потенциалы
Эрнста:

Φ =
v

2
√
2B

, E = expψ+ − v2

8B
. (14)

Нетривиальное преобразование изометрии, сохраняю-
щее асимптотическое поведение потенциалов Эрнста
E → 1 и Φ → 0, имеет вид:

Φ =
Φ(0) + c(cΦ(0) + E(0) − 1)

1− 2cΦ(0) − c2E(0)
,

E =
E(0) + 2cΦ(0) − c2

1− 2cΦ(0) − c2E(0)
,

(15)

где индекс (0) обозначает принадлежность затравоч-
ному решению, на которое действует преобразование,
а c — вещественный параметр преобразования. Для
затравочного решения с тривиальным электрическим
потенциалом v0 = 0 преобразование (15) упрощается

Φ = c
E(0) − 1

1− c2E(0)
, E =

E(0) − c2

1− c2E(0)
. (16)
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Преобразования изометрии магнитного таргет–
пространства (11) можно получить, заменив v, ψ+

на u, ψ− в (14). Полученные преобразования яв-
ляются обобщением преобразований Харрисона на
рассматриваемую модель (1).

2. ЗАРЯЖЕННАЯ ГИПЕРБРАНА СО
СКАЛЯРНЫМИ ВОЛОСАМИ

Для того, чтобы сгенерировать заряженную гипер-
брану с независимым скалярным зарядом, будем ис-
пользовать решение рассматриваемой системы уравне-
ний в отсутствии поля формы, известное в четырехме-
рии как решение Фишера.

2.1. Решение Фишера в D измерениях

Решение Фишера [9], переоткрытое позже в ряде ра-
бот [10–13], было обобщено на случай произвольной
размерности Ксантопулосом и Занниасом [26]. В тео-
рии с действием

S =
1

16π

∫

dqx
√−g

(

R− q − 2

q − 3
(∇ϕ)2

)

(17)

решение записывается в виде

ds2 = −fσ1 dt2 + f
1−σ
q−3 −1

1 dr2 + r2f
1−σ
q−3

1 dΩ2
(q−2),

ϕ =
Σσ

2M
ln f1, f1 = 1−

(r0
r

)q−3

,

rq−3
0 =

16Mπ

(q − 2)σSq−2
, σ =

M√
M2 +Σ2

,

(18)

где масса M и скалярный заряд Σ являют-
ся независимыми параметрами решения, Sn =
2π(n+1)/2/Γ

(

n+1
2

)

— площадь единичной n-сферы,
dΩ2

(n) — квадрат элемента длины на единичной n-

сфере. После замены ϕ =
√

(q − 3)/(2q − 4) φ можно
убедиться, что уравнения движения модели с действи-
ем (17) согласованно соответствуют уравнениям дви-
жения (2)-(4) для тривиальной формы F(n+1) = 0. По-
этому решение Фишера также является решением рас-
сматриваемой модели (1).

Горизонт событий при r = r0 сингулярен для Σ 6= 0,
в чем можно убедиться, вычислив скаляр кривизны.
Нулевой скалярный заряд Σ = 0 приводит к стандарт-
ному решению Шварцишильда в q измерениях.

2.2. Генерация заряженной Фишер–браны

Для получения заряженной Фишер-браны, выбе-
рем затравочное решение в виде (18), дополнив
метрику плоским подпространством с координатами
y1, . . . , yd−1. Метрику подпространства с координата-
ми t, y1, . . . , yd−1 и пространственно-подобную часть

метрики (18) можно отождествить с g
(0)
µν и h

(0)
αβ соот-

ветственно, откуда потенциалы затравочного решения

имеют вид ψ(0)
+ = σU ln f1 и ξ

(0)
+ = ξ+ = σV ln f1, где

U =

√

s+ 1

2s

αΣ0

M0
+1, V = sd

√

s+ 1

2s

Σ0

M0
− 1

2
α(s+ d).

(19)

Подставляя ψ(0)
+ и ξ(0)+ в (14), получим затравочные по-

тенциалы Эрнста E(0) = fσU1 , Φ(0) = 0. Тогда действие
преобразования (16) на потенциалы затравочного ре-
шения приводит к новым потенциалам Эрнста

E =
fσU1 − c2

1− c2fσU1

, Φ = c
fσU1 − 1

1− c2fσU1

. (20)

Используя (12) и (14) можно выразить новые v, φ
и f для сгенерированного решения, которые приводят
к окончательному выражению для электрически заря-
женной p-браны

ds2 = f
4s/∆
2

(

−fσ1 dt2 + dy21 + . . .+ dy2d−1

)

+

+f
−4d/∆
2 f

−σ/s
1

(

f
(1−s)/s
1 dr2 + r2f

1/s
1 dΩ2

s+1

)

,

φ =
σ(U − 1)

α
ln f1 + 4Bα ln f2,

A01...d−1 = 2c
√
2B
(

fσU1 f2 − 1
)

,

(21)

где

f1 = 1− rs0
rs
, f2 =

1− c2

1− c2fσU1

,

rs0 =
16M0π

σ(s+ 1)Ss+1
, σ =

M0
√

M2
0 +Σ2

0

.

Решение имеет физический смысл при s, d ≥ 1. Неза-
висимыми параметрами являются масса и скалярный
заряд затравочного решения M0,Σ0 и параметр преоб-
разования c. Решение (18) может быть восстановлено
при c = 0, d = 1.

Магнитную брану можно найти с помощью электро-
магнитной дуальности (13). Согласно (9), антисиммет-
ричная форма с опущенными индексами имеет вид

Fα1...αs+1 =
c

1− c2
s

s+ 1

32M0Uπ
√
2B

Ss+1

√

Ω(s+1)ǫα1...αs+1 ,

(22)
где

√

Ω(n) — элемент объема единичной n-сферы,
ǫα1...αs+1 = ±1.

Важным примером полученных решений могут слу-
жить браны F1 и NS5 в суперструнной теории ти-
па IIB. Фундаментальная струна F1 является ре-
шением c электрически заряженной 3-формой при
d = 2, s = 6, α = 1. Дуальная ей солитонная 5-
брана NS5 обладает магнитным зарядом с параметрами
d = 6, s = 2, α = 1.
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2.3. Заряды

Масса Комара и электрический заряд Пейджа заря-
женной Фишер-браны определяются следующим обра-
зом

M̃ = κD

∫

∂M

∗dK =
D − 2

D − 3

s

s+ 1
M0 (1 + δM )Vy , (23)

Q̃ = κD

∫

∂M

∗Fe = (−1)d
c

1− c2
D − 2

D − 3

s

s+ 1
2
√
2BM0U.

(24)
где

κD = − 1

16π

D − 2

D − 3
, δM =

4s

∆

c2

1− c2
U, (25)

и K = ∂t — времениподобный вектор Киллинга, Vy —
нормировочный объем браны, ∂M — гиперповерхность
s+1-сферы на асимптотике. Для согласованности с па-
раметром M0 из затравочной метрики, переопределим
массу и электрический заряд следующим образом

M =
(D − 3)(s+ 1)

(D − 2)sVy
M̃ =M0 (1 + δM ) , (26)

Q =
(D − 3)(s+ 1)

(D − 2)s
Q̃ = (−1)d

c

1− c2
2
√
2BM0U. (27)

Выражение для магнитного заряда P̃ = κD
∫

∂M Fm
совпадает с электрическим.

Из асимптотического поведения поля дилатона на
r → ∞

φ ≈ −r
s
0

rs
σ(U − 1)

α
(1 + δΣ) ,

δΣ = 4Bα2 U

U − 1
· c2

1− c2

(28)

определим скалярный заряд как Σ = Σ0 (1 + δΣ) с це-
лью выполнения равенства Σ = Σ0 при c = 0. В
дальнейшем удобнее переопределить дилатонный за-
ряд так:

D = −Σ

α

√

s+ 1

2s
. (29)

Как будет показано в разделе 2.4, необходимым
условием регулярности горизонта является Σ0 = 0. Это
условие не приводит к нулевому скалярному заряду D,
а накладывает на заряды условие

Q2 = D

(

∆− 4s

d+ s
D − 2M

)

(30)

для электрического решения и

P 2 = D

(

∆− 4s

d+ s
D + 2M

)

(31)

для магнитного, которое можно получить с помощью
замены D → −D, Q→ P . Для d = s = 1, α =

√
3, (∆−

4s)/(d + s) = 2 условия (30), (31) совпадают со свя-
зью на заряды Рашида в теории Эйнштейна-Максвелла
с дилатоном и константой связи α =

√
3 [27]. Уравне-

ние (30) имеет два корня

D± =
d+ s

∆− 4s
M

(

1±
√

1 +
∆− 4s

d+ s

Q2

M2

)

. (32)

При Q = 0, условие регулярности должно приво-
дить к условию регулярности для затравочных зарядов
(Σ0 = D = 0). Поэтому, корень D+ является побочным
и не соответствует возможной связи на заряды Σ0 = 0.
Такая же ситуация наблюдается для связи (31) маг-
нитного решения.

При U → 0, c2 → 1 выражения для зарядов (26),
(27), (29) и метрический тензор имеют нетривиальный
конечный предел

f2 = (ζ ln f1 + 1)−1 , (33)

lim
U→0
c→±1

σU

1− c2
≡ ζ,

поэтому решение в этом пределе имеет физический
смысл. При ζ > 0 функция f2 расходится на радиу-

се rζ = r0
(

1− e−1/ζ
)−1/s

> r0 как 1/(r − rζ). При
ζ < 0 функция f2 не имеет нулей и стремится к нулю
на горизонте как 1/ ln f1.

Аналогично, предел M0, Σ0 → 0, c2 → 1 оставляет
заряды конечными. Введем малый параметр ǫ, от кото-
рого параметры M0, Σ0, c зависят как M0 = ξǫ, Σ0 =
ζǫ, c = ± (1− ǫ), где ζ и ξ — константы. Тогда, предел
ǫ→ 0 приводит к переопределению функций

f1 = 1, f2 =
rs

ρs + rs
, (34)

и зарядов

M =
2sΦ

∆
, D = −Φ(d+ s)

∆
, Q = ±Φ

√

d+ s

∆
, (35)

где

ρs =
8πΦ

(s+ 1)Ss+1
, Φ = ξ + αζ

√

1 + s

2s
.

Заряды магнитного решения можно получить из (35)
с помощью замены D → −D, Q → P . Можно убе-
диться, что полученные выражения для зарядов тож-
дественно выполняют условие регулярности (32), но
регулярными не являются в силу предельного харак-
тера. Эти решения известны и были найдены ранее
в работе [28].

Предел c → ∞ приводит к переопределению функ-
ции

f2 = f−σU
1 , (36)
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при этом поле антисимметричной формы становится
тривиальным. Это решение является частным случаем
более широкого класса решений, которое можно полу-
чить из затравочного с помощью SO(2) преобразова-
ний, рассмотренных в разделе 5.

Предельное решение (33) качественно не отличается
от общего класса решений, а предельное решение (36)
является частным случаем другого широкого класса
решений, который требует отдельного изучения. По-
этому далее в статье будут рассматриваться общее ре-
шение и предельное решение (34), которые будут обо-
значаться SG и SE соответственно.

2.4. Геометрические свойства

Чтобы провести анализ кривизны пространства-
времени, найдем скалярную кривизну, свернув индек-
сы в уравнении (2) и подставив решение в общем виде
для электрической или магнитной формы и скаляра
в тензор энергии-импульса

R =
1

2
σ2f

4d/∆
2 f

(σ−s−1)/s
1 f ′

1
2
(RF +Rφ) , (37)

RF =
4c2U2(d− s)f2

2 f
σU
1

(1− c2)2∆
,

Rφ =

(

Σ0

M0

√

s+ 1

2s
+

2αc2U(d+ s)f2f
σU
1

(1− c2)∆

)2

.

В общем случае SG функция f2 регулярна в точке
r = r0, поэтому она не может давать вклад в сингу-
лярность. В случае Σ0 6= 0 скалярная кривизна (37)

содержит слагаемое пропорциональное f (σ−s−1)/s
1 , ко-

торое расходится в силу отрицательности показателя
степени. При Σ0 = 0, M0 > 0 сингулярные слагаемые
отсутствуют и решения представляют регулярные чер-
ные дыры.

Функция f2 может расходиться, если знаменатель
обращается в нуль при fσU1 = c−2. Функция f1 огра-
ничена сверху значением 1, поэтому решение может
существовать при c2 > 1. Как видно из (37), это приво-
дит к появлению еще одной сингулярной поверхности
с радиусом r0(1− c−2/σU )−s > r0.

Для класса SE скалярная кривизна имеет вид

R =

(

2sρs

rs+1∆

)2

f
4d/∆+2
2 d(∆− s(d+ s)) ∼ r4ds/∆−2.

(38)
Чтобы выяснить, является ли точка r = 0 сингу-
лярностью, найдем экстремумы показателя степени
−2 + 4ds/∆ относительно параметра α2. Наименьшее
значение степень принимает при α2 → ∞, при котором
выражение стремится к −2. С другой стороны, при
α2 = 0 выражение принимает наибольшее значение
равное нулю. В этом случае, скалярное поле имеет три-
виальный вид, а решение является обобщением экстре-
мального решения Рейснера-Нордстрема на p-браны.

Поэтому, класс решений SE является сингулярным при
α 6= 0. При α2 = s(s−d)/(s+d), s ≥ d метрика является
Риччи-плоской, но прямыми вычислениями можно по-
казать, что скаляры RMNR

MN и RMNLKR
MNLK име-

ют поведение r4(d−s)/(d+s) в окрестности r = 0 и рас-
ходятся при s 6= d.

Для общих решений SG с параметром c2 < 1 тип
решения определяется из характеристик поверхности
r = r0. Определение горизонта событий является весь-
ма условным для сингулярного случая, так как такая
поверхность геометрически является точкой. Опреде-
ление горизонта событий из уравнения grr = 0 об-
ладает рядом недостатков. В общем случае SG это
уравнение накладывает условие на показатель степени
σ + s − 1 > 0, которое тождественно выполняется при
s > 2 и не выполняется при s = 2, σ = −1 или s = 1,
σ ≤ 0. Однако, этому условию удовлетворяют решения
Шварцшильда с отрицательной массой (σ = −1, c = 0)
при s > 2, которые являются голыми сингулярностями,
а не черными дырами. Условие не является инвари-
антным относительно замены радиальной координаты,
с помощью которой можно менять показатель степени
функции f1. Такими недостатками не обладает усло-
вие gtt = 0, которое для статических регулярных ре-
шений также выделяет горизонт событий. В случае ре-
шений SG это уравнение накладывает условие σ > 0
(M0 > 0). В решениях с положительной затравочной
массой M0 на поверхности r = r0 наблюдается беско-
нечное красное смещение gtt → 0, в случае отрица-
тельной — бесконечное синее смещение gtt → ∞. Как
будет показано в разделе 3, приближение радиальной
геодезической к точке r = r0 наблюдается за конечное
время с точки зрения внешнего бесконечно удаленного
наблюдателя при любом параметре σ 6= 1. Таким обра-
зом r = r0 при σ 6= 1 строго не является горизонтом,
однако может обладать определенными его свойства-
ми. Для решений с параметром c2 > 1 определяющей
поверхностью является поверхность, на которой расхо-
дится функция f2. В силу gtt, grr → ∞, такие решения
являются голыми сингулярностями, на которых наблю-
дается бесконечное синее смещение. Решения класса
SG не могут быть экстремальными в смысле g′tt(r0) 6= 0
и g′rr(r0) 6= 0, в чем можно убедиться прямыми вычис-
лениями.

Для α = 0 класс решений SE совпадает с экстре-
мальными решениями Рейснера-Нордстрема с электри-
ческим или магнитным зарядом. Из (35) можно полу-
чить аналог no-force условия [29, 30] на заряды M и Q
(или M и P )

M2 =
4s2

(d+ s)∆
Q2, (39)

а выражение для вторичного скалярного заряда нахо-
дится из (32) для D−. При подстановке d = s = 1
выражение (39) совпадает с известными результата-
ми для BPS-решений в теории EMD M2 = Q2/(1 +
α2) [27, 31–33]. Класс SE всецело представляет BPS-
решения при любых параметрах d, s, α, которые соот-
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ветствуют p-бранам в теории суперструн IIA/IIB [34–
36].

В соответствии с данным анализом, класс SG яв-
ляется голой сингулярностью при σ 6= 1, которая мо-
жет обладать определенными свойствами черной дыры.
Класс предельных решений SE является обособлен-
ным, отделяя экстремальные решения от общего ре-
шения SG, которые являются регулярными лишь при
α = 0 (представляя экстремальные решения Рейснера-
Нордстрема с одним зарядом).

3. ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ

Запишем уравнение геодезических в виде

d

dτ

(

GMN Ẋ
N
)

− 1

2

dGPQ
dXM

ẊP ẊQ = 0. (40)

Метрика (21) может быть представлена в компактной
форме

ds2 = −a(r)dt2 + b(r) d~y 2 + v(r)dr2 + w(r)dΩ2
s+1 ,

(41)

где

a(r) = f
4s/∆
2 fσ1 , b(r) = f

4s/∆
2 ,

v(r) = f
−4d/∆
2 f

(1−s−σ)/s
1 , w(r) = f

−4d/∆
2 f

(1−σ)/s
1 r2.

(42)
В силу сферической симметрии, выберем направле-

ние движения лишь по экваториальной окружности на
s+ 1-сфере вдоль координаты ϕ. Из (40) можно найти
интегралы движения для t, yi и ϕ

ṫ = Ea−1, ẏi = kib−1, ϕ̇ = Lw−1. (43)

Выбираем аффинный параметр τ так, что ẊM Ẋ
M =

−ǫ, где ǫ = −1, 0, 1 для пространственно-подобных,
изотропных и времени-подобных геодезических соот-
ветственно. Учитывая интегралы движения (43), полу-
чим уравнение радиального движения

ṙ2 =
1

av

(

E2 − Veff

)

, (44)

Veff(r) =
a

b
~k2 +

a

w
L2 + aǫ. (45)

В терминах времени удаленного наблюдателя радиаль-
ное уравнение геодезической кривой примет вид

(

dr

dt

)2

=
a

E2v

(

E2 − Veff

)

(46)

Интервалы собственного времени и времени в систе-
ме бесконечно удаленного наблюдателя необходимого
для перемещения из r1 в r2 равны

∆τ = ±
∫ r2

r1

√
avdr

√

E2 − Veff

,

∆t = ±
∫ r2

r1

√

v

a

dr
√

1− Veff/E2

(47)

Геодезические могут достигать некоторой поверхно-
сти S с радиусом rS , если эффективный потенциал Veff

не стремится к +∞ на этой поверхности. Для изо-
тропных и времениподобных геодезических эффектив-
ный потенциал является положительно определенной
функцией во внешней области решения. Поэтому до-
статочно потребовать ограниченности потенциала Veff.
Если каждое слагаемое эффективного потенциала име-
ет поведение (r − rS)

a вблизи поверхности S, где a —
некоторая константа, то необходимым и достаточным
условием является a ≥ 0 для каждого слагаемого в по-
тенциале. Если геодезическая пересекает поверхность
S, то интервал времени необходимый для пересечения
этой поверхности в той или иной системе отсчета мо-
жет быть конечным или расходиться. Для внешнего
удаленного наблюдателя геодезическая достигает по-
верхности S за конечное время ∆t только в том слу-
чае, если

√

v/a интегрируемо в окрестности этой по-

верхности. Следовательно,
√

v/a не может расходить-
ся как (r − rS)

−1 или быстрее. Аналогично, интервал
собственного времени ∆τ , за который геодезическая
достигает поверхность S, конечен, если

√
va не расхо-

дится быстрее (r − rS)
−1. В табл. II приведены соот-

ветствующие условия для функций a, a/b, a/w,
√
va

и
√

v/a на основе результатов таблицы I.
Поведение геодезических на фоне общего решения

SG при c2 < 1 принципиально не отличается от дви-
жения на фоне незаряженных Фишер–бран. В зависи-
мости от значения σ, эффективный потенциал может
быть как ограниченным, так и расходящимся в сингу-
лярной точке. При σ ≥ 1/(1+s) потенциал всегда огра-
ничен для любых геодезических; при 0 ≤ σ < 1/(1+ s)
потенциал ограничен лишь для геодезических без уг-
лового момента L = 0; в случае σ < 0 сингулярность r0
достижима лишь для радиальных изотропных геодези-
ческих (ǫ = k = L = 0). Событие пересечения геоде-
зической кривой поверхности r0 всегда происходит за
конечное собственное время ∆τ . Внешний удаленный
наблюдатель может наблюдать это событие за конеч-
ное время лишь для сингулярного случая σ 6= 1.

В решениях SG с параметром c2 > 1 появляется дру-
гая сингулярность, которая меняет поведение геодези-
ческих в своей окрестности. Времениподобные геоде-
зические никогда не достигают сингулярности в си-
лу неограниченного роста эффективного потенциала.
Изотропные геодезические могут достигать ее, если
не обладают угловым моментом L = 0. С точки зре-
ния внешнего наблюдателя, изотропные геодезические
всегда достигают сингулярность за конечное время ∆t
и за конечный параметр ∆τ .

Геодезические на фоне решения из класса SE при

α2 ≤ α2
crit, где α2

crit =
2s2

s+d , обладают конечным эффек-
тивным потенциалом. Пересечение поверхности r = 0
осуществляется за конечное собственное время τ , но
бесконечно долго для внешнего наблюдателя. С другой
стороны, в теориях с α2 > α2

crit на фоне решений SE
эффективный потенциал с ненулевым угловым момен-
том неограниченно растет на сингулярности, а геодези-
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Таблица I: поведение a, a/b, a/w и
√
av,

√

v/a вблизи поверхности S с радиусом rS с точностью до мультипликативного
коэффициента, x = r − rS

Решение Общее выражение SG, c
2 < 1 SG, c

2 > 1 SE

rS r0 r0(1− c−2/σU )−s 0

a f
4s/∆
2 fσ

1 xσ x−4s/∆ x4s2/∆

a/b fσ
1 xσ x0 1

a/w f
4(s+d)/∆
2 f

σ−
1−σ
s

1 r−2 xσ−
1−σ
s x−4(s+d)/∆ x−2+4s(s+d)/∆

√
av f

2(s−d)/∆
2 f

(1−s)(1−σ)
2s

1 x
(1−s)(1−σ)

2s x2(d−s)/∆ x2s(s−d)/∆

√

v/a f
−2(s+d)/∆
2 f

−(s+1)σ+1−s

2s
1 x

−(s+1)σ+1−s

2s x2(s+d)/∆ x−2s(s+d)/∆

Таблица II: условия регулярности слагаемых в эффективном потенциале (45) и достижимости поверхности S с радиусом
rS в собственном времени τ и времени внешнего бесконечно удаленного наблюдателя t для различных решений; eǫ, ek,
eL, eτ , et — показатели степени ведущего члена в разложении функций a, a/b, a/w,

√
av,

√

v/a вблизи поверхности S
соответственно

Решение rS eǫ ≥ 0 ek ≥ 0 eL ≥ 0 eτ > −1 et > −1

SG, c
2 < 1 r0 σ ≥ 0 σ ≥ 0 σ ≥ 1

1+s
Всегда σ 6= 1

SG, c
2 > 1 r0(1− c−2/σU )−s Никогда Всегда Никогда Всегда Всегда

SE 0 Всегда Всегда α2 ≤ 2s2

s+d
Всегда α2 > 2s2

s+d

ческие с нулевым угловым моментом L = 0 достигают
сингулярность за конечное время ∆t.

4. ПРОБНОЕ СКАЛЯРНОЕ ПОЛЕ НА ФОНЕ
ЗАРЯЖЕННОЙ ФИШЕР-БРАНЫ

Исследуем решение уравнения Клейна–Гордона для
скалярного поля с массой µ, воспользовавшись обо-
значениями (42). После подстановки фоновой метрики,
уравнение Клейна-Гордона (✷ − µ2)φ = 0 принимает
вид

−a−1∂2t φ+b
−1∂2i φ+

1

R
∂r
(

Rv−1∂rφ
)

+
1

w
∆s+1
S φ−µ2φ = 0,

(48)
где ∆s+1

S — оператор Лапласа-Бельтрами на единичной
s+ 1-сфере и

R(r) =
√

−G/Ω(s+1) =
√
abd−1vws+1 =

= f
−4d/∆
2 f

1−σ
s

1 rs+1.

Подставив анзац для решения
φ = exp

{

−iωt+ ikiy
i
}

Φ(r)Y Kl (θ), где K — совокуп-
ность квантовых чисел гармоник Y Kl на гиперсфере,
кроме квантового числа полного момента l и учиты-
вая собственные значения гармоник на s + 1-сфере
∆s+1
S Y Kl = −l(l + s)Y Kl (состояние l вырождено

(2l+ s)(l + s− 1)!/l!s! раз [37]), получим

1

R
∂r
(

Rv−1∂rΦ
)

+

(

ω2

a
−
~k2

b
− l(l + s)

w
− µ2

)

Φ = 0.

(49)
Выполним замену переменных ∂r = W (̺)∂̺ и подста-
новку Φ = P (r)χ(r), где W и P — некоторые произ-
вольные функции. Желая получить уравнение вида

χ′′ +
(

ω2 − Veff

)

χ = 0, (50)

где штрих ′ обозначает производную по ̺, положим

W 2 =
v

a
,

P =

√

v

WR
= f

s+d
∆

2 f
−(1−σ)(s+1)/4s
1 r−(s+1)/2.

(51)

Подставляя (51) в (49), получим эффективный потен-
циал Veff

Veff = ~k2
a

b
+ l(l+ s)

a

w
+ aµ2 + V0, (52)

V0 = (lnP )′2 − (lnP )′′ . (53)

Стабильность фонового решения при линейных воз-
мущениях скалярного поля зависит от спектра соответ-
ствующих решений. Если задача является сингуляр-
ной, все решения дифференциального оператора могут
быть квадратично интегрируемыми, вследствие чего
возникает необходимость наложить граничные условия
для обеспечения самосопряженности дифференциаль-
ного оператора задачи Штурма-Лиувилля [38]. Спектр
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возмущений зависит от наложенных граничных усло-
вий, поэтому выводы о стабильности фоновой метрики
неоднозначны относительно выбора граничных усло-
вий [39]. Квадратичная L2-интегрируемость решений
не зависит от выбора функций W и P , если в соответ-
ствии с задачей Штурма-Лиувилля выбрать правиль-
ную меру интегрирования: R/a dr для (49) либо d̺
для (50).

В пределе r → +∞ мера имеет асимптотическое
поведение rs+1dr, поэтому L2-интегрируемые решения
должны стремиться к нулю быстрее r−1−s/2, при этом
решение уравнения (49) имеет асимптотический вид

Φ ≈ r−s/2
(

C1Jl+s/2(κr) + C2Yl+s/2(κr)
)

,

κ2 = ω2 − ~k2 − µ2.

При κ2 > 0 решения являются волновыми и не при-
надлежат классу L2-интегрируемых, что видно из ам-
плитуды колебаний решений r−(s+1)/2 на асимптотике.
Выполнение строгого равенства κ2 = 0 приводит к ре-
шению вида Φ ≈ C1r

l+C2r
−l−s, у которого квадратич-

но интегрируемой функцией может быть лишь вторая
мода при s > 2 либо l > 0. При κ2 < 0 одна мода реше-
ния экспоненциально расходится, а другая экспоненци-
ально стремится к нулю, поэтому L2-интегрируемой на
асимптотике может быть лишь одна из мод. В итоге,
L2-интегрируемые функции должны выполнять нера-

венство ω2 < ~k2 + µ2 (неравенство может быть нестро-
гим при s > 2 либо l > 0).

Рассмотрим уравнение вблизи сингулярности.
Асимптотика функции W =

√

v/a была рассмотрена
для каждого случая в таблице I. В общем случае
W ∼ xm, где m — константа, которая выражается
из параметров теории и решения. С точностью до
мультипликативной и произвольной аддитивной кон-
станты, новая координата выражается через старую
как ̺ ∼ xm+1 (либо ρ ∼ lnx при m = −1). Вблизи син-
гулярности функция P ведет себя как xn с точностью
до коэффициента, где n — определенная константа.
Из (53) для m 6= −1 получим V0 ≈ (ν2 − 1)̺−2/4, где

ν =
2n+m+ 1

m+ 1
. (54)

Найдем вид решения в окрестности сингулярности
для каждого класса фоновой метрики.

a. Класс SG при c2 < 1. Показатель степени
m = −1 + (1 + s)(1 − σ)/2s достигает минимума при
σ = 1 и равен −1. Случай σ = 1 аналогичен рас-
смотрению пробного поля на фоне регулярных метрик
Шварцшильда или Рейснера-Нордстрема [40–42], по-
этому рассматриваться не будет. Во всех остальных
случаях m > −1, поэтому в окрестности сингулярно-
сти ̺ → 0. Чтобы в Veff не возникало более сингуляр-
ных членов, чем ̺−2 из V0, необходимо потребовать
выполнение неравенств

σ

m+ 1
≥ −2,

(

σ − 1− σ

s

)

/(m+ 1) ≥ −2.

Оба условия выполняются строго при подстановке m,
поэтому наиболее сингулярное слагаемое эффектив-
ного потенциала содержится в V0. Функция P имеет

асимптотику x−
m+1

2 , откуда n = −(m + 1)/2 и ν = 0.
Решение уравнения (50) с таким эффективным потен-
циалом вблизи r = r0 имеет вид

Φ ≈ P̺1/2 (C1 + C2 ln ̺) ≈ C′
1 + C′

2 lnx. (55)

Обе моды решения являются квадратично интегри-
руемыми в окрестности сингулярности. Чтобы проб-
ное поле оставалось регулярным, необходимо поло-
жить C′

2 = 0 [43].
b. Класс SG при c2 > 1. Проведя аналогичные

рассуждения, получим m = 2(s+ d)/∆ > 0, n = −m/2
и ̺→ 0 в окрестности сингулярности. Условиями того,
что другие слагаемые Veff менее сингулярны, чем V0,
являются

(m+ 1)∆− 2s > 0, (m+ 1)∆− 2(d+ s) > 0,

и выполняются строго при любых параметрах решения.
Подставляя значенияm и n в (54), получим ν = 1/(m+
1). Решением уравнения (50) с таким эффективным
потенциалом в окрестности сингулярности является

Φ ≈ P
√
̺
(

C1̺
+ν/2 + C2̺

−ν/2
)

≈ C1x+ C2. (56)

Обе моды решения являются как регулярными, так
и квадратично интегрируемыми в окрестности сингу-
лярности.

c. Класс SE при α2 6= α2
crit = 2s2/(s + d). Реше-

ния α = 0 являются регулярными экстремальными чер-
ными дырами Рейснера–Нордстрема [44], поэтому по-
дробно рассматриваться не будут и далее будем пред-
полагать α 6= 0. Из асимптотик функций W и P нахо-
дим

m = −2s(s+ d)/∆ 6= −1, n = −m+ s+ 1

2
, (57)

̺ ≈ rm+1

ρm(m+ 1)
. (58)

Рассмотрим эффективный потенциал вблизи сингуляр-
ности, оставив лишь наиболее значимые члены разло-
жения каждого слагаемого

Veff ≈ ~k2 + q

(

rm+1

ρm(m+ 1)

)−2

+ µ2

(

r

ρ

)4s2/∆

, (59)

где

q =
l(l + s)

(m+ 1)2
+
ν2 − 1

4
=

(

l + s/2

m+ 1

)2

− 1

4
. (60)

При m > −1 (α2 > α2
crit) либо ~k2 = ω2, наиболее зна-

чимым является второе слагаемое Veff ≈ q̺−2. В этом
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случае в окрестности сингулярности решение имеет
вид

Φ ≈ P
√
̺
(

C1̺
√
q+1/4 + C2̺

−
√
q+1/4

)

≈

≈ C′
1r
l + C′

2r
−l−s, (61)

которое регулярно при C′
2 = 0. Функции, квадра-

тично интегрируемые в окрестности сингулярности на
фоне решений класса SE , должны стремиться к ну-
лю быстрее, чем r−s/2−1+2(d+s)/∆. Первая мода rl

удовлетворяет этому условию во всех случаях, кро-
ме l ≤ 2s(d + s)/∆ − 1 − s/2 при d = 1, α2 <
2s2/(s+ 1)(s + 2) < α2

crit. Другая мода r−l−s локально
квадратично интегрируема лишь в случае l = 0, s = 1,
α2 > 2(d+ 2)/(d+ 1) > α2

crit.

При α2 < α2
crit,

~k2 6= ω2 координата ̺ стремится
к бесконечности и уравнение на χ принимает вид

χ′′ + κ2χ ≈ 0, κ2 = ω2 − ~k2,

решение которого обладает асимптотическим поведе-
нием

Φ ≈ rn(C1 exp(iκ̺) + C2 exp(−iκ̺)). (62)

При κ2 > 0 в окрестности сингулярности решение бес-
конечно быстро осциллирует, расходится вследствие
n < 0 и не является квадратично интегрируемым. При
κ2 < 0 решение содержит моды, одна из которых экс-
поненциально расходится, а другая — экспоненциально
стремится к нулю, являясь квадратично интегрируемой
вблизи сингулярности.

d. Класс SE при α2 = α2
crit = 2s2/(s + d). Из

асимптотики соответствующих функций, имеем m =
−1, n = −s/2, ̺ ≈ ρ ln r → −∞. Подставляя фоновое
решение в (53), получим точное выражение функции
V0

V0 =
1

4
(rs + ρs)

− 2(s+1)
s ×

×
((

s2 − 1
)

r2s + 2s(s+ 1)rsρs + s2ρ2s
)

. (63)

В точке сингулярности, выражение (63) стремится
к конечному положительному значению V0|r=0 =
(s/2ρ)2. Учитывая другие слагаемые, эффективный по-

тенциал стремится к значению Veff ≈ ~k2+(l+s/2)2/ρ2.
Уравнение и решение имеют вид (62) с точностью до

замены κ2 = ω2−~k2− (l+s/2)2/ρ2 и зависимости ̺(r).
При κ2 > 0 моды остаются сингулярными и не инте-
грируемыми. При κ2 < 0 решение можно упростить

Φ ≈ C1r
−|κ|ρ−s/2 + C2r

|κ|ρ−s/2.

Первая мода решения всегда сингулярна и не интегри-
руема. Вторая мода регулярна при условии |κ|ρ ≥ s/2

(которое можно переписать в виде ω2 ≤ ~k2+l(l+s)/ρ2)
и всегда интегрируема. В случае κ2 = 0 выбирается

следующее значимое слагаемое эффективного потен-
циала rz с наименьшей степенью, для которого урав-
нение и решение принимают вид

χ′′ − b exp (z̺/ρ)χ ≈ 0,

Φ ≈ r−s/2

(

C1I0

(

2
√
bρ

z
rz/2

)

+

+C2K0

(

2
√
bρ

z
rz/2

))

≈

≈ C′
1r

−s/2 + C′
2r

−s/2 ln r,

где b, z > 0 — константы, I0, K0 — модифицированные
функции Бесселя второго рода. Полученные решения
расходятся при любых C1, C2 и не являются интегри-
руемыми.

5. ФИШЕР–БРАНЫ С ПАРАМЕТРОМ
ОТКЛОНЕНИЯ ОТ СФЕРИЧНОСТИ

Статичные незаряженные решения в теории грави-
тации со скаляром, к которой сводится действие (1)
при F = 0, можно свести к простой σ-модели, которая
позволяет вносить скалярный заряд в решения общей
теории относительности. Для этого в σ-моделях (10)
или (11) можно положить равным нулю v или u соот-
ветственно

dl20 =
s+ d

sd

(

d ln
√−g

)2
+

1

2
dφ2. (64)

Метрика таргет-пространства (64) обладает SO(2)-
симметрией с соответствующим преобразованием [17]






ln
√−g = cosβ · ln

√

−g(0) −
√

sd
2(s+d) sinβ · φ(0)

φ =
√

2(s+d)
sd sinβ · ln

√

−g(0) + cosβ · φ(0)
,

(65)
где β — параметр преобразования.

Используя известное в 3+1-мерной ОТО метрику
Зипоя-Вурхиса с аксиальной симметрией, браны с s =
1 можно дополнительно снабдить параметром дефор-
мации δ [20, 21]. Для этого начнем с метрики Зипоя-
Вурхиса в 4-мерном пространстве

ds2 = −f1(x)δdt2 + f1(x)
−δds2(3),

ds2(3) = k2
[

H(x, y)

(

dx2 +
x2 − 1

1− y2
dy2
)

+

+(x2 − 1)(1− y2)dϕ2
]

,

f1(x) =
x− 1

x+ 1
, H(x, y) =

(

x2 − 1

x2 − y2

)δ2−1

,

(66)

где k и δ — произвольные константы, а x и y — сферои-
дальные координаты, связанные со сферическими соот-
ношениями x = r

k − 1, y = cos θ. Подставляя d = s = 1,
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|g(0)| = f δ и φ(0) = 0 в SO(2)-преобразования (65)
и переопределяя β через соответствующие заряды, по-
лучим новое решение

ds2 = −f δσ1 dt2 + f−δσ
1 ds2(3), φ =

Σ

k
ln f1, (67)

где σ имеет прежнее значение, k =
M

σδ
. Полученное ре-

шение объединяет решения Фишера и Зипоя-Вурхиса.
Далее, расширим решение до D = d + 3 измерений
и применим преобразования (16). Так как решение
имеет вид решения Фишера в 3 + 1 измерениях с точ-
ностью до fσ1 → fσδ1 и ds(3), новое решение примет
вид, аналогичный решению (21)

ds2 = f
4/∆
2

(

−fσδ1 dt2 + dy21 + . . .+ dy2d−1

)

+

+f
−4d/∆
2 f−σδ

1 ds2(3),

φ(r) =
Σ

k
ln f1 + 4Bα ln f2,

f1(r) =
x− 1

x+ 1
, f2(r) =

1− c2

1− c2fσδU1

,

σ =
M√

M2 +Σ2
, U = 1 +

Σα

M
,

(68)

c электрическим потенциалом

A01...d−1 =
2
√
2B

c
(f2 − 1)

или магнитным полем

Fyϕ =
4c
√
2B

1− c2
(M + αΣ) .

Полученное решение представляет решение со скаляр-
ными волосами и параметром деформации δ. Его вид
совпадает с решениями (7), (8) с точностью до заме-
ны σ → σδ и метрики hαβ на 3-мерную часть метрики
Зипоя–Вурхиса.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе построены заряженные p-браны
с первичными скалярными волосами и электрическим
или магнитным зарядом в теории Эйнштейна со дила-
тоном и полем антисимметричной формы с помощью
сигма-модельного представления. Благодаря непрерыв-
ной SO(2)-дуальности решения с 3-мерным попереч-
ным пространством удалось также снабдить парамет-
ром отклонения от сферичности наподобие решения
Зипоя-Вурхиса в ОТО.

Полученные сферически симметричные решения
представляют собой голые сингулярности, кроме слу-
чая черных дыр при регулярном затравочном реше-
нии σ = 1 (Σ0 = 0, M0 > 0) с параметром преоб-
разования Харрисона c2 < 1. Условие Σ0 = 0 может

быть выражено в терминах новых зарядов, и в слу-
чае 0-бран в 4-мерном пространстве совпадает со свя-
зью на заряды Рашида [27]. Параметр преобразования
таргет-пространства c, принимающий значения от −1
до +1, аналитически может быть продолжен на всю
вещественную ось, причем существуют нетривиальные
пределы в окрестности точек c = ±1. Один из таких
пределов накладывает две связи на заряды: одну —
совпадающую с условием регулярности и другую —
дополнительную, которая совпадает с условием «no-
force» для известных случаев. Необходимое условие
регулярности на заряды приводит к регулярным чер-
ным дырам лишь для общего случая. Несмотря на вы-
полнение этого условия предельными решениями SE ,
их горизонт совпадает с другой сингулярностью при
α 6= 0, и поэтому решения SE являются сингулярны-
ми. В случае c2 > 1 возникает новая сингулярность
с другими физическими свойствами.

В работе были изучены геодезические в окрестности
сингулярности на фоне каждого класса решений, в том
числе эффективный радиальный потенциал и интер-
вал времени (собственный и удаленного наблюдателя),
необходимый для достижения геодезическими сингу-
лярности. В общем случае при c2 < 1 ключевую роль
в поведении геодезических играет параметр σ. Для об-
щего случая с параметром c2 > 1 характер геодезиче-
ских в окрестности сингулярности принципиально не
зависит от параметров теории и фонового решения. Су-
щественным для характера геодезических на фоне ре-
шений из класса SE является отношение дилатонной
константы связи α к своему критическому значению
α2

crit = 2s2/(s+ d). Если α2 ≤ α2
crit, характер геодезиче-

ских кривых в окрестности сингулярности схож с гео-
дезическими в окрестности черной дыры: эффектив-
ный потенциал всегда ограничен, а сама геодезическая
достигает сингулярности за бесконечный промежуток
времени относительно внешнего наблюдателя. В про-
тивном случае, при α2 > α2

crit эффективный потенци-
ал для геодезических с угловым моментом расходится,
а радиальные геодезические достигают точку сингу-
лярности за конечное время удаленного наблюдателя.

На фоне полученных решений было рассмотрено
пробное скалярное поле. С помощью замены динами-
ческой переменной и радиальной координаты, уравне-
ние движения пробного скалярного поля всегда приво-
димо к виду уравнения Шредингера с некоторым эф-
фективным радиальным потенциалом. Этот потенци-
ал состоит из двух частей, одна из которых совпада-
ет с эффективным потенциалом геодезических с точ-
ностью до замены интегралов движения на квантовые
числа; вторая часть определяется формой фоновой мет-
рики и всегда содержит значимые для асимптотиче-
ского поведения в окрестности сингулярности члены.
Поведение новой радиальной координаты, при которой
уравнение принимает вид уравнения Шредингера, су-
щественно зависит от того, достигают ли геодезиче-
ские точки сингулярности за конечное время внешнего
наблюдателя. Для класса фоновых метрик SE было по-
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казано, что вид скалярного поля существенно меняет-
ся при переходе через критическую точку дилатонной
константы связи αcrit. В зависимости от параметров фо-
новой метрики, пробное скалярное поле может быть
регулярным, сингулярным либо содержать как регу-
лярные, так и сингулярным моды. Для общего класса
решений при любых значениях c2 все моды решений
являются квадратично интегрируемыми в окрестности
сингулярности, поэтому выбор граничных условий яв-
ляется важным вопросом в задаче о стабильности ре-
шений на фоне линейных скалярных возмущений. Для
предельного класса решений по меньшей мере одна из

мод не является квадратично интегрируемой в окрест-
ности горизонта, за исключением случая l = 0, s = 1,
α2 > 2(d + 2)/(d + 1) > α2

crit, который для теории су-
перструн имеет вид s = 1, d = 7, |α| > 3/2.
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According to the well-known theorems of the absence of scalar hair in black holes with a regular event horizon, the dilaton
charge of the p-brane in supergravity theories is not an independent parameter. In a scalar-tensor theory with minimal coupling,
the asymptotically flat solution with a non-zero scalar charge has a singular horizon. With solution generating techniques via
sigma-model representation, here we obtain p-brane solutions, where the dilaton charge is an independent parameter, and then we
discuss their properties. For the case of three-dimensional transverse space, we construct solutions with an independent deformation
parameter, which represents the deviation from the spherical symmetry. For p = 0 and in the absence of the scalar field, this solution
corresponds to the Zipoy-Voorhees solution in general relativity.
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