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В работе изучено поведение флуктуаций числа частиц в сверхкритической области. При этом
для получения уравнений состояния используется требование максимально возможной термодина-
мической согласованности. Это позволяет описать форму гребня флуктуаций с точностью, соот-
ветствующей точности экспериментальных данных. В таком случае мы можем установить линию
максимумов флуктуаций, согласующуюся с экспериментом. Данная линия дает возможность най-
ти с высокой степенью точности плотность системы в критической точке. Плотность является
последним параметром критической точки, при определении которого, в отличие от температуры
и давления, возникают сложности. Предлагаемый подход дает способ решения данной проблемы.
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ВВЕДЕНИЕ

Особое значение при исследовании явлений в сверх-
критической области фазовой диаграммы вещества
имеет линия максимумов флуктуаций, определенных
на изотермах, которую для краткости называют лини-
ей максимумов флуктуаций, а иногда — гребнем [1, 2].
Как известно, флуктуации обращаются в бесконеч-
ность в критической точке, где и заканчивается линия
максимумов флуктуаций. Таким образом, данная ли-
ния во многом определяет структуру сверхкритической
области, а также положение критической точки [3–7].

Интерес к исследованию этой линии обусловлен це-
лым рядом причин, связанных как с важностью рас-
сматриваемой проблематики для понимания процессов
в сверхкритической области, так и с широким прак-
тическим применением полученных результатов. В по-
следние годы исследования стимулировались потреб-
ностями вычисления и анализа скорости протекания
химических реакций, которые связывают с величиной
флуктуаций плотности числа частиц.

Изучение фазовой диаграммы веществ в сверхкрити-
ческой области, то есть для температур, выше критиче-
ской, сопряжено с целым рядом технических сложно-
стей. Поэтому исследование этой области с помощью
моделей, которые позволяют рассчитать практически
любые термодинамические характеристики, представ-
ляет несомненный интерес. В результате можно ис-
пользовать весь имеющийся экспериментальный мате-
риал для оценки адекватности используемой модели.

Общие представления о поведении веществ
в критической области были развиты в работах
Д.И.Менделеева, Т. Эндрюса, М.П.Авенариуса,
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Дж.В. Гиббса и целого ряда других ученых. Во второй
половине двадцатого века был собран огромный мате-
риал о поведении веществ в окрестности критической
точки. В основном он касался поведения критических
показателей, которые по экспериментальным фактам
определялись достаточно просто. Это позволяло
определить асимптотическое поведение термодина-
мических функций при приближении к критической
точке. В настоящее время появилась насущная потреб-
ность более подробного исследования здесь фазовой
диаграммы, особенно линии максимумов флуктуаций.

В данной работе исследуется поведение флуктуа-
ций числа частиц в зависимости от термодинамиче-
ских параметров при выполнении требования, чтобы
найденные уравнения состояния были термодинамиче-
ски согласованными. Разумеется, при любых прибли-
женных вычислениях термодинамическая согласован-
ность также будет не полной, а приближенной. По-
этому здесь мы ограничимся требованием максималь-
но возможной термодинамической согласованности
уравнений состояния.

Статистическая термодинамика многочастичных си-
стем может быть построена на основе вычисления
канонического интеграла Гиббса, который определя-
ет свободную энергию системы. Уравнения состояния,
полученные из свободной энергии, будут термодина-
мически согласованными согласно своему построению.
Если же статистическую термодинамику строить с ис-
пользованием функций распределения, вопрос о тер-
модинамической согласованности становится не столь
однозначным.

В настоящей работе рассматриваются системы, в ко-
торых взаимодействие между частицами является би-
нарным. Здесь для построения статистической термо-
динамики достаточно двухчастичной функции распре-
деления. В этом случае мы можем найти термическое
и калорическое уравнения состояния и, таким образом,

УЗФФ 2019 1930101–1

mailto:nikolaev@phys.msu.ru


Научная конференция «ЛОМОНОСОВСКИЕ ЧТЕНИЯ–2019»
Подсекция ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА УЗФФ № 3, 1930101 (2019)

полностью определить все термодинамические свой-
ства. Данный подход может быть обобщен и на случай
многочастичных взаимодействий.

В случае, когда двухчастичная функция распределе-
ния является точной, уравнения состояния термодина-
мически согласованы и удовлетворяют, например, со-
отношению

θ

(

∂p

∂θ

)

V

=

(

∂U

∂V

)

θ

+ p, (1)

где p — давление, θ = kT , k — постоянная Больцмана,
T — абсолютная температура, V — объем системы,
U — ее внутренняя энергия.

В общем случае двухчастичная функция распределе-
ния вычисляется приближенно. Тогда функции p и U
также являются приближенными и соотношение (1),
вообще говоря, не выполняется. Отметим, что для си-
стемы твердых сфер соотношение (1) выполняется ав-
томатически. Поэтому для этой системы оно не может
служить источником дополнительной информации.

Кроме того, существует проблема согласованности
термических уравнений состояния, найденных из вы-
ражения для давления и из выражения для сжима-
емости, которые определяются через двухчастичную
функцию распределения [8–11]. Так решение уравне-
ния Перкуса–Йевика, как и решение любого прибли-
женного интегрального уравнения для двухчастичной
функции распределения, приводит к двум различным
термическим уравнениям состояния, при этом с ростом
плотности расхождение этих уравнений увеличивает-
ся. То же самое имеет место и для решения интеграль-
ного уравнения в суперпозиционном приближении.

Такая неоднозначность при получении уравнений со-
стояния на первом этапе использования функций рас-
пределения считалась неустранимым дефектом. При
этом предполагалось, что рассогласование результатов
имеет величину порядка точности определения двухча-
стичной функции распределения и при учете поправок
высших порядков будет уменьшаться.

В дальнейшем отношение к термодинамической со-
гласованности уравнений состояния изменилось. При-
ближенные функции распределения, либо уравнения,
из которых они были получены, стали аппроксими-
ровать так, чтобы обеспечить термодинамическую со-
гласованность уравнений. Это привело к значительно-
му увеличению точности вычисления двухчастичной
функции распределения, а, значит, и найденных на их
основе термодинамических функций.

С построением термодинамической теории возмуще-
ний выражение для свободной энергии также стало
содержать функции распределения базовой системы.
Поскольку с достаточной степенью точности можно
найти лишь двухчастичную функцию распределения,
функции распределения высших порядков выражались
через двухчастичные функции распределения на осно-
ве дополнительных допущений. В результате наряду
с первым приближением удалось построить и второе
приближение теории возмущений.

При построении выражений для членов высших по-
рядков ряда теории возмущений оказалось удобнее
ввести параметризованную двухчастичную функцию
распределения. При этом параметр λ изменяется на
интервале 0 ≤ λ ≤ 1 и при λ = 0 мы имеем функ-
цию распределения базовой системы, а при λ = 1 —
исследуемой [9]. Термодинамическая согласованность
уравнений состояния при таком подходе обычно обес-
печивается лишь для базовой системы.

В данной работе исследуется как линия максимумов
флуктуаций, так и ее профиль. Для этой цели необ-
ходимо иметь уравнение состояния, найденное с высо-
кой степенью точности. Эта точность обеспечивается
за счет двух факторов. Во-первых, уравнение состоя-
ния определяется из выражения для свободной энер-
гии, которая является функционалом от параметри-
зованной двухчастичной функции распределения. Во-
вторых, двухчастичная параметризованная функция
распределения вычисляется таким образом, чтобы най-
денные на ее основе термодинамические функции были
максимально термодинамически сгласованы.

1. ЛИНИЯ МАКСИМУМОВ ФЛУКТУАЦИЙ ЧИСЛА
ЧАСТИЦ

Для вычисления линии максимумов флуктуаций на
изотермах исходим из выражения для относительной
квадратичной флуктуации числа частиц

(N − N̄)2

N̄
= −

θ

v2

(

∂v

∂p

)

θ

= θ

(

∂ρ

∂p

)

θ

. (2)

Здесь v — объем в расчете на одну частицу, ρ = 1/v —
плотность числа частиц в системе.

Линия максимумов на изотермах для флуктуаций
числа частиц определяется соотношением

(

∂(N − N̄)2/N̄

∂v

)

θ

= 0. (3)

Подставляя (2) в (3), получаем уравнение для линии
максимумов флуктуаций на изотермах в переменных
(v, θ). Для представления этого уравнения в других
переменных, необходимо использовать уравнение со-
стояния p = p(v, θ).

Экспериментально непосредственно измеряется от-
носительная флуктуация числа частиц, которая при
фиксированной температуре согласно (2) дает некото-
рую форму гребня [1]. То есть непосредственное срав-
нение осуществляется для теоретических данных, най-
денных из (2), и экспериментальных данных. Сама же
линия максимумов флуктуаций определяется на основе
использования соотношения (3), связанного с диффе-
ренцированием функции, найденной приближенно. Это
накладывает дополнительные требования на использу-
емое здесь уравнение состояния p = p(v, θ), которое
должно быть найдено с высокой степенью точности.
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2. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКАЯ СОГЛАСОВАННОСТЬ
УРАВНЕНИЙ СОСТОЯНИЯ

Следуя работе [9], для получения выражения для
свободной энергии используем параметризацию майе-
ровского типа. То есть параметризуем конфигурацион-
ную часть распределения Гиббса с потенциалом взаи-
модействия Φ(r) между частицами

D(q1, ..., qN , λ) =
1

ZQ(λ)
exp(−

1

θ
U0)×

×
∏

1≤i<j≤N

(1 + λf(|qi − qj |)), (4)

Здесь

f(r) = exp(−
1

θ
∆Φ(r)) − 1,

U0 =
∑

1≤i<i≤N

Φ(|qi − qj |),

ZQ(λ) =

∫

exp(−
1

θ
U0)×

×
∏

1≤i<j≤N

(1 + λf(|qi − qj |))dq1...dqN .

(5)

Кроме того

Φ(r, λ) = Φ0(r) + λ∆Φ(r),

∆Φ(r) = Φ(r) − Φ0(r).
(6)

Φ0(r) — потенциал взаимодействия между частицами
базовой системы.

В результате свободная энергия системы при учете
(4)–(6) имеет вид

F = F0−2πNρ

∫ ∞

0

(exp(−Φ(r)/θ) − exp(−Φ0(r)/θ))×

×

∫ 1

0

µ(r, λ)dλr2dr. (7)

Здесь

µ(r, λ) =
F2(r, λ) exp(Φ0(r)/θ)

1 + λf(r)
, (8)

F0 — свободная энергия базовой системы, в каче-
стве которой мы используем систему Викса–Чандлера–
Андерсона [8], F2(r, λ) — двухчастичная функция рас-
пределения системы, потенциал взаимодействия между
частицами которой Φ(r, λ).

Для вычисления (8), а затем и свободной энергии
(7), необходимо найти двухчастичную функцию рас-
пределения F2(r, λ). Для этой цели мы будем исполь-
зовать цепочку уравнений ББГКИ [8] в суперпози-
ционном приближении, дополнив его интерполяцион-
ной схемой, позволяющей учесть всю дополнительную

информацию о рассматриваемой системе, включая из-
вестные вириальные коэффициенты [9]. Это позволяет
максимально полно осуществить требование термоди-
намической согласованности на уровне двухчастичной
функции распределения.

В результате мы находим свободную энергию систе-
мы из выражения (7) с максимально возможной сте-
пенью точности, которая компенсирует тот факт, что
в нашем подходе мы находим уравнение состояния на
основе дифференцирования

p = −

(

∂F

∂V

)

θ

, (9)

а не непосредственно на основе двухчастичной
функции распределения с использованием операции
интегрирования.

Как показывают расчеты, предлагаемый подход дает
существенно более хороший результат для уравнения
состояния, чем непосредственное его определение на
основе двухчастичной функции распределения.

3. ФОРМА ГРЕБНЯ МАКСИМУМОВ ФЛУКТУАЦИЙ

Экспериментальные исследования, которые позволи-
ли исследовать форму гребня флуктуаций [1], да-
ют возможность оценить и точность вычисления ли-
нии максимумов флуктуаций на изотермах. Эта линия
позволяет существенно улучшить точность вычисле-
ния критического объема, который оставался на про-
тяжении длительного времени последним плохо опре-
деленным параметром критической точки. Во многих
справочниках он вычислялся по экспериментальным
значениям давления и температуры в приближении
Ван-дер-Ваальса.

Форма гребня определяется соотношением (2). В ра-
боте [12] исследована форма гребня линии максиму-
мов флуктуаций для относительно простых молекул —
H2O и CO2. Хорошее согласие теории и эксперимен-
та было получено уже в приближении уравнения Ван
Лаара. В данной работе мы рассмотрим случай три-
фторметана (CF3H).

На рис. 1 приведен график зависимости относи-
тельной квадратичной флуктуации числа частиц как
функция приведенной плотности ρr (отношение плот-
ности к плотности в критической точке) и приведен-
ной температуры θr (отношение температуры к тем-
пературе критической точки) для этого вещества. По
шкале температур рассмотрена область между кри-
тической и сверхкритической температурами. Имен-
но здесь флуктуации наиболее велики. При этом
расчеты проводились согласно уравнению (2) для
уравнения состояния (9), найденного из выражения
для свободной энергии (7).

Критическая точка является точкой перегиба для
уравнения состояния (9) и должна удовлетворять со-
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Рис. 1: Зависимость флуктуаций числа частиц для трифтор-
метана (CF3H) от приведенных плотности ρr и температу-
ры θr. Пунктиром изображена линия максимумов флуктуа-
ций на изотермах

отношениям
(

∂p
∂V

)

θc
= 0

(

∂2p
∂V 2

)

θc
= 0

. (10)

Совместное решение (9) и (10) позволяет найти поло-
жение критической точки (Vc, θc, pc).

Что касается сверхкритической точки, то она являет-
ся точкой перегиба для коэффициента изотермической
устойчивости [13]

K = −

(

∂p(V, θ)

∂V

)

θ

. (11)

Положение этой точки определяется как решение
уравнений

(

∂K
∂V

)

θsc
= 0

(

∂2K
∂V 2

)

θsc
= 0

(12)

при учете (11), что дает Vsc и θsc. Подставляя их в со-
отношение (9), находим psc. То есть полностью опре-
деляем положение сверхкритической точки.

Критическая точка определяет границу монотонно-
го поведения функции давления, а сверхкритическая
точка – границу монотонного поведения коэффициента
устойчивости. Это позволяет нам использовать сверх-
критическую точку в качестве ориентира для опре-
деления той области, где необходимо проводить ис-
следования. То есть для шкалы температур это бу-
дет θc < θ < θsc. Именно в этой области флуктуа-
ции велики. Как показывают вычисления, для боль-
шинства веществ температура в сверхкритической точ-
ке превышает температуру в критической точке не
более чем на десять процентов. Это существенно
упрощает вычисления.

На рис. 1 приведена также линия максимумов флук-
туаций на изотермах, вычисленная на основе (3) (пунк-
тирная линия). Эта линия делит поверхность относи-
тельных квадратичных флуктуаций на две части.

Для изучения формы гребня максимумов флуктуа-
ций фиксируем температуру и изучаем зависимость от-
носительных квадратичных флуктуаций от плотности.
Следует отметить, что в работе [1] сравнение экспери-
ментальных данных с теоретическими осуществлялось
в приближении Ван-дер-Ваальса. Если записать урав-
нение Ван-дер-Ваальса в виде

pr =
8θrρr
3− ρr

− 3ρ2r, (13)

то подставляя (13) в (2), находим

(N − N̄)2

N̄
=

4θr (3− ρr)
2

9
(

4θr − ρr (3− ρr)
2
) . (14)

Подставляя выражение (14) в (3), получаем

ρr = 3− 2θ1/3r (15)

— проекция линии максимумов флуктуаций на плос-
кость (ρr, θr). В результате относительную квад-
ратичную флуктуацию числа частиц на гребне
можно представить либо как функцию только
приведенной плотности [1, 14]

[

(N − N̄)2

N̄

]

ridge

=
(3− ρr)

3

27 (3− ρr)
, (16)

либо только приведенной температуры

[

(N − N̄)2

N̄

]

ridge

=
14θ

2/3
r

27
(

θ
1/3
r − 1

) . (17)

Таким образом, в приближении Ван-дер-Ваальса ли-
ния максимумов флуктуаций согласно (15)–(17) в про-
екции на плоскость (ρr, θr) идет из точки (3, ∞)
в точку (1, 1). В критической точке флуктуации об-
ращаются в бесконечность.

Результаты расчетов для трифторметана, определя-
ющих форму гребня, приведены на рис. 2 при отно-
сительной температуре θr = 1.02. Расчеты проводи-
лись согласно уравнению (2) для уравнения состояния
(9), найденного из выражения для свободной энергии
(7). Сплошной линией изображены теоретические рас-
четы согласно (2), пунктирной - расчеты в приближе-
нии Ван-дер-Ваальса, треугольниками (∆) изображе-
ны данные эксперимента [1]. Непосредственно видно
хорошее согласие теоретических и экспериментальных
данных. Кроме того, мы видим, что приближение Ван-
дер-Ваальса позволяет описать форму гребня максиму-
мов флуктуаций лишь качественно.
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Рис. 2: Зависимость флуктуаций числа частиц для трифтор-
метана (CF3H) при θr = 1.02. Сплошной линией изображены
результаты расчетов по формуле (2), точками — в приближе-
нии Ван-дер-Ваальса. Треугольниками (∆) изображены дан-
ные эксперимента

В работе [1] приведены также результаты экспе-
риментов для случаев θr = 1.04 и θr = 1.06. Эти
точки, согласно расчетам по (10)–(12), также отно-
сятся к области между критической и сверхкритиче-
ской температурами. И в этом случае согласие про-
веденных в работе расчетов с экспериментом хоро-
шее и значительно лучше, чем приближение Ван-дер-
Ваальса. Но при стремлении к критической точке пре-
имущество предлагаемого в работе подхода становится
более наглядным.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе изучено поведение флуктуаций
числа частиц в системе в зависимости от термодина-
мических параметров в сверхкритической области. Для
этого найдена линия максимумов флуктуаций на изо-
термах, которую иногда называют гребнем. Эта ли-
ния делит сверхкритическую область на две части,
и в некоторых случаях ее интерпретируют как продол-
жение кривой сосуществования жидкости и газа [1].

Для температур от критической до сверхкритической
эта линия слабо отличается от критической изохоры.
Поэтому ее изучение в данной области, которому и по-
священа работа, дает возможность найти с высокой
степенью точности плотность системы в критической
точке. Это последний параметр, при определении кото-
рого, в отличие от температуры и давления, возникают
сложности. Предлагаемый подход дает способ решения
данной проблемы.

Линия максимумов флуктуаций на изотермах опре-
деляется через вторую производную от потенциа-
ла Гиббса и может быть связана с целым рядом
физических величин: теплоемкостью, изотермической
сжимаемостью, скоростью звука, теплопроводностью
и др. [1]. Эта линия делит сверхкритическую область
на две части, в каждой из которых растворимость
сильно отличается.

При качественном рассмотрении, которое обыч-
но осуществляется на примере уравнения Ван-дер-
Ваальса, постоянные, характеризующие различные хи-
мические реакции, ведут себя подобным образом на
линии максимумов флуктуаций. То же самое отно-
сится и к поведению флуктуаций плотности, если
рассматривать их как функции приведенной плот-
ности и температуры. Но, как показано в рабо-
те, для количественного рассмотрения этих вели-
чин необходимо использовать максимально доступную
информацию о поведении термодинамических функ-
ций. При этом особое внимание следует уделять тер-
модинамической согласованности уравнений состоя-
ния. Именно термодинамическая согласованность во
многом определяет точность проводимых вычисле-
ний, которые здесь играют существенную роль. Ис-
пользуемый в этом случае потенциал взаимодействия
должен быть многопараметрическим [15].

Так как интерес к исследованию линии максимумов
флуктуаций обусловлен широким практическим приме-
нением полученных результатов, именно количествен-
ное рассмотрение обеспечивает потребности вычисле-
ния и анализа скорости протекания химических ре-
акций, которые связывают с величиной флуктуаций
плотности числа частиц.

Для получения выражения для свободной энергии
в работе используется параметризация майеровского
типа, позволяющая представить свободную энергию
в форме функционала от параметризованной двух-
частичной функции распределения. Это существенно
упрощает процесс вычисления свободной энергии в за-
мкнутом виде, а также реализовать требование термо-
динамической согласованности уравнений, определен-
ных на основе использования двухчастичной функции
распределения.

В работе рассмотрена форма гребня максимумов
флуктуаций и проведено сравнение теоретических
и экспериментальных данных. Для рассматриваемой
области между критической и сверхкритической тем-
пературами согласие теоретических значений, полу-
ченных в работе, и экспериментальных данных хо-
рошее и значительно лучше, чем в приближении
Ван–дер–Ваальса.

Предлагаемый в работе подход допускает обобщение
и на системы, находящиеся во внешних полях, смести
различных веществ, а также на квантовые системы.
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The line of maxima of fluctuations and the thermodynamic consistency
of equations of state
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In the work the behavior of fluctuations in the number of particles in the supercritical region was studied. In this case, to obtain
the equations of state, the requirement of the highest possible thermodynamic consistency is used. This allows us to describe the
shape of the ridge of fluctuations with an accuracy corresponding to the accuracy of the experimental data. In this case, we can
establish the line of maxima of fluctuations, consistent with the experiment. This line makes it possible to find with a high degree
of accuracy the density of the system at the critical point. Density is the last parameter of the critical point, when determining
which, unlike temperature and pressure, difficulties arise. The proposed approach provides a way to solve this problem.
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