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Проведены экспериментальные исследования особенностей нелинейного распространения аку-
стических волн в остроугольном клине из анизотропного кристалла ниобата лития. Обнаружены
эффект быстрой динамики, нелинейное поглощение и генерация второй и третьей гармоник клино-
вых упругих волн.
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ВВЕДЕНИЕ

Численные расчеты по распространению акустиче-
ских волн вдоль ребра остроугольного изотропно-
го твердотельного клина, впервые проведенные еще
в 1972 г. независимо Лагассом [1] и Марадудиным
с соавторами [2], показали, что в нем могут распро-
страняться несколько антисимметричных (изгибных)
мод и одна симметричная мода так называемых кли-
новых упругих волн (КУВ), скорости которых мень-
ше скорости поверхностных волн на боковой поверх-
ности клина и не зависят от частоты [3–5]. На основа-
нии экспериментально измеренных скоростей для трех
первых мод клиньев с разными углами была предло-
жена эмпирическая формула для скоростей изгибных
клиновых волн:

V (n) = V (R) sin (nθ) , nθ ≤ π/2, (1)

где V (R) — скорость волны Рэлея на боковой поверх-
ности клина, n = 1, 2, 3 . . . — номер антисимметрич-
ной клиновой моды, θ — угол раскрыва клина. Экс-
периментальные исследования показали, что эти мо-
ды локализованы на расстоянии порядка длины волны
от вершины клина.

При анализе свойств КУВ отмечают низкую ско-
рость их распространения, отсутствие дисперсии, ди-
фракционных потерь и высокую степень локализации
энергии КУВ у ребра клина [1–11]. Подобные свойства
клиновых волн могут быть востребованы в ультразву-
ковой дефектоскопии для тестирования качества из-
делий сложной формы, содержащих рёбра, например,
турбинных лопаток, режущих деталей, гребных винтов
и других изделий в машиностроении изготовленных из
твердотельных материалов [9, 10]. В последнее вре-
мя разрабатываются новые экспериментальные мето-
ды исследования особенностей распространения КУВ
с использованием оптических методов: лазерные уль-
тразвуковые методы оптической генерации и регистра-
ции акустических волн в твердотельном клине [12–15].
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Большинство экспериментов по исследованию КУВ
проводились в изотропных твердых телах. Это связа-
но с более простой технологией изготовления метал-
лических клиньев по сравнению с клиньями из анизо-
тропных материалов. В изотропном твёрдом теле, об-
ладающем высокой симметрией, при распространении
изгибной клиновой волны не должна генерироваться
вторая гармоника клиновой волны за счёт классиче-
ской нелинейности, связанной с ангармонизмом кри-
сталлической решетки [16–18]. Однако, генерация вто-
рой гармоники при распространении антисимметрич-
ных мод клиновых волн может быть обусловлена ани-
зотропией образца [19], нарушением геометрии кли-
на [20] (скошенный край, не прямая форма клина),
или наличием дефектов в нем [10, 12–14, 17, 21].

В [12, 13] оптическими методами исследовано пре-
образование мод клиновых волн в прошедшем и от-
ражённом сигналах КУВ при взаимодействии с ис-
кусственно созданным микродефектом в стальном об-
разце. В [14, 15] теоретически и численно проанали-
зированы нелинейные характеристики клиновых волн
в средах с анизотропией и дефектами внутренней
структуры. Было отмечено, что в таких средах воз-
можна генерация второй акустической гармоники кли-
новых изгибных волн, в отличие от случая идеаль-
ной изотропной среды. Разработаны методы для опи-
сания эволюции формы одиночного акустического им-
пульса и получено солитонное решение для случая
со слабой дисперсией [15].

Экспериментальных работ, посвященных исследова-
нию нелинейных КУВ в анизотропных твердых те-
лах, выполнено сравнительно мало [2, 19, 20, 22, 23].
В частности, в [19] наблюдалось нелинейное рас-
пространение клиновых волн в твердотельном клине
из монокристалла кремния. Экспериментально иссле-
довались акустические импульсы в клине, у кото-
рых при распространении наблюдался ряд нелиней-
ных эффектов: увеличение крутизны фронта импуль-
са, сужение импульса и образование ударного профи-
ля. Формирование ударных волн авторами описыва-
лось нелинейным эволюционным уравнением, которое
позволяло предсказать характерные черты 1D удар-
ных волн, отличающие их от аналогичных объемных
и поверхностных волн.
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В обзорной статье [22], отмечается, что если по-
верхностные акустические волны (ПАВ) давно и хоро-
шо исследованы, изучены их линейные и нелинейные
свойства, то клиновые волны остаются недостаточно
изученными. При этом необходимо отметить, что экс-
периментальных исследований особенностей распро-
странения гармонической КУВ конечной амплитуды
в анизотропном клине и обогащения ее спектра про-
ведено не было.

Поэтому целью данной работы является исследова-
ние особенностей нелинейных явлений в анизотропном
пьезоэлектрическом образце клина ниобата лития при
распространении в нем гармонической КУВ конечной
амплитуды.

1. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА И ОБРАЗЦЫ

Экспериментальные исследования нелинейных упру-
гих эффектов в анизотропном материале проводились
в образце клина, изготовленном из пластинки пье-
зоэлектрического кристалла ниобата лития Y Z-среза
размерами 2х10х60 мм и углом раскрыва 64◦ (рис. 1).
Кристаллографическая ось Y ориентирована перпен-
дикулярно плоскости пластинки, а ось Z направлена
параллельно ребру клина. Плоскость OXZ совпадает
с одной из граней клина. При изготовлении клина на
его ребре образовался небольшой дефект с размерами
вдоль ребра клина ∼1мм и глубиной ∼0,2 мм. Глуби-
на дефекта была в несколько раз меньше длины волны
КУВ λ = 0, 83мм, а продольные размеры дефекта со-
поставимы с длиной клиновой волны.

Рис. 1: Образец клина из ниобата лития

Возбуждение и прием КУВ в образце из ниобата
лития, который является пьезоэлектриком, осуществ-
лялось двумя способами: либо с использованием тон-

ких Y − 36◦ срезов из ниобата лития, приклеенных
на боковой поверхности клина у его ребра раствором
сахара в глицерине, либо с помощью двух встречно-
штыревых преобразователей (ВШП) [24]. ВШП из-
готавливались путем нанесения электродов необходи-
мой конфигурации из электропроводящего клея на бо-
ковую грань клина вблизи его ребра на расстоянии
L = (50± 0.5)мм друг от друга.

Экспериментальные исследования линейных и нели-
нейных упругих свойств клиновых волн проводились
на автоматизированной экспериментальной установ-
ке, разработанной авторами для исследования упругих
волн в твердых телах [21] (рис. 2).

Рис. 2: Схема экспериментальной установки

Экспериментальная установка состоит из образ-
ца клина, ультразвукового измерительного комплекса
RAM-5000 SNAP SYSTEM (Ritec), работающего в им-
пульсном режиме и используемого для генерации им-
пульсов КУВ с синусоидальным заполнением в иссле-
дуемом образце и приема КУВ, прошедших через об-
разец, персонального компьютера, системы фильтров
низких частот (ФНЧ) и высоких частот (ФВЧ) для
выделения сигналов первой, второй и третьей гармо-
ник КУВ из сигнала клиновой волны, прошедшего
через образец, и цифрового осциллографа DS09104A
(Agilent, США) для визуального контроля импуль-
сов КУВ в клине. Исследования нелинейных упру-
гих свойств клина проводилось спектральным мето-
дом по эффективности генерации второй и третьей
гармоники КУВ.

В ходе эксперимента проводились измерения следу-
ющих параметров клиновой волны: амплитуды первой,
второй и третьей гармоник КУВ и их фаз. Резуль-
таты измерений оцифровывались встроенными в из-
мерительный комплекс 16-ти разрядными аналого–
цифровыми преобразователями (АЦП) и передавались
в ПК для хранения экспериментальных результатов
и последующей их математической обработки.

Измерение скорости распространения КУВ проводи-
лось импульсным методом: V = L/τ (L — расстояние
между ВШП, τ — время распространения импульса
КУВ в клине).

При исследовании эффекта быстрой динамики из-
мерялось изменение фазы ∆ϕ сигнала первой гар-
моники КУВ в зависимости от его амплитуды, ко-

УЗФФ 2019 1910301–2



УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА № 1, 1910301 (2019)

торое пересчитывалась в относительное изменение
фазовой скорости ∆V :

∆V

V
= −

∆ϕ

2πfτ
(2)

где f — частота, зондирующего сигнала на которой
проводились измерения, τ — время распространения
КУВ в образце, V — скорость КУВ.

Измерение амплитуд излучаемого и принимаемо-
го импульсов позволило исследовать зависимость
изменения поглощения клиновых волн α от их
амплитуды А:

∆α = α− α0 =
1

L
ln

U

A (U)
−

1

L
ln

U0

A0

=

=
1

L
ln

A0U

A (U)U0

, (3)

где U,A — амплитуды излучаемого и принимаемого
импульсов соответственно. U0, A0 — амплитуды излу-
чаемого и принимаемого импульса при некотором фик-
сированном значении амплитуды излучаемого импуль-
са, при котором поглощение равно α0, L — расстояние
между преобразователями.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ
ИССЛЕДОВАНИЙ

В анизотропном образце клина из ниобата лития
с апертурой 64◦ на частоте f = 3.85МГц возбужда-
лась изгибная мода КУВ, скорость которой была рав-
на (3190±40) м/с. Ошибка в измерении скорости КУВ
V = L/τ была равна 1.2% и определялась ошибкой
в измерении расстояния L = (50 ± 0.5)мм и вре-
мени распространения КУВ между ВШП в образце
τ = (15.6 ± 0.1)мкс. Время τ измерялось с помощью
цифрового осциллографа.

Спектральный состав прошедшей через образец кли-
новой волны конечной амплитуды описывается следу-
ющим выражением:

U = U1f sin (2πft− kfL) + U2f sin [2 (2πft− kfL)]+

+ U3f sin [3 (2πft− kfL)] , (4)

где U1f , U2f , U3f — амплитуды первой, второй и тре-
тьей упругих гармоник КУВ, k — волновой вектор.

В случае, когда в клине присутствует только клас-
сическая нелинейность, обусловленная ангармонизмом
кристаллической решетки, амплитуда второй гармони-
ки КУВ пропорциональна амплитуде основной частоты
в степени M2 = 2 [25]:

U2f ∼ N2k
2LUM2

1f , (5)

а амплитуда третьей гармоники КУВ пропорциональна
амплитуде основной частоты в степени M3 = 3:

U3f ∼ N3k
3LUM3

1f , (6)

где N2, N3 — нелинейные упругие параметры, ха-
рактеризующие квадратичную и кубичную нелиней-
ную упругость материала клина. В средах с дефек-
тами, кроме классической нелинейности, проявляется
неклассическая нелинейность, обусловленная дефект-
ной структурой материала. В таких материалах сте-
пенная зависимость акустических гармоник может от-
личатся от классической: M2 6= 2 и M3 6= 3. Так,
в [26] наблюдался переход от степени 2 к дроб-
ной степени 3/2 в амплитудной зависимости второй
гармоники с ростом амплитуды сдвиговой первичной
волны в неконсолидированной гранулированной сре-
де. Неклассическая степенная зависимость амплиту-
ды второй гармоники от амплитуды первой гармоники
продольной была обнаружена в поликристаллическом
сплаве В95 и композите В95/наноалмаз: в сплаве В95
показатель степени M2 = 1.84 ± 0.01, а в компози-
те В95/наноалмаз M2 = 1.74 ± 0.01 [27]. Неклассиче-
ская зависимость амплитуды второй гармоники КУВ
наблюдалась в изотропном клине из поликристалличе-
ского сплава алюминия Д16 с остаточными механи-
ческими напряжениями: амплитуда второй гармоники
КУВ зависела от амплитуды первой гармоники в сте-
пени M2 = 1.14± 0.04 [28].

В настоящей работе в спектре прошедшей клиновой
волны, помимо сигнала на основной частоте U1f , были
также экспериментально зарегистрированы и измерены
амплитуды второй U2f и третьей гармоники U3f в за-
висимости от амплитуды основной частоты клиновой
волны U1f . При измерении амплитуды второй гармо-
ники КУВ ее величина превышала уровень шума в из-
мерительной системе на (20–25) дБ, а амплитуда тре-
тьей гармоники была на (10–15) дБ выше уровня шу-
ма. В комплексе RAM-5000 SNAP SYSTEM (Ritec) для
определения амплитуды и фазы принимаемого сигнала
реализовано синхронное детектирование. Этот метод
детектирования сохраняет отличную линейность даже
в случае малой амплитуды регистрируемого сигнала
и позволяет измерять фазу сигнала с точностью 0.3◦

и амплитуду каждой гармоники с ошибкой, не пре-
вышающей 0.5%. Кроме того, в комплексе предусмот-
рена возможность усреднения по нескольким резуль-
татам измерений [29]. Результаты экспериментальных
исследований зависимостей амплитуд второй и третьей
гармоник КУВ от амплитуды первой гармоники приве-
дены на рис. 3,а,в соответственно. Как видно из рисун-
ков, зависимость амплитуд второй и третьей гармоник
от амплитуды основной частоты носит нелинейный ха-
рактер. Для анализа проведенных экспериментов вы-
ражения (5)–(6) были прологарифмированы:

ln (U2f ) = ln
(

N2k
2L

)

+M2 ln (U1f ) , (7)

ln (U3f ) = ln
(

N3k
3L

)

+M3 ln (U1f ) . (8)

Зависимости амплитуд второй и третьей гармоник КУВ
от амплитуды основной частоты приведены в двойном
логарифмическом масштабе (рис. 3,б,г).
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Рис. 3: Зависимость в линейном масштабе: а — амплитуды второй гармоники клиновой волны U2f от амплитуды первой
гармоники Uf , б — амплитуды третьей гармоники клиновой волны U3f от амплитуды первой гармоники U1f , в,г — и в двойном
логарифмическом масштабе соответственно

Эти зависимости с достаточной степенью точно-
сти аппроксимируются прямой y = Mx + B, при
этом коэффициент М, равный тангенсу наклона пря-
мой (7)–(8), соответствует показателю степени опре-
деляющий степенную зависимость амплитуды гармо-
ники от амплитуды основной частоты в (5)–(6). Со-
гласно второй гармоники M2 = 2.51 ± 0.01, и для
третьей M3 = 1.70 ± 0.02 (точность аппроксима-
ции составляет для второй гармоники R2 = 0.9919
(рис. 3,б), и для третьей гармоники R2 = 0.9834
(рис.3,г). Такие значения показателей степени указы-
вают на наличие в исследуемом образце клина, кроме
классической нелинейности, связанной с ангармониз-
мом кристаллической решетки ниобата лития, неклас-
сической (структурной) нелинейности, обусловленной
наличием дефектов в материале клина, появившиеся
при его изготовлении.

Результаты экспериментального исследования зави-
симости поглощения и скорости КУВ от их амплитуды
приведены на рис. 4,а и б, соответственно.

Обнаруженная зависимость изменения скорости
и поглощения клиновых волн от их амплитуды ука-

зывает на наличие нелинейности в клине. Следует от-
метить, что в клине из ниобата лития упругая нели-
нейность определяется как классической нелинейно-
стью, связанной с ангармонизмом кристаллической ре-
шетки, так и структурной нелинейностью, обусловлен-
ной дефектами в клине. Выявить вклад каждого из
перечисленных видов нелинейности в общую упругую
нелинейность клина затруднительно и требует допол-
нительных исследований.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для проведения экспериментальных исследований
нелинейных упругих явлений в анизотропном клине
из монокристалла ниобата лития изготовлен экспери-
ментальный образец клина с апертурой угла 64◦ и раз-
работана методика исследования нелинейных упругих
свойств КУВ в клине из анизотропного пьезоэлектри-
ческого кристалла ниобата лития. Обнаружена зави-
симость скорости и поглощения клиновых волн от их
амплитуды. Это указывает на наличие нелинейности
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Рис. 4: Зависимость изменения поглощения КУВ (а) и зависимость относительного изменения скорости КУВ (б) от её
амплитуды

в материале клина. Исследованы особенности распро-
странения гармонической КУВ конечной амплитуды
в анизотропном клине и обогащения ее спектра выс-
шими гармониками КУВ. В клине, кроме генерации
второй гармоники клиновой волны, зарегистрирована
генерация третьей гармоники. Обнаружено, что ампли-
туда второй гармоники зависит от амплитуды основной
гармоники в степени M2 = 2.51± 0.01, и для третьей
M3 = 1.70± 0.02. Это указывает на то, что в иссле-
дованном образце, кроме классических квадратичной
и кубичной упругой нелинейностей, связанных с ан-

гармонизмом кристаллической решетки кристалла нио-
бата лития, присутствует структурная нелинейность,
обусловленная наличием дефектов в образце. Иссле-
дованные нелинейные явления могут служить диагно-
стическими признаками наличия дефектов в материале
клина. Однако выявить вклад каждого из перечислен-
ных видов нелинейности в общую упругую нелиней-
ность клина затруднительно и требует дополнительных
исследований.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (проект № 17-02-01123).
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Acoustical Waves in the Wedge of Lithium Niobate Crystal
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Experimental studies of the features of nonlinear propagation of harmonic acoustic waves in wedges made of an anisotropic
lithium niobate crystal are carried out. The effect of fast dynamics, nonlinear absorption and generation of the second and third
harmonics of the wedge elastic waves are observed.
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