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Рассматривается математическая модель возбуждения наночастицы из благородного металла раз-
мером < 10 нм равномерно и прямолинейно движущимся точечным зарядом в однородном про-
странстве. Решение задачи (спектр EELS) строится с учетом эффекта нелокальности в рамках
полуаналитического метода дискретных источников.

PACS: 02.60.Cb : 02.60.Lj : 42.25.Fx УДК: 519.63:535.42.
Ключевые слова: метод дискретных источников, электронная спектроскопия, наноплазмоника, эффект нело-
кальности.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время наблюдается растущий интерес
к прикладным задачам наноплазмоники, предметом ко-
торой являются уникальные оптические свойства ча-
стиц и наноструктур из благородных металлов, обу-
словленные колебаниями электронов проводимости от-
носительно кристаллической решетки. Присутствие та-
ких структур в среде дает возможность преодолеть
дифракционный предел Аббе и получать интенсивные
локализованные электромагнитные поля, напрямую за-
висящие от геометрии наноструктуры или формы на-
ночастицы. С учетом современных возможностей син-
теза наночастиц это приводит к практически полно-
му контролю над их спектрами, что в свою очередь
позволяет разрабатывать инновационные устройства на
основе взаимодействия плазмонных структур с элек-
тромагнитными волнами и между собой. Среди таких
устройств — сверхразрешающие микроскопы, биосен-
соры, нанолазер и гиперлинза [1]. Отметим, что осо-
бый интерес в последнее время вызывают свойства та-
ких наноструктур, характерные размеры которых не
превышают 10нм — как в силу устойчивой тенденции
к миниатюризации электронных устройств, так и в си-
лу уникальных свойств частиц данных размеров [2–
4]. В связи с этим настоящая работа посвящена ре-
ализации эффективного вычислительного подхода для
строгого исследования спектров плазмонных наноча-
стиц с размерами порядка десяти нанометров.

1. СПЕКТРОСКОПИЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ
ПОТЕРЬ ЭНЕРГИИ ЭЛЕКТРОНАМИ

Для практического использования синтезированных
плазмонных частиц требуется тщательное изучение их
оптических свойств. Поскольку размер частиц в боль-
шинстве случаев значительно меньше величины ди-
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фракционного предела, для этой цели удобным и эф-
фективным инструментом являются методы электрон-
ной микроскопии, в частности — спектроскопия харак-
теристических потерь энергии электронами (Electron
Energy Loss Spectroscopy, EELS) [5, 6]. В рамках одно-
го из вариантов реализации EELS быстрые электроны
(> 50 кэВ) пролетают мимо исследуемой наночастицы,
возбуждая в ней плазмонные моды и теряя при этом
некоторую часть своей кинетической энергии. Изме-
ряя спектральные характеристики прошедших электро-
нов, можно изучать спектр возбуждения плазмонной
частицы. К основным преимуществам данного подхода
относятся: возможность анализа сразу всего спектра
рассеяния с учетом неизлучающих волн, возможность
возбуждения и анализа резонансов, невидимых в опти-
ческом диапазоне, и высокое пространственное разре-
шение, позволяющее исследовать уникальные свойства
структур с характерным размером порядка 1 − 10нм,
в том числе вызванные эффектом нелокальности.

Математическое моделирование EELS играет клю-
чевую роль при интерпретации полученных резуль-
татов измерений. Для его качественного проведения
необходимы строгие и при этом эффективные вычис-
лительные подходы, позволяющие получать требуемые
результаты с высокой скоростью и оценкой точности
расчетов [6, 7]. Одним из известных подходов, удовле-
творяющих данным критериям, является полуаналити-
ческий метод дискретных источников (МДИ) [2, 7, 8].
Однако прежде, чем перейти к решению задачи вычис-
ления EELS–спектров плазмонных наноструктур, рас-
смотрим один из важнейших факторов, влияющих на
их свойства — эффект нелокальности.

2. ЭФФЕКТ НЕЛОКАЛЬНОСТИ

При численном моделировании свойств плазмонных
наночастиц с характерным размером менее 10нм воз-
никает ряд трудностей. Это связано с тем, что в дан-
ном случае классическая электродинамическая теория
становится не применимой для описания возникаю-
щих физических эффектов и для проведения коррект-

УЗФФ 2018 1860602–1

mailto:lopushenko.ivan@physics.msu.ru


Школа-семинар «Волновые явления в неоднородных средах» (Волны-2018)
секция «Математическое моделирование в радиофизике и оптике» УЗФФ № 6, 1860602 (2018)

ных расчетов необходим учет так называемого эффекта
нелокальности (ЭНЛ). Несмотря на то, что физические
основы данного эффекта лежат в области квантовой
теории, было показано, что его учет возможен и в клас-
сической электродинамике в рамках теории обобщен-
ного нелокального оптического отклика (ОНО) [2, 3].
Это обстоятельство позволяет избежать использования
трудоемких вычислительных алгоритмов, основанных
на квантовой теории, и строить математические моде-
ли на основе классической электродинамики.

В рамках ОНО основы ЭНЛ можно описать следу-
ющим образом: по мере того, как размер рассеивате-
ля из благородного металла становится меньше длины
свободного пробега электронов в материале, свобод-
ные заряды накапливаются у поверхности рассеива-
теля, после чего внутри него формируются простран-
ственный заряд и ток. В этом случае электрическое
поле E внутри рассеивателя перестает быть чисто по-
перечным ( divE = 0), и для адекватного описания
происходящих процессов требуется привлечение про-
дольных полей ( rotE = 0 ) [3]. Данное обстоятельство
необходимо учитывать при записи математической по-
становки задачи рассеяния, поскольку в этом случае
для ее однозначной разрешимости требуется привлече-
ние дополнительного граничного условия [2, 3]. Особо
отметим, что учет ЭНЛ затрудняет численное решение
задачи в силу быстро осциллирующих цилиндрических
функций, присутствие которых обусловлено значитель-
ным отличием величины волнового числа kL продоль-
ной волны от величины kT поперечной волны.

В связи с этим для численного решения задач рас-
сеяния с учетом ЭНЛ целесообразным представляется
использование высокопроизводительных полуаналити-
ческих подходов, в число которых входит МДИ. На
основе данного подхода уже реализован и верифици-
рован вычислительный алгоритм, позволяющий строго
учитывать ЭНЛ в задачах дифракции плоской электро-
магнитной волны на плазмонной наноструктуре тре-
буемых размеров [2]. В настоящей работе предлага-
ется реализация численной схемы для решения за-
дачи неупругого рассеяния электрона на плазмонной
наночастице и вычисления соответствующего спек-
тра EELS.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящей работе рассматривается математиче-
ская модель взаимодействия прямолинейно и равно-
мерно движущегося электрона с плазмонной наноча-
стицей Di в однородном пространстве D0. Будем пред-
полагать, что электрон представляет из себя точечный
единичный заряд e, движущийся вдоль оси z со ско-
ростью v, который при этом не проходит сквозь нано-
частицу (|b| > r, см. геометрию задачи на рис. 1). Та-
ким образом, при математической формулировке зада-
чи рассеяния можно воспользоваться известными вы-
ражениями для электромагнитного поля движущегося

точечного заряда, записанными в спектральном диапа-
зоне [4]:
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Рис. 1: Геометрия задачи

Помимо внешнего поля для записи полной матема-
тической постановки рассматриваемой задачи нам по-
требуются уравнения Максвелла в каждой из областей
D0,i, условия излучения на бесконечности и граничные
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условия на поверхности частицы [2]:

rotHi(M) = jk
(

εTEi(M) + ξ2graddivEL(M)
)

,

rotEi(M) = −jkµiHi(M),

Ei(M) = ET (M) +EL(M), M ∈ Di,

rotH0(M) = jkε0E0(M),

rotE0(M) = −jkµ0H0(M),

E0(M) = E
S(M) +E
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[
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inc(P ),

nP · εLEi(P ) = nP · ε0E0(P ), P ∈ ∂Di,

lim
r→∞

r
(√

ε0E
S(M)× r

r
−√

µ0H
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)

= 0,

r = |M | → ∞.

(1)

Здесь введены величины следующие основные
обозначения: {ES,HS} — рассеянное поле в D0,
{E0,i,H0,i} — полное поле в каждой из областей D0,i,
ε0, µ0 — материальные характеристики среды D0, k =
ω/c — волновое число в вакууме, ω — частота внеш-
него возбуждения, c — скорость света, k20 = k2ε0µ0 —
волновое число в среде D0. Временная зависимость
предполагается равной ejωt.

Кроме того, в приведенной постановке задачи так
же введены дополнительное граничное условие на нор-
мальную компоненту вектора E и величины, необхо-
димые для корректного учета ЭНЛ в рамках ОНО [2]:
ET — электрическое поле поперечных волн с соответ-
ствующим волновым числом kT , EL — поле продоль-
ных волн с волновым числом kL, εT — эксперименталь-
но измеренная диэлектрическая проницаемость мате-
риала частицы, εL = εT −ω2

p/
(

jγω − ω2
)

— вклад в ди-
электрическую проницаемость от связанных электро-
нов и ионов с учетом межзонных переходов, γ — ча-
стота столкновений электронов, ωp — плазменная ча-
стота металла. Отдельно следует обратить внимание
на величину ξ, которая характеризует пространствен-
ный масштаб ЭНЛ и в рамках ОНО определяется как
ξ = εL

(

β2 +D (γ + jω)
)

/
(

ω2 − jγω
)

, где D — коэф-
фициент диффузии электронов, β2 = 3/5v2F , vF — ско-
рость Ферми. Отметим, что при β = 0 и D = 0 величи-
на ξ обращается в нуль, что соответствует локальному
случаю.

Для того, чтобы построить спектр EELS на основе
решения граничной задачи (1) будем считать, что по-
тери энергии электрона при взаимодействии с наноча-
стицей много меньше, чем его исходная кинетическая
энергия ( 0.5 − 50эВ против 50 − 300кэВ). В таком
случае искомая величина — вероятность потери энер-
гии электроном P (ω) — может быть выражена через
рассеянное поле E

S [7]:

P (ω) =
e

πh̄ω

+∞
∫

−∞

Re
{

E
S(re, ω)e

−iωz/v
}

dre. (2)

4. МЕТОД ДИСКРЕТНЫХ ИСТОЧНИКОВ

Для решения поставленной задачи вычисления поля,
рассеянного плазмонной частицей при ее облучении
электронным пучком, предлагается гибридная схема
МДИ. В данном подходе возможен эффективный учет
ЭНЛ с сохранением всех ключевых преимуществ ис-
ходного вычислительного алгоритма, среди которых —
апостериорная оценка погрешности вычислений, гиб-
кость и высокая производительность [2, 7, 8].

В рамках МДИ рассеянное поле записывается в ви-
де линейной комбинации полей дискретных источни-
ков (ДИ), которые располагаются внутри частицы.
«Внутренними» ДИ будем называть источники, моде-
лирующие полное поле внутри частицы, а «внешни-
ми» — источники, моделирующие рассеянное поле вне
частицы. Внутренние и внешние источники выбирают-
ся таким образом, чтобы аналитически обеспечивать
выполнение уравнений Максвелла в областях Di и D0

соответственно. Рассмотрим подробнее процедуру по-
строения систем ДИ.

A. Система «внешних» источников

Система «внешних» ДИ строится на основе решения
уравнения Гельмгольца в области D0 и в настоящей
работе представляет собой набор излучающих электри-
ческих и магнитных диполей. Будем рассматривать та-
кую систему ДИ, в которой все диполи располагаются
в некотором наборе точек {Mn} внутри наночастицы,
причем в каждой точке Mn находится по 3 взаимно
ортогональных источника электрического типа и 3 вза-
имно ортогональных источника магнитного типа. Вид
данных источников определяется следующими вектор-
ными потенциалами:

A
e
x,n = h

(2)
0 (k0RMMn

)ex,

A
e
y,n = h

(2)
0 (k0RMMn

)ey,

A
e
z,n = h

(2)
0 (k0RMMn

)ez .

Здесь M — точка наблюдения, Mn — точка, в которой

располагается источник, h(2)
n (·) — сферическая функ-

ция Ханкеля второго рода порядка n, eα — один из
орт введенной декартовой системы координат, R2

MMn

=

(x− xn)
2 + (y − yn)

2 + (z − zn)
2.

Поле каждого из «внешних» источников можно по-
лучить из векторных потенциалов по формулам:

E
e
α,0(M,Mn) =

j

kε0µ0
rotrotAe

α,n,

E
h
α,0(M,Mn) =

1

ε0
rotAe

α,n,

H
e,h
α,0(M,Mn) =

j

kµ0
rotEe,h

α,0(M,Mn),

(3)

Приведенные ДИ размещаются в наборе точек
{Mn}, выбранном согласно гибридной схеме метода
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дискретных источников [8]. Поставив в соответствие
каждому источнику некоторую неизвестную амплиту-
ду p (для электрических источников) или q (для маг-
нитных источников), можно записать составную часть

решения задачи (1) — полное рассеянное поле — в ви-
де суперпозиции полей выбранных источников, кото-
рые представляют собой элементарные функции:

E
S
N (M) =

N
∑

n=1

∑

α=x,y,z

(

p0α,nE
e
α,0(M,Mn) + q0α,nE

h
α,0(M,Mn)

)

,

H
S
N (M) =

N
∑

n=1

∑

α=x,y,z

(

p0α,nH
e
α,0(M,Mn) + q0α,nH

h
α,0(M,Mn)

)

.

(4)

Отметим, что выбранные таким образом «внешние»
источники, помимо уравнений Максвелла, аналитиче-
ски удовлетворяют условиям изучения на бесконечно-
сти.

B. Система «внутренних» источников

При построении решения для поля внутри части-
цы Di необходим корректный учет ЭНЛ. В этом слу-
чае внутреннее электрическое поле представимо в ви-
де суммы его поперечной и продольной компонент
Ei = ET + EL с соответствующими волновыми чис-
лами kT и kL, каждая из которых удовлетворяет соот-
ветствующему уравнению Гельмгольца [3]:

(∇2 + k2T )rotET (M) = 0,

(∇2 + k2L)divEL(M) = 0.
(5)

Следуя гибридной схеме МДИ, для описания попе-
речного поля мы воспользуемся системой регулярных
источников, построенной аналогично системе «внеш-
них» ДИ:

A
i
x,n = j0(kTRMMn

)ex, A
i
y,n = j0(kTRMMn

)ey,

A
i
z,n = j0(kTRMMn

)ez ,

где введена сферическая функция Бесселя jn(·) поряд-
ка n.

Для описания продольного поля в настоящей работе
мы выберем решение второго из уравнений (5) в виде
grad (j1(kLRMMn

)sinΘcosφ), где Θ и φ — сферические
координаты точки M относительно точки Mn, и до-
бавим полученный источник к системе «внутренних»
ДИ. Тогда для полей всех «внутренних» источников
справедливы следующие выражения:

EL(M,Mn) = grad (j1(kLRMMn
)sinΘcosφ) ,

E
e
α,T (M,Mn) =

j

kεTµi
rotrotAi

α,n,

E
h
α,T (M,Mn) =

1

εT
rotAi

α,n,

H
e,h
α,i(M,Mn) =

j

kµi
rotEe,h

α,T (M,Mn).

Таким образом, полное поле внутри частицы можно
записать по аналогии с (3):

E
N
L (M) =

N
∑

n=1

pLnEL(M,Mn),

E
N
T (M) =

N
∑

n=1

∑

α=x,y,z

(

pTα,nE
e
α,T (M,Mn) + qTα,nE

h
α,T (M,Mn)

)

,

H
N
i (M) =

N
∑

n=1

∑

α=x,y,z

(

pTα,nH
e
α,i(M,Mn) + qTα,nH

h
α,i(M,Mn)

)

,

(6)

Поля (4) и (6) аналитически удовлетворяют всем условиям поставленной граничной задачи (1), за ис-
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ключением условий сопряжения на поверхности части-
цы.

Следовательно, для решения задачи рассеяния необ-
ходимо обеспечить только выполнение граничных
условий на поверхности частицы, что достигается с по-
мощью обобщенного метода коллокаций и алгоритмов
решения переопределенной системы линейных алгеб-
раических уравнений относительно амплитуд ДИ ме-
тодами минимизации невязки в норме l2 [2]. Как толь-
ко определены амплитуды ДИ, рассеянное поле вне ча-
стицы E

S можно легко посчитать в любой точке D0 по
аналитической формуле (4). Явный вид данной форму-
лы позволяет существенно упростить интегрирование
при вычислении спектра EELS в (2), что обеспечивает
высокую скорость работы вычислительного алгоритма.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Рассмотрим серебряную наносферу диаметром d
в однородном пространстве с ε0 = µ0 = µi = 1. Рас-
четные параметры выбираются в соответствии с рабо-
той [3]: плазменная частота серебра h̄ωp = 8.99 эВ, ко-
эффициент затухания Друде h̄γ = 0.025 эВ, скорость
Ферми vF = 1.39 · 106мс−1 и постоянная диффузии
D = 3.61 · 10−4 м2с−1. Кроме того, положим прицель-
ный параметр равным b = (bx, by), где bx = d+ 0.5нм,
by = 0, а скорость внешнего электрона v = 50 кэВ.

Рис. 2: Спектр EELS для Ag наносферы диаметром d = 10 нм
в локальном приближении и в ОНО–приближении. Сплош-
ная линия — аналитическое решение. Пунктир — численное
решение по схеме МДИ

Для верификации предложенного подхода построим
спектр EELS для указанной наносферы в локальном

приближении, и сравним его с аналитическим реше-
нием [9]. Результат сравнения представлен на рис. 2,
из которого следует, что численный и аналитический
спектры совпадают с достаточной степенью точности.
Кроме того, на данном рисунке так же построен спектр
указанной наносферы в ОНО–приближении, получен-
ный по численной схеме МДИ. Видно, что учет ЭНЛ
приводит к смещению частоты резонансного пика уже
для частицы диаметром 10нм.

Для того, чтобы наглядно продемонстрировать зна-
чительное влияние ЭНЛ на свойства спектров частиц
с d < 15нм, проанализируем зависимость резонанс-
ной частоты от диаметра сферы в локальном и ОНО–
приближениях как для задачи построения спектра
EELS, так и для задачи дифракции плоской волны.
В качестве частицы будем использовать серебряную
сферу, варьируя её диаметр d от 4нм до 15нм в вычис-
лительных экспериментах. Результаты моделирования
представлены на рис. 3.

Рис. 3: Зависимость резонансной частоты h̄ω0 от диамет-
ра сферической серебряной частицы диаметра d для случаев
её возбуждения плоской волной (ПВ) и электроном (EELS)
в локальном- и ОНО–приближениях

Видно, что результатом учета эффекта нелокально-
сти как в задаче EELS, так и в задаче дифракции
плоской волны является сдвиг резонансной частоты
в высокочастотную область спектра при уменьшении
диаметра частицы d, причем данный эффект не име-
ет места в локальном приближении. Эти результаты
согласуются с экспериментальными данными и ана-
литическим решением ОНО для дифракции плоской
волны на сфере, в которых так же наблюдается сдвиг
резонансной частоты [3]. Сравнение с аналитическим
решением подтверждает, что предложенный подход на
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основе МДИ позволяет изучать спектры плазмонных
наноструктур с учетом ЭНЛ.

Следует отметить, что в общем случае численная
схема МДИ позволяет исследовать частицы и струк-
туры несферической формы [7].

В связи с этим полученные результаты могут быть
использованы в качестве основы для построения новых
вычислительных схем для анализа таких актуальных
в приложениях наноструктур, как одиночные плазмон-
ные диски, димеры и тримеры.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена задача возбуждения плазмонной части-
цы диаметром менее 10нм равномерно и прямолинейно
движущимся электроном с учетом эффекта нелокаль-
ности плазмонной среды. Решение данной задачи по-
строено на основе гибридной схемы метода дискретных
источников, учитывающей эффект ЭНЛ в рамках тео-

рии обобщенного нелокального оптического отклика.
Реализован вычислительный алгоритм, позволяющий
исследовать спектры потерь энергии электронов (спек-
тры EELS) при возбуждении ими сферических плаз-
монных частиц в локальном и ОНО приближениях.
В результате численного эксперимента с учетом ЭНЛ
установлено, что предложенный алгоритм позволяет
моделировать сдвиг резонансной частоты плазмонной
сферы в область высоких частот при уменьшении её
диаметра, отсутствующий в локальном приближении
и наблюдаемый в эксперименте.
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A mathematical model of noble metal nanoparticle excitation by point charge in uniform straight motion is considered in
homogeneous medium. Nanoparticle size is assumed to be less than 10nm. The problem solution (EELS spectrum) is constructed
with the semi-analytical Discrete Sources Method taking into account the nonlocal effect.
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