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Рассмотрены особенности построения моделей фрактальных распределений дендритных струк-
тур с использованием характеристик детерминированных и стохастических фракталов. Указана
возможность выявления фрактальных свойств оптических характеристик дендритов на основе
вейвлет-анализа. Приведены основные алгоритмы расчета фрактальной размерности применительно
к дендритным системам.
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ВВЕДЕНИЕ

Среди различных перспективных подходов форми-
рования природоподобных наноструктур (в том числе
дендритов), все большее значение приобретают нано-
технологии, использующие процессы самоорганизации
[1]. Предполагается, что самоорганизация позволит со-
здавать наноструктуры из отдельных атомов как тех-
нология «снизу-вверх». В данной работе проводится
моделирование процессов самоорганизации на первых
этапах объединения частиц.

Целью настоящей работы является расширение
представлений об особенностях построения моделей
и анализа фрактальных распределений дендритных
структур с использованием характеристик детермини-
рованных и стохастических фракталов.

Согласно литературным данным (например, [2, 3]),
первичный этап формирования многих природных
и природоподобных систем часто связан с возникнове-
нием в результате самоорганизации структур дендрит-
ного типа различной сложности, именно такие струк-
туры определили предмет изложенных ниже исследо-
ваний.

Изучение свойств такого рода объектов получило
широкое распространение в различных приложениях
науки и техники. Особую актуальность имеют био-
медицинские приложения в области внедрения новых
разработок средств инкапсулирования, доставки лекар-
ственных веществ с использованием дендритоподоб-
ных частиц–носителей, при анализе тезиограмм биоло-
гических жидкостей, а также в офтальмологии [2–4].

Фрактальные свойства дендритных систем принято
оценивать на основе применения аппарата фракталь-
ной параметризации [5]. Его ключевым параметром,
является фрактальная размерность. В литературе часто
используются разные варианты расчета фрактальной
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размерности (размерность подобия, клеточная размер-
ность, корреляционная размерность, кластерная (мас-
совая) размерность и др.) [6], как правило, это свя-
зано с особенностями самих исследуемых объектов.
Использование различных методов определения фрак-
тальной размерности дендритных структур приводит
к разночтению в оценке ее предельной величины, к ко-
торому она стремится при увеличении числа образую-
щих элементов. Кроме того, в литературе недостаточ-
но проработана задача о нахождении общих физиче-
ских закономерностей, определяющих устойчивую кор-
реляцию между фрактальными свойствами дендритов
и их оптическими характеристиками (картинами ди-
фракции зондирующих пучков). Установление подоб-
ных закономерностей может найти применение в раз-
работке новых методов оптической диагностики. В дан-
ной работе указанная задача рассматривается с по-
зиций обоснования применения определенного подхо-
да к оценке фрактальных размерностей, как структур
дендритов, так и их картин дифракции.

1. СПОСОБЫ ПОСТРОЕНИЯ ДЕНДРИТНЫХ
СТРУКТУР И ИХ ОПТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА

Фрактальные наносистемы допускают классифика-
цию по типу пространственной группировки, составля-
ющих их частиц [7]. При определенных условиях нано-
частицы формируют образования дендритной формы.
Оценивая их геометрические и скейлинговые парамет-
ры, можно определить физический механизм взаимо-
действия частиц [8, 9].

В настоящей работе построение дендритных струк-
тур осуществлялось, как на основе применения раз-
личных детерминированных способов задания фрак-
тальных множеств, так и стохастическими методами,
учитывающими действие различных случайных факто-
ров. На рис. 1 показаны результаты расчетов формиро-
вания фрактальных пространственных распределений
наночастиц в 2D пространстве.
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Рис. 1: Детерминированное и случайное пространственное распределение наночастиц. L–система дендрита с геометрией «сне-
жинка» (а), г — фрагмент (а), дендриты в приближении ассоциации «баллистическая агрегация–кластер» (б) и «ограниченная
диффузией агрегация» (в), д — фрагмент (в)

Так, на рис. 1,a показано детерминированное за-
дание дендрита с геометрией «снежинка». Его по-
строение осуществляется с использованием стандарт-
ной процедуры формирования L–систем [6]. Исполь-
зование L-систем, а также известных фрактальных
множеств, например, множества Жюлиа, существенно
ускоряет моделирование детерминированных природо-
подобных структур. Детерминированное задание фрак-
тальных объектов может применяться к развитым на-
нокластерным образованиям дендритоподобной формы
с фиксированным числом частиц, определяемым итера-
ционной процедурой [6, 9]. Это сильно ограничивает
применение детерминированных методов для анализа
скейлинговых свойств дендритов произвольной формы
с переменным количеством образующих частиц.

Удобным инструментом управления ростом дендри-
тов могут служить программы моделирования про-
странственных распределений наночастиц разработан-
ные с учетом свойств ассоциации частиц в 2D про-
странстве с использованием агрегационных моделей
частица-кластер (рис. 1,б-в). На рис. 2 приведены схе-
мы реализаций используемых в настоящей работе ал-
горитмов роста дендритов, которые можно рассматри-

вать как модификации классической модели Т. Витте-
на и Л. Сандера «диффузия, ограниченная агрегацией»
(ДОА) [10].

В предложенной нами модификации ДОА, частицы
передвигаются скачками не по квадратной решетке,
как в [10], а в произвольном направлении, задаваемым
генератором случайных чисел.

Расчет движения составляющих частиц дендритов
производится в виде последовательных перемещений
на равные расстояния ∆r за каждый шаг цикла со-
гласно следующей формуле:

xk+1,j = xk,j +∆r cosϕ;
yk+1,j = yk,j +∆r sinϕ,

(1)

где ϕ — произвольный угол (ϕ = 2π · rand, где rand —
генератор случайных чисел от 0 до 0.999...), x, y —
координаты частиц кластера, индекс j — номер ча-
стицы, индекс k — номер шага. Кластер формируется
из частицы-затравки, расположенной в центре области
его формирования (рис. 2,a).

Случайность процесса достигается тем, что частица
совершает случайное движение (1) из произвольной
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Рис. 2: Схематическое представление модифицированных алгоритмов роста дендрита. Красным отмечена затравочная частица.
Зеленая окружность — радиус генерации частиц. Синяя — окружность уничтожения (a) или возврата частиц (б)

точки окружности с фиксированным радиусом Rgen,
проведенной вокруг затравки (зеленая окружность
на рис. 2).

При соприкосновении с кластером частица присо-
единяется к нему, после чего формируется новая ча-
стица в произвольной точке окружности с радиусом
Rgen. Для увеличения скорости формирования кла-
стера задается дополнительная окружность с радиу-
сом Rdel > Rgen, ограничивающая область блужда-
ния частиц (синяя окружность на рис. 2). При вы-
ходе за пределы этой окружности частица либо уни-
чтожается и выпускается новая с окружности гене-
рации частиц Rgen (рис. 2,а), либо частица возвра-
щается на окружность генерации частиц в исходное
положение (рис. 2,б).

При росте кластера дендрита предусматривается
возможность автоматического увеличения радиусов
Rgen и Rdel. При этом остаются фиксированными рас-
стояния между радиусами Rgen и Rdel, а также рас-
стояние между радиусом дендрита и Rgen.

С целью предотвратить «перекрытие» частиц за счет
большой величины скачка, нами реализована модель
с переменным шагом частиц. На начальном этапе, ча-
стица стартует с окружности радиуса Rgen и движет-
ся дискретными шагами в произвольном направлении.
При приближении к неподвижным частицам на рас-
стояние Rz ≤ 4Rmol (Rmol — радиус частицы) про-
изводится переключение на мелкий шаг передвижения
частицы. После того, как расстояние между центрами
частиц становится меньше 2Rmol (частицы столкну-
лись), то вновь присоединившаяся частица отодвигает-
ся вдоль линии последнего скачка, так, чтобы рассто-
яние между центрами частиц стало ровно 2Rmol.

Кроме этого, в работе рассматривается агрегаци-
онная модель «баллистическая агрегация — кластер»
с преимущественной направленностью движения стар-
тующих частиц с окружности Rgen к центру области

формирования дендрита [11]. В этом случае наблюда-
ется более плотная упаковка частиц в дендрите (рис.
1,б).

Анализ оптических характеристик (картин дифрак-
ции) анализируемых структур дендритного типа (рас-
пределения амплитуды поля и интенсивности дифраги-
рованных волн) проводился на основе использования
формулы Релея–Зоммерфельда [12].

Для удобства анализа скейлинга оптических харак-
теристик дендритных систем была проведена процеду-
ра их бинаризации с функцией пропускания F :

F (x, y) =

{

1, x, y ∈ C
0 x, y /∈ C

, (2)

где C — заданная контурная граница объекта.
Такое бинаризированное представление анализируе-

мых систем существенно упрощает расчет дифракци-
онных картин нанокластерных образований дендрит-
ной формы. В случае использования детерминирован-
ного представления дендрита (рис. 1,а), непрерывные
линии преобразовывались в точечное распределение
(рис. 1,г) с функцией пропускания (2).

Существенно дополнить характеристики анализиру-
емых распределений позволяет применение вейвлет-
преобразований [13, 14]. Результаты расчетов приве-
дены на рис. 3. На нем показаны картины вейвлет-
коэффициентов |W (a, b)| распределений интенсивности
I в поле дифракции фрактального объекта с фрак-
тальным распределением интенсивности I(q) (решетка
Кантора [15]) и дендрита (рис. 1,б). Здесь q — норми-
рованная пространственная частота.

Профиль распределения интенсивности I(yi)xi=xc

дендрита, состоящего из 5000 частиц, приведен на
рис. 3,в. Здесь xc — координата центра дифракцион-
ной картины, соответствующей условиям: z = 1000d,
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Рис. 3: Распределение интенсивности I в поле дифракции для а — фрагмента апериодической решетки Кантора (число
элементов J = 255) и в — структуры дендрита (рис. 1, б); б, г — картины вейвлет-коэффициентов |W (a, b)| распределений а
и в, соответственно

λ = d, где d — расстояние между соседними частица-
ми дендрита.

Картины вейвлет–коэффициентов |W (a, b)| распре-
делений интенсивности I содержат комбинированную
информацию как об использованном вейвлете, так и об
анализируемом распределении. Параметр b — величина
смещения по оси абсцисс, a — коэффициент масштаби-
рования. Для вейвлет–анализа использовалась базис-
ная вейвлетообразующая функция ψ — «мексиканская
шляпа» [13].

Картина вейвлет–коэффициентов |W (a, b)| на
рис. 3,б хорошо демонстрирует наличие иерархи-
ческой структуры анализируемого распределения
интенсивности. Каждое дробление масштаба отме-
чено появлением в картине распределения |W (a, b)|
«вилообразных» образований, что соответствует
раздвоению локальных максимумов. Отмеченная
особенность в картинах |W (a, b)| обусловлена прояв-
лением фрактальных свойств, присущих структуре
Кантора. Картина вейвлет–коэффициентов |W (a, b)|
распределения I(yi)xi=xc

рассматриваемого дендрита
представлена на рис. 3, г. Приведенное распределение
|W (a, b)| характеризуется наличием иерархической
структуры распределения интенсивности (рис. 3, в)
для малых значений коэффициента a < 20.

Результаты моделирования картин |W (a, b)| различ-
ных сечений распределений интенсивности дендрит-
ных структур, выполненные для разных значений пара-
метра z, показывают наличие определенного структур-
ного сходства с картиной вейвлет–коэффициентов для
распределения интенсивности фрактальной структуры
решетки Кантора (рис. 3,б). Это указывает на наличие

фрактальных свойств в картинах дифракции дендрит-
ных объектов. Исключение составила только дальняя
зона картин дифракции случайных дендритных струк-
тур, сформированных по формуле (1). В этом слу-
чае формируется совокупность концентрических колец
разной интенсивности и визуальные признаки фрак-
тальности картин дифракции отсутствуют.

2. ФРАКТАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ДЕНДРИТНЫХ
СТРУКТУР

Для дендритоподобных структур количественная
оценка самоподобных свойств, проявляющихся как
в самих анализируемых объектах, так и в их дифрак-
ционных картинах проводилась на основе определения
фрактальной размерности D [6, 16, 17].

Согласно литературным данным фрактальную раз-
мерность применительно к дендритным структурам ча-
сто оценивают с позиций клеточного и массового (кла-
стерного) подходов [18–20].

Клеточная размерность Db фрактального объекта
определяется в соответствии с формулой [16, 17]:

Db = − lim
δ→0

lnN(δ)

ln δ
, (3)

где N(δ) — количество элементов размера δ, покрыва-
ющих объект.

В общем случае, элементы, которыми покрывают
объект, могут иметь произвольную форму [21], а ре-
зультат полученного значения фрактальной размерно-
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Рис. 4: Динамика изменения в процессе самоорганизации кластерных фрактальных размерностей D структуры дендрита (1)
и его дифракционных картин (2-4). 2 — соответствует условиям z = 10d, λ = d, где d — расстояние между соседними
частицами дендрита; 3 — соответствует условиям z = 1000d, λ = d; 4 — соответствует приближению Фраунгофера

сти зависит от минимального размера элемента покры-
тия и числа сеток, составленных из таких элементов.

При расчете фрактальной размерности картин ди-
фракции, клеточный способ представляется не точным.
Это связано с тем, что требуется бинаризация ана-
лизируемых картин дифракции, т.е. необходим кри-
терий определения порогового уровня интенсивности
(или амплитуды), начиная с которого клетка считается
«занятой». Это вносит неоднозначность в вычисление
клеточной фрактальной размерности картин дифрак-
ции дендритов.

Массовая (кластерная) фрактальная размерность
оценивается с помощью формулы [16]:

N = ρ(R/R0)
D, N → ∞, (4)

где D — размерность кластера, N — число частиц
с радиусом R0, ρ — коэффициент пропорциональности
(учитывает форму кластера), R — радиус наименьшей
окружности (или сферы), содержащий кластер. Для
упрощения расчетов в (4) было задано ρ = 1.

Корректность реализованных алгоритмов определе-
ния фрактальных размерностей массовым и клеточным
методом проверялась на простых тестовых объектах.
Тестовые объекты представляли собой круг с равно-
мерным распределением частиц и круг с неравномер-
ным заполнением частицами, заданный разными спо-
собами. При равномерном пространственном распре-
делений частиц по кругу, клеточная и массовая раз-
мерность структуры Db ≈ D → 2 при числе частиц
N →10 млн. Эти оценки фрактальных размерностей
служат ориентиром в случае модели ассоциации ча-
стиц «баллистическая агрегация — кластер». Нерав-
номерное распределение частиц допускает получение
разных вариантов значений фрактальных размерностей
согласно формулам (3)–(4): Db, D < 2, соответствую-

щим заданному структурному параметру, отвечающе-
му за степень разреженности круга.

Для оценок фрактальных характеристик дендритных
структур и их изображений был выбран массовый ме-
тод. Такой способ определения фрактальной размерно-
сти дендритных структур и их картин дифракции, не
требует проведения дополнительной бинаризации для
области изображения. Формула (4) позволяет полу-
чить числовой результат для фрактальной размерно-
сти, как дендритных структур, так и их картин ди-
фракции в разных зонах (рис. 4). Оценка значений D
картин дифракции дендритов в дальней зоне, не об-
ладающих фрактальными признаками, является некор-
ректной. Поэтому целесообразно дополнить указанный
известный подход (4) визуальным контролем наличия
признаков фрактальности, как самих анализируемых
структур, так и их картин дифракции.

На рис. 4 представлен пример полученных зависи-
мостей средней кластерной фрактальной размерности
при изменении числа составляющих частиц кластера
N (рис. 1, б) в случае линейной траектории частиц,
реализующиеся при ϕ = 0. Кривая 1 — соответствует
изменению кластерной фрактальной размерности денд-
рита от числа составляющих его частиц. Следует от-
метить, что при N > 5000 вид кривой 1 не претер-
певает существенных изменений, при этом кластерная
фрактальная размерность медленно возрастает D → 2,
что согласуется с литературными данными [20]. Так,
при изменении N от 5000 до 15000 средняя фракталь-
ная размерность D изменялась в интервале от 1.83
до 1.87. Усреднение проводилось по 5-ти реализациям
фрактального роста дендрита. Кривые 2–4 на рис. 4 ха-
рактеризуют изменение D в картинах дифракции при
разных начальных условиях.

Полученные результаты указывают на то, что мас-
совые фрактальные размерности дендрита имеют близ-
кие значения, как в области задания структуры кла-
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стера, так и в его картинах дифракции. Причем наи-
большее соответствие значений D может достигаться
в переходной области (кривая 3) при следующих усло-
виях: z = 1000d, λ = d, λ — длина волны излучения.
При числе частиц дендрита N < 1500 наблюдается
неустойчивая область изменения значений кластерной
фрактальной размерности D (граница области отмече-
на пунктиром на рис. 4). Ее наличие указывает на зна-
чительное влияние случайных факторов при формиро-
вании таких структур на начальном этапе (при малых
N ). Зависимости 2 и 4 соответствуют приближениям
ближней и дальней зоны, соответственно. Им свой-
ственен слабый осциллирующий характер и близость
значений D к соответствующим значениям кластерной
фрактальной размерности формирующегося дендрита.

Результаты моделирования показали, что значения
массовых фрактальных размерностей полученных кар-
тин дифракции оказались близкими к их значениям
для формируемых кластеров в широкой области изме-
нения числа частиц, независимо от вида модели фор-
мирования дендрита.

Так, для реализованной модификации модели ДОА
среднее значение массовой фрактальной размерности
достигает значения D = 1.71 (N = 1 млн. частиц),
что не противоречит литературным данным [19, 20].
Сформированные дендриты по формуле (1) характери-
зуются широкой областью скейлинга во всем занима-
емом пространстве: 1 < ∆ < N , где N — число ча-
стиц дендрита. Граничное значение области неустой-
чивости предложенной модификации модели ДОА со-
ставило величину N = 2100. Полученные зависимости
массовых фрактальных размерностей от числа частиц,
как для дендритоподобных систем, так и для их кар-
тин дифракции могут использоваться для идентифи-
кации систем кластеров нанодендритов, образованных

в процессе самоорганизации наночастиц в рамках раз-
личных 2D стохастических моделей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Установление закономерностей, определяющих кор-
реляцию между фрактальными свойствами дендритов
и их картинами дифракции, находится в русле решения
фундаментальной проблемы фрактальной оптики, на-
правленной на установление общих закономерностей,
определяющих связь между особенностями структуры
фракталоподобных объектов и их спектральными ха-
рактеристиками. Ее решение применительно к дендри-
там позволит выработать единые критерии для иден-
тификации широкого класса апериодических дендри-
топодобных объектов.

Рассмотренные модели построения случайных денд-
ритных структур можно использовать для описания
первичного этапа формирования процессов структури-
рования материи, применительно к некоторым биоло-
гическим объектам. Кроме того, найденные границы
неустойчивости изменения значений кластерной фрак-
тальной размерности для различных моделей частица-
кластер можно положить в основу выделения локаль-
ных областей скейлинга структур дендритов разной
геометрии. Это позволит выработать более общий под-
ход идентификации дендритных структур и их картин
дифракции, включающий, как определение фракталь-
ной размерности, так и локальные параметры скейлин-
га (коэффициенты и области скейлинга).
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Fractal properties of self-organizing dendrites
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The features of constructing models of fractal distributions of dendritic structures using the characteristics of deterministic and
stochastic fractals are considered. The possibility of revealing fractal properties of the optical characteristics of dendrites based on
wavelet analysis is indicated. The main algorithms for calculating the fractal dimension are applied to dendritic systems.
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