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В статье рассматривается использование в методе редукции измерения информации о принадлеж-
ности входного сигнала или значения интересующей исследователя характеристики объекта
исследования априори заданному множеству в случае вероятностной модели измерения. Пред-
ложена и исследована оценка вероятностной редукции, имеющая меньшую среднеквадратичную
погрешность, чем ранее известные оценки редукции.

Также в качестве примера рассмотрена редукция результата квантовооптического измерения —
изображения объекта исследования, полученного при формировании изображения обычным светом
и светом с подавлением флуктуаций числа фотонов. Исследована зависимость качества редукции
от степени подавления флуктуаций и от характеристик (контрастность, средняя яркость) изображе-
ния. Показано, что зависимость ковариационного оператора погрешности от оцениваемого сигнала
незначительно ухудшает качество редукции измерения.
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ВВЕДЕНИЕ

Известно [1], что такие широко распространенные
методы «обработки» результатов измерений, как метод
наименьших квадратов (МНК) [2–4] и его различны-
ми способами регуляризованные варианты [5–13], ме-
тод максимальной энтропии [14–17] и др., в которых
решение задачи интерпретации данных измерений на-
ходится путем минимизации функционала, не имеюще-
го прямого отношения к погрешности интерпрета-
ции, не гарантируют максимальную точность интер-
претации. Подобные методы не могут служить осно-
вой теории измерительно-вычислительных преобра-
зователей (ИВП) как средств измерения, посколь-
ку: при априори заданном измерительном преобразо-
вателе (ИП) не позволяют реализовать максимальную
точность ИВП как средства измерения, не позволя-
ют определять оптимальные параметры ИП, при кото-
рых достигается предельная точность ИВП как сред-
ства измерения и т. д. Заметим однако, что в ряде
случаев функционал наименьших квадратов возникает
естественно и в задачах минимизации ошибки интер-
претации данных измерений, как, например, в случае
нормального распределения ошибок измерений. Кроме
того, априорная информация о возможных значениях
сигнала, используемая (явно или неявно) при регуля-
ризации, может оказаться достаточной для того, чтобы
оценка метода, не учитывающего все свойства схемы
измерения, оказалась близкой к оптимальной.
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Рассмотрим типичную схему измерений, в кото-
рой в результате взаимодействия измеряемого объекта,
среды и ИП на входе ИП формируется (измеряемый)
сигнал f , принадлежащий конечномерному евклидову
пространству F , несущий информацию об измеряемом
объекте и среде, см. [1, 18, 19]. ИП преобразует f
в сигнал

ξ = Af + ν, (1)

где A : F → X — оператор, обозначающий моделируе-
мый ИП, взаимодействующий с измеряемым объектом
и со средой, определяющий преобразование f в сигнал
Af + ν, где ν — погрешность, шум ИП, X — конечно-
мерное евклидово пространство значений ξ. Сигнал ξ
поступает на вход вычислительного преобразователя
(ВП), который преобразует ξ, дополнительную и апри-
орную информацию о модели измерения (1) и о модели
объекта исследования в выходной сигнал R∗(ξ) ИВП.

Результат измерения зависит от параметров измеря-
емого объекта, взаимодействующего с ИП, а исследо-
вателя, как правило, интересуют значения параметров
исследуемого объекта, не возмущённого измерением.
Связь характеристик измеряемого и исследуемого объ-
ектов описывается моделью идеального ИП, заданной
оператором U : F → U , где U — конечномерное ев-
клидово пространство значений интересующих иссле-
дователя параметров. На вход идеального ИП посту-
пает тот же сигнал, что и на вход реального ИП, но
на его выходе сигнал Uf равен значениям парамет-
ров исследуемого, а не измеряемого, объекта. Задача
редукции измерения ξ к виду, свойственному измере-
нию на идеальном ИП U , состоит в нахождении опе-
ратора редукции R∗(·) : X → U , для которого R∗ξ —
в известном смысле наиболее точная версия значения
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Uf и который реализуется оптимальной вычислитель-
ной компонентой ИВП.

Если в (1) f ∈ F — априори произвольный век-
тор, ν ∈ X — случайный вектор, Eν = 0 и из-
вестен его невырожденный ковариационный оператор
Σν : ∀x ∈ X Σνx = Eν(x, ν), то линейный оператор
R∗ ∈ (X → U) редукции определяется как мини-
мизирующий максимальную по f среднеквадратич-
ную (с. к.) погрешность интерпретации Rξ как Uf :
h(R,U) = sup

f∈F

E‖R(ξ) − Uf‖2 ∼ min
R:X→U

. Эта погреш-

ность минимальна [1] при R, равном оператору несме-
щённой редукции

R∗ = U(Σ−1/2
ν A)−Σ−1/2

ν , (2)

и равна h(R∗, U) = tr
(
U(A∗Σ−1

ν A)−U∗
)
, где − обозна-

чает псевдообращение, если

U(I −A−A) = 0, (3)

и равна бесконечности, если это условие не выполнено.
Тогда задача неразрешима и при U = I. Оценка редук-
ции (2) в этом случае формально существует, оценка
обычного МНК существует, но не единственна, суще-
ствование и единственность оценки регуляризованного
МНК зависит от способа регуляризации. В этом слу-
чае, очевидно, модель измерения неадекватна цели ис-
следования.

Если же оператор Σν неизвестен, но известно огра-
ничение на среднюю «энергию» шума E‖ν‖2 = trΣν ≤
δ2, см. [1, §1.7] и [20], то наиболее точная несмещён-
ная версия значения Uf есть

UA−ξ, (4)

и её с. к. погрешность не превосходит δ2‖U(A∗A)−U∗‖.
Условием конечности её с. к. погрешности также явля-
ется U(I −A−A) = 0.
Пример 1. В качестве примера применения метода

редукции рассмотрим задачу оценивания входного сиг-
нала по данным измерений по схеме (1), где матричные
элементы оператора A выбраны как в [21]:

Aij = (1 − c)
1

πw

1

1 + (|i− j|/w)2+

+ c
1√
2πw2

exp(−|i− j|2/(2w2)), i, j = 1, . . . ,M, (5)

где c = 0.2, w = 3 — «ширина» аппаратной функции
ИП, моделируемого оператором A. Случайные погреш-
ности измерений имеют нулевое математическое ожи-
дание и корреляционный оператор Σν = σ2I.

На рис. 1 при M = dimF = dimU = 100 приве-
дены результаты интерпретации измерений для произ-
вольного f , см. разд. 1. В этом случае произведено два
цикла измерений, причем во втором дисперсии погреш-
ностей измерений в 106 раз больше, чем в первом. Ре-
зультат редукции имеет не большую с. к. погрешность

χ = E‖Ûf − Uf‖2 (по определению, ибо в методе ре-
дукции погрешность минимизируется, а ни в обычном,
ни в регуляризованном МНК — нет), чем результаты
остальных методов, что связано с более полным уче-
том в методе редукции априорной информации о шуме
(в методе редукции используется ковариационный опе-
ратор шума, в обычном МНК информация о шуме не
используется, в регуляризованном МНК использует-
ся информация о математическом ожидании квадра-
та нормы шума), а в результате применения обычного
МНК сигнал неразличим на фоне шума.

Как и в [22], далее рассматривается случай, когда
входной сигнал принадлежит априори известному вы-
пуклому замкнутому множеству, то есть если заранее
известно, что значение сигнала удовлетворяет задан-
ным ограничениям. В отличие от [22], рассматривает-
ся не только принадлежность такому множеству вход-
ного сигнала ИП f , характеризующего измеряемый
объект, а также принадлежность заданному множе-
ству интересующей исследователя характеристики
Uf объекта исследования. Кроме того, в предлагае-
мом в настоящей статье методе редукции использует-
ся проецирование при минимизации не «обычного» ев-
клидова расстояния, а расстояния Махаланобиса, ср.
оценки (7) и (8).

В связи с рассматриваемой в разделе 2 задачей
редукции результата квантовооптического измерения
следует упомянуть работы [23–25], в которых метод
редукции измерения впервые был использован для по-
лучения сверхразрешения, т. е. интересующей иссле-
дователя характеристикой объекта исследования явля-
лось его изображение, которое было бы полученно дат-
чиком с геометрическим разрешением, превышающим
геометрическое разрешение фактически использован-
ного подвижного датчика или матрицы датчиков, и ис-
следовалась робастность полученной оценки (в част-
ности, по отношению к неточности позиционирования
сканирующего датчика). В отличие от рассматривае-
мой в разделе 2 задачи, в них рассматривалось апри-
орная информация, согласно которой объект исследо-
вания не является априори ограниченным, а априори
произволен или априори случаен (т. е. f — реализация
случайного вектора ϕ, имеющего известное математи-
ческое ожидание и ковариационный оператор), причём
в последнем случае рассматривается также случайный,
а не известный, оператор A, и ковариационный опера-
тор погрешности измерения соответствует белому шу-
му, а не имеет характерный для естественного освеще-
ния вид (10).

1. АПРИОРНАЯ ИНФОРМАЦИЯ
О ПРИНАДЛЕЖНОСТИ ИНТЕРЕСУЮЩЕЙ

ИССЛЕДОВАТЕЛЯ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОБЪЕКТА
ИССЛЕДОВАНИЯ ЗАДАННОМУ МНОЖЕСТВУ

Рассмотрим задачу редукции измерения в тех же
условиях, что выше, но при условии, что априори из-
вестно множество Fpr ⊂ F , которому принадлежит f ,
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Рис. 1: Результаты обработки измерения ξ (б, в) входного сигнала f (а) при отсутствии априорной информации: (г) оценка
линейной редукции (2); (д) оценка МНК; (е) оценка регуляризованного МНК, параметр регуляризации определён по невязке,
как ограничение на ‖ν‖2 выбрано E‖ν‖2

Fpr 6= ∅, или что априори известно множество Upr ⊂ U ,
которому принадлежит истинное значение Uf характе-
ристики объекта исследования, интересующей иссле-
дователя.

Задача редукции для вероятностной модели схе-
мы измерений (1) при условии f ∈ Fpr рассмотрена
в [1, §7.2], где использован следующий факт: если
ζ = ζ(ξ) — какое-либо решение задачи интерпретации
измерения ξ, то проекция ζ на UFpr = {Uf |f ∈ Fpr},
т. е. решение Π(ζ) задачи на минимум ‖ζ − Π(ζ)‖2 =
infu∈UFpr‖ζ − u‖2, имеет меньшую с. к. погрешность,
чем ζ, если ζ 6∈ UFpr. Пусть U = I. Уточнение оцен-
ки R∗ξ при U = I, см. (2), определим рекуррентным
процессом

f̂i+1 = Π(R̃ξi), ξi =

(
ξ

f̂i

)
, (6)

где i = 0, 1, . . . , f̂0 = Π(R∗ξ) при U = I, R̃ — опе-
ратор редукции к U = I измерения по схеме ξi =(
A
I

)
f+

(
ν
ν̃

)
при любом шуме ν̃, т. е. для ИП

(
A
I

)
при

шуме, ковариационный оператор которого

(
Σν 0

0 Σ̃ν

)
.

Другой вариант уточнения, предложенный в [22] —
неподвижная точка процесса (6), т. е. решение уравне-
ния

f̂ = Π

(
R̃

(
ξ

f̂

))
(7)

относительно f̂ . Численный эксперимент, см. ниже,
показывает, что выбор ковариационного оператора Σν̃

шума ν̃ фиктивного измерения влияет на точность
и скорость вычисления результата редукции. Оценка,
определённая решением уравнения

û = ΠΣR∗ξ

(
R̃ΣR∗ξ

(
ξT , ûT

)T)
(8)

относительно û, где ΠΣR∗ξ
(u)

def
= argminv∈Upr

(v −
u,ΣR∗ξ

−1(v−u)), R̃ΣR∗ξ
— оператор редукции измере-

ния для ИП

(
A
U

)
при шуме, ковариационный оператор

которого

(
Σν 0
0 ΣR∗ξ

)
, т. е. типа (7), но при проециро-

вании, ортогональном не в евклидовой норме, а в Σ−1
R∗ξ

-
энергетической норме (или, что в данном случае то
же самое, при минимизации расстояния Махаланоби-
са), и при использовании в качестве ковариационно-
го оператора Σν̃ погрешности ν̃ фиктивного измерения
ковариационного оператора ΣR∗ξ = R∗ΣνR

∗
∗ оценки

линейной несмещённой редукции (2), имеет несколь-
ко меньшую с. к. погрешность. Это связано с тем, что
за счёт использования ΣR∗ξ как ковариационного опе-
ратора погрешности фиктивного измерения результат
фиктивного измерения рассматривается как поражён-
ный тем же шумом, что и результат основного изме-
рения, а за счёт использования ΣR∗ξ при проециро-
вании наиболее точная версия интересующей иссле-
дователя характеристики, принадлежащая UFpr, выби-
рается с учётом относительных погрешностей её ком-
понент. Поскольку операторы редукции основного и
фиктивного измерений по отдельности и ковариацион-
ные операторы полученных при этом оценок совпада-
ют, объём вычислений для получения оценки (8) мень-
ше, чем для оценок (6) и (7) (не требуется вычислять((

Σν 0

0 Σ̃ν

)−1/2(
A
I

))−(
Σν 0

0 Σ̃ν

)−1/2

), если не учи-

тывать вычисление результата проецирования.

Для вычисления оценок (7) и (8) можно использо-
вать метод простой итерации, то есть вычислять с по-

мощью рекуррентного процесса fi+1 = Π

(
R̃

(
ξ

f̂i

))

при начальном приближении f̂0 = Π(R∗ξ) или
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ûi+1 = ΠΣR∗ξ

(
R̃ΣR∗ξ

(
ξ
ûi

))
при начальном прибли-

жении û0 = ΠΣR∗ξ
(R∗ξ), соответственно, i = 0, 1, . . . .

Сходимость следует из того, что отображения в правых
частях (7) и (8) являются сжимающими.

Теорема 1. Пусть измерения производятся по схе-
ме (1) ξ = Af + ν, где шум ν имеет нулевое мате-
матическое ожидание и известный ковариационный
оператор Σν , входной сигнал является априори про-
извольным элементом множества Fpr, значение ин-
тересующей исследователя характеристики u = Uf
априори принадлежит множеству Upr, где множе-
ства Fpr и Upr — выпуклые. Тогда с. к. погрешность
оценок (6), (7) и (8) не превышает с. к. погрешность
оценки (2) линейной несмещённой редукции.

Доказательство. Утверждение теоремы следует из от-
меченного в [1, т. 7.2.1] и выше факта, что результат
проецирования Π(ζ) любого решения ζ задачи интер-
претации измерения на множество априори возможных
значений Upr = UFpr интересующей исследователя ха-
рактеристики имеет не большую с. к. погрешность, чем
само решение ζ (меньшую, если ζ 6∈ Upr), и того, что
погрешность результата редукции измерения по схе-

мам ξ̃ =

(
A
I

)
f +

(
ν
ν̃

)
и ξ̃ =

(
A
U

)
f +

(
ν
ν̃

)
при любом

ковариационном операторе шума ν̃ фиктивного изме-
рения не превышает погрешность оценки (2) линейной
несмещённой редукции, см. [1, т. 5.5.1]. �

Заметим, что априори в силу произвольности вход-
ного сигнала нельзя сказать, будет ли получено улуч-
шение применением оценок (6), (7) или (8) по сравне-
нию с оценкой линейной редукции (2). В частности,
улучшение невозможно, если Upr ⊃ {u′ ∈ U|‖u′ − v‖ ≤
‖ΣR∗ξ‖1/2}. С другой стороны, если R∗ξ 6∈ Upr, приме-
нение этих методов улучшает оценку.

Замечание 1. Если выполняется условие (3) U(I −
A−A) = 0, оценки (6), (7) и (8) имеют конечную с. к.
погрешность, но, кроме того, их с. к. погрешность ко-
нечна вне зависимости от выполнения этого условия и
в случае, если множества Fpr или Upr, соответственно,
являются ограниченными.

В качестве примера на рис. 2 показано решение за-
дачи редукции спектра, измеренного спектрометром с
аппаратной функцией (5), если априори известна неот-
рицательность спектральной плотности. Видно, что ис-
пользование информации о неотрицательности спек-
тральной плотности значительно улучшает качество
полученной оценки, причём при использовании мето-
да (8) улучшение больше, чем при использовании (6)
и (7). В частности, метод (8), в отличие от (6) и (7),
не приводит к появлению «ложного сигнала» в обла-
сти, где спектральная плотность равна нулю. Разуме-
ется, высокое качество оценки метода (8) по сравне-
нию с оценкой линейной несмещённой редукции свя-
зано с тем, что для использованного входного сигнала
среди ограничений, определяющих множество априори
возможных сигналов, большинство активных.

В показанном на рис. 3 случае при той же апри-
орной информации, но другом входном сигнале, со-
держащем область ненулевой спектральной плотно-
сти при малых частотах, даже при более слабом шу-
ме в этой области погрешность оценки метода (8)
относительно велика, хотя и меньше, чем погреш-
ность оценки метода (6), оценки метода (7), которая
в этом случае практически с ней совпадает, и тем
более погрешность оценки линейной редукции. Оцен-
ка известного метода также содержит «ложный сиг-
нал» в области нулевой спектральной плотности, хотя
и более слабый, чем на рис. 2.

2. КВАНТОВЫЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ, ФОРМИРУЕМЫЕ
СУБПУАССОНОВСКИМ СВЕТОМ, И ИХ РЕДУКЦИЯ

Погрешность редукции к одному и тому же иде-
альному ИП U измерений, произведённых на одном
и том же ИП A при одной и той же априорной инфор-
мации, очевидно, зависит от погрешности измерений.
Примером понижения уровня шума физическими сред-
ствами является применение для формирования изоб-
ражений света с подавленными фотонными флуктуа-
циями [26]. Такой свет называется субпуассоновским,
поскольку дисперсия числа фотонов (например, попа-
дающих в светочувствительный элемент) из пучка та-
кого света меньше, чем математическое ожидание это-
го числа (в случае естественного света математическое
ожидание и дисперсия числа фотонов равны, а само
число фотонов имеет распределение Пуассона). При-
готовление такого света, однако, тем более трудоёмко,
чем в большей степени подавляются флуктуации. По-
этому в этом разделе исследована зависимость каче-
ства редукции изображения, сформированного таким
светом, от степени подавления флуктуаций и от таких
характеристик объекта исследования и его освещения,
как контрастность (распределения прозрачности) объ-
екта исследования и средняя яркость освещения.

Для обработки квантовых изображений, как прави-
ло, применяются описанные во введении методы обра-
ботки результатов измерений или оценивание с помо-
щью метода апостериорного максимума (один из бай-
есовских аналогов метода максимального правдоподо-
бия, в котором оцениваемая величина априори считает-
ся реализацией случайной величины с известным рас-
пределением, и оценкой является точка максимума вы-
численного по правилу Байеса апостериорного распре-
деления), где априорное распределение случайной про-
зрачности объекта исследования, например, пропорци-
онально экспоненте отрицательной полной вариации
изображения [27] или с помощью метода максимально-
го правдоподобия без регуляризации [28] или с регуля-
ризующими слагаемыми в логарифме функции правдо-
подобия, зависящими от разностей прозрачностей со-
седних пикселей (дискретный аналог нормы L1 лапла-
сиана распределения прозрачности) [29] (присутствие
таких слагаемых формально эквивалентно методу апо-
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Рис. 2: Результаты редукции измерения ξ (б) спектра f (а) при априорной информации о неотрицательности спектральной
плотности, f ∈ Fpr = {f ′ ∈ F|f ′ ≥ 0}, U = I , Upr = Fpr: (г) методом линейной несмещённой редукции, в котором не

используется неотрицательность спектра; (д) рекуррентным методом (6), 100 отображений f̂ 7→ Π

(

R̃
(

ξT , f̂T
)T

)

, Π —

ортогональный проектор на Fpr; (е) неподвижной точкой (7) этого отображения; (ж) неподвижной точкой (8) отображения

û 7→ ΠΣR∗ξ

(

R̃ΣR∗ξ

(

ξT , ûT
)T

)

, ΠΣR∗ξ
— ортогональный в смысле расстояния Махаланобиса, порожденного ковариационным

оператором ΣR∗ξ оценки линейной несмещённой редукции, проектор на Upr

стериорного максимума с соответствующим априорным
распределением). Поскольку обрабатываются кванто-
вые изображения, при обработке регуляризованным
МНК в качестве регуляризующего функционала ча-
сто используется характеристика разрежённости изоб-
ражения в заранее выбранном базисе, например, базисе
дискретного косинусного преобразования.

Пусть изображение объекта исследования (прошед-
шее через него световое излучение) регистрируется
перемещающейся строкой датчиков, причём прозрач-
ность объекта исследования зависит только от од-
ной пространственной координаты и кусочно-постоян-
на, т. е. прозрачность объекта исследования в пределах
каждого пикселя постоянна, а выходной сигнал каждо-
го датчика пропорционален энергии светового излуче-
ния, прошедшего через него и, следовательно, пропор-
ционален числу взаимодействующих с датчиком фото-
нов. Геометрическая разрешающая способность строки
датчиков определяется размером датчиков, из которых
она состоит. Пусть, как и в [23–25], чтобы синтезиро-
вать сигнал с более высоким разрешением, чем у са-

мой строки датчиков, строка датчиков перемещается
по полю зрения с шагом, длина которого меньше раз-
мера датчика, и при каждом её положении показания
датчиков регистрируются. Чтобы синтезировать сигнал
размерности N , т. е. состоящий из N пикселей, имея
строку из s датчиков, необходимо перемещать ее на
длину, равную длине одного пикселя, и провести из-
мерения не менее, чем для N/s позиций системы дат-
чиков. Это условие является необходимым, но не до-
статочным (ср. с условием (3)). Пусть измерения про-
ведены для n положений системы датчиков.

Такие измерения могут рассматриваться, как про-
водимые по схеме измерения (1), в которой
f ∈ Fpr = [0, 1]N ⊂ F = RN — априори неизвест-
ный вектор, описывающий пространственное распре-
деление прозрачности объекта исследования, который
в силу отсутствия искажений, вносимых процессом из-
мерения, совпадает с измеряемым объектом, ν ∈ X =
Rns — погрешность измерения, имеющая нулевое ма-
тематическое ожидание. Оператор A : F → X модели-
рует воздействие прошедшего через объект исследова-
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Рис. 3: Результаты редукции измерения ξ спектра f (а) при априорной информации о неотрицательности спектральной
плотности, f ∈ Fpr = {f ′ ∈ F|f ′ ≥ 0}, U = I , Upr = Fpr: (б) методом линейной несмещённой редукции, в котором

не используется неотрицательность спектра; (в) рекуррентным методом (6), 100 отображений f̂ 7→ Π

(

R̃
(

ξT , f̂T
)T

)

, и

неподвижной точкой (7) этого отображения; (г) неподвижной точкой (8) отображения û 7→ ΠΣR∗ξ

(

R̃ΣR∗ξ

(

ξT , ûT
)T

)

ния светового излучения на строку датчиков. Его мат-
ричный элемент Ais+j,k равен отклику j-го детектора
в строке при её i-м положении на единичную прозрач-
ность k-го элемента объекта и нулевую прозрачность
остальных, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , s, k = 1, . . . , N . ξ —
вектор, составленный из показаний ξ(i) строки датчи-
ков, i = 1, . . . , n.

Когерентный свет имеет пуассоновское распределе-
ние числа фотонов

Pr(ξk = m) =
((Af)k)

m

m!
exp(−(Af)k). (9)

При этом Dξk = Eξk = (Af)k. Здесь ξk измеряется «в
фотонах», в общем же случае Dξk и Eξk пропорцио-
нальны, коэффициент пропорциональности зависит от
выбора единиц измерения. Пусть регистрация прово-
дится всей строкой датчиков одновременно, а флукту-
ации в различные моменты времени независимы. Тогда
матрица ковариационного оператора шума на выходе
ИП блочно-диагональна и имеет следующий вид:

Σν(f) = g




A(1) diag(f)A(1)∗ 0 · · · 0

0 A(2) diag(f)A(2)∗ · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · A(n) diag(f)A(n)∗


 = gAdiag(f)A∗, (10)

где A(i) — часть матрицы A, соответствующая измере-
ниям при i-м положении строки датчиков, diag(f)—
матрица, диагональные элементы которой равны соот-
ветствующим компонентам вектора f —прозрачностям
областей постоянной прозрачности объекта иссле-
дования, а остальные— нулю, g—множитель, свя-
зывающий единицу измерения с числом фото-
нов (равный показанию датчика после воздействия

единичногофотона).
Субпуассоновское состояние света характеризуется

меньшим значением дисперсии шума. Пусть достигает-
ся подавление квантовых флуктуаций в κ раз. В таком
случае ковариационная матрица шума имеет вид

Σ(κ)
ν (f) =

1

κ
Σν(f), (11)

где Σν(f) определяется формулой (10).
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Рис. 4: Редукция квантового изображения, получаемого при освещении объекта с высококонтрастным распределением про-
зрачности (а) и регистрируемого перемещающейся строкой датчиков размером 13 пикселей: изображение (б), полученное при
освещении естественным светом без подавления флуктуаций и результаты его редукции (в) методом (8) (при известном кова-
риационном операторе погрешности Σν), (г) методом (12)s (в котором Σν оценивается) и (д) методом (13) (не использующим
Σν); изображение (е), полученное при освещении светом с 10-кратным подавлением флуктуаций и результаты его редукции
(ж) методом (8), (з) методом (12) и (и) методом (13)

Поскольку в данном случае измерение по предпо-
ложению не искажает объект, а интерес представляет
само распределение прозрачности, то U = I.

Поскольку ковариационные операторы (10) и (11)
сами зависят от входного сигнала, оценка (2) линей-
ной несмещённой редукции и основанная на ней оцен-
ка оценки (8) формально неприменимы. Оценка (4) не
требует знания ковариационного оператора погрешно-
сти и поэтому применима, но она не использует до-
ступную информацию о виде ковариационного опера-
тора (10) и (11). Поэтому с целью определить, в какой
степени незнание ковариационного оператора погреш-
ности ухудшает качество редукции, сравниваются сле-
дующие оценки редукции:

• оценка (8) с истинным, неизвестным исследова-

телю ковариационным оператором Σ
(κ)
ν (f), пока-

зывающая, в известном смысле, предельные воз-
можности редукции;

• оценка типа (8) — решение уравнения

û = ΠΣR∗(û)ξ

(
R̃ΣR∗(û)ξ

(û)
(
ξT , ûT

)T)
, û ∈ Upr = Fpr,

(12)

в которой операторы редукции R∗(û) и
R̃ΣR∗(û)ξ

(û) вычисляются при подстановке вместо
истинного ковариационного оператора погрешно-

сти измерения Σ
(κ)
ν (f) его оценки Σ

(κ)
ν (û), а

в качестве начального приближения использует-
ся оценка Π(UA−ξ);

• оценка типа (7), в которой вместо оператора ре-

дукции R̃ для ИП

(
A
I

)
при шуме, ковариаци-

онный оператор которого

(
Σν 0

0 Σ̃ν

)
, использует-

ся оператор редукции R̃′, определённый форму-

лой (4) для ИП

(
A
I

)
при шуме, ковариационный

оператор которого неизвестен (в силу ограничен-
ности Fpr априорное ограничение следа ковариа-
ционного оператора известно), т. е. оценка — ре-
шение уравнения

f̂ = Π

(
R̃′

(
ξ

f̂

))
(13)
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Рис. 5: Зависимость с. к. погрешностей χ результатов редукции от (а) контрастности распределения прозрачности объекта ис-
следования (рис. 4 соответствует контрастности 1); (б) усиления освещения (единичное усиление соответствует показанному
на рис. 4); (в)–(д) степени подавления флуктуаций κ (точечный пунктир) оценки (8), использующей известный ковариацион-
ный оператор погрешности Σν , (сплошная) оценки (12), в которой Σν оценивается, и (пунктир) оценки (13), в которой Σν не
используется

относительно f̂ , не зависящая от неизвестного

ковариационного оператора Σ
(κ)
ν (f).

Эти оценки сравнивались в компьютерном экспери-
менте, в котором dim f = dim ξ = 40, оператор A
соответствует перемещающейся (вдоль той простран-
ственной координаты, от которой зависит прозрач-
ность объекта исследования) строке датчиков разме-
ром 13 пикселей. В качестве характеристики контраст-
ности использовалась контрастность Майкельсона (ви-
димость), определённая для изображения f как

max
i=1,...,dim f

fi − min
i=1,...,dim f

fi

max
i=1,...,dim f

fi + min
i=1,...,dim f

fi
.

Поскольку и увеличение времени экспозиции, и увели-
чение средней яркости освещающего объект исследо-
вания светового излучения эквивалентны умножению
A на число, эти параметры модели измерения далее
объединяются под названием усиления освещения.

На рис. 4 показаны результаты редукции для высо-
коконтрастного объекта исследования при отсутствии
подавления флуктуаций и при их 10-кратном подавле-
нии (компоненты вектора ξ, соответствующие показа-
ниям отдельных датчиков, переупорядочены в соответ-
ствии с положениями центров датчиков). На рис. 5 по-
казана зависимость с. к. погрешности результатов ре-
дукции от контрастности распределения прозрачностей
объекта исследования (при том же усилении освеще-
ния, что и на рис. 4, и 3-кратном подавлении флуктуа-

ций), усиления освещения (при наибольшей контраст-
ности и 3-кратном подавлении флуктуаций) и степени
подавления флуктуаций (при контрастностях 1, 0.5, 0 и
том же усилении освещения, что и на рис. 4). Как вид-
но из результатов компьютерного эксперимента, оцен-
ка (12), в которой ковариационный оператор погрешно-
сти Σν оценивается, почти не отличается от оценки (8),
а оценка (13), не использующая Σν , хуже обоих этих
оценок. Кроме того, судя по полученным результатам
редукции, подавление квантовых флуктуаций наибо-
лее эффективно при оценивании распределения про-
зрачности низкоконтрастных, практически прозрачных
объектов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Как показано в статье, оптимальное использование
имеющейся у исследователя априорной информации
о модели измерения может значительно повысить точ-
ность интерпретации данных измерения. Как видно из
рис. 2, 3, качество рекуррентной оценки (6) и оценки
(7) хуже, чем оценки (8).

Сложность вычисления результата редукции (коли-
чество затрачиваемых на вычисления ресурсов: време-
ни, памяти компьютера и т. д.) существенно зависит от
вида априорной информации. Сложность вычисления
результата вероятностной редукции зависит от слож-
ности ортогонального проецирования на F1, поскольку
вычисление оценок вероятностной редукции (2), (6),

УЗФФ 2018 1850301–8



УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА № 5, 1850301 (2018)

(7), (8), за вычетом проецирования, сводится к реше-
нию систем линейных уравнений, причем в случае оце-
нок (6) — с одинаковой матрицей, и системы уравне-
ний с той же матрицей решаются при вычислении (7),
а при вычислении оценки (8) — с той же матрицей, что
и при вычислении оценки линейной редукции (2).

Полученные в п. 2 результаты иллюстрируют новые
применения описанных вариантов метода редукции из-
мерения к задачам интерпретации квантовых изобра-
жений. Как показано, метод редукции измерения при-
меним и в том случае, если погрешность измерения
не является аддитивной, а её ковариационный опера-
тор зависит от неизвестного исследователю сигнала
и оценивается одновременно с этим сигналом. Кроме
того, поскольку метод редукции измерения позволяет
получить априорную оценку погрешности оценивания,

он позволяет определить оптимальные для наблюде-
ния условия, при которых, например, в п. 2 подавление
квантовых флуктуаций наиболее эффективно.

В случае квантовых изображений применение мето-
да редукции измерения позволяет увеличить разреше-
ние и ослабить зашумлённость получаемых изображе-
ний. Это особенно важно при наблюдении быстро эво-
люционирующих или повреждаемых слишком сильным
освещением объектов.
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Improvement of measurement reduction if the feature of interest of the research object
belongs to a known convex closed set

D.A. Balakina, Yu.P. Pyt’evb

Department of Mathematical Modeling and Computer Science, Faculty of Physics,Lomonosov Moscow State University. Moscow
119991, Russia
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The article considers the use of information that the input signal or the characteristic of interest of the research object belongs
to a given set in measurement reduction method for probabilistic measurement model. A probabilistic reduction estimate that has
lower mean squared error than previusly known ones is proposed and researched.

Futhermore, as an example the article considers reduction of a quantum optical measurement — an image of the research object
obtained using illumination with natural light and light with suppressed photon count fluctuations. The dependency of reduction
result quality on fluctuation suppression and some image features (contrast, average brightness). It is shown that the dependence
of noise covariation operator on the estimated signal does not noticeably degrade measurement reduction quality.
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