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В работе рассматриваются вопросы построения точных сингулярных решений уравнения Кузне-
цова, более известного как уравнение Хохлова–Заболотской–Кузнецова (ХЗК). Данное уравнение
является дифференциальным уравнением 3-го порядка в частных производных и описывает рас-
пространение ограниченного звукового пучка в нелинейной среде с диссипацией. Для построения
точных решений используются методы современной теории симметрий дифференциальных уравне-
ний и теория сингулярных решений. Также в данной работе проводится визуализация некоторых
решений, в частности, решения, отвечающего эффекту фокусировки звукового пучка.
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из способов получения точных решений
нелинейных дифференциальных уравнений является
метод симметрий. Его основы были заложены Софу-
сом Ли во второй половине 19 века.

Пусть J
k (Rn) — пространство k–джетов гладких

функций от n переменных x1, . . . , xn . Точечной симмет-
рией дифференциального уравнения называется преоб-
разование пространства J

0 (Rn), такое, что его про-
должение в пространство J

k (Rn) сохраняет гиперпо-
верхность, задаваемую самим уравнением.

Векторное поле на пространстве J
0 (Rn), сдвиги

вдоль траекторий которого состоят из симметрий диф-
ференциального уравнения, называются точечной ин-
финитезимальной симметрией данного уравнения.

Множество всех инфинитезимальных симметрий
уравнения E образует алгебру Ли относительно опе-
рации коммутирования. Эту алгебру будем обозначать
через Symm E .
Допустим, что известна инфинитезимальная симмет-
рия X уравнения E . Пусть эта симметрия задает одно-
параметрическое семейство инфинитезимальных пре-
образований φs пространства J

0 (Rn) — поток вектор-
ного поля X . Здесь s — параметр, определяющий сдвиг
вдоль траекторий векторного поля X . Чтобы построить
решение, инвариантное относительно точечного век-
торного поля X , нужно найти его инвариант (инте-
грал), то есть функции J = J (x , u), удовлетворяющие
уравнению X (J ) = 0 . После этого нужно искать реше-
ния уравнения E среди этих инвариантов. В результа-
те вместо исходного уравнения E мы получим диффе-
ренциальное уравнение, у которого число независимых
переменных на единицу меньше, чем у исходного. По-
лученное уравнение называется редуцированным.
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УРАВНЕНИЕ КУЗНЕЦОВА

При рассмотрении задачи распространения акусти-
ческой волны в диссипативной среде используют урав-
нение Кузнецова [3]. Данное уравнение обобщает
уравнение Хохлова–Заболоцкой и содержит член, от-
вечающий за диссипацию:
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, u — откло-

нение плотности среды от равновесной, ǫ — параметр
нелинейности среды.

Алгебра симметрий уравнения Кузнецова порожда-
ется векторными полями:
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где f1 (x ) , f2 (x ) , f3 (x ) — произвольные функции пере-
менной x .

Для построения автомодельных решений урав-
нения выберем необходимые нам симметрии. Со-
ставляя линейные комбинации векторных полей
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V1,V2,V3,X1,X2,X3 получим симметрии:
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Находим функции J , инвариантные относительно
сдвигов вдоль траекторий векторных полей V3 и X3, то
есть решаем систему уравнений V3(J) = 0 и (X3) (J) =
0. Видим, что решения уравнения Кузнецова, инвари-
антные относительно этих векторных полей, нужно ис-
кать в виде:

u(x, y, z, t) = − t

x
+
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)

√
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Подставляя (6) в уравнение Кузнецова, и делая замену

переменной w =
z

y
приходим к уравнению:

(

w2 + 1
)

F (w)
′′
+ 2wF (w) = 0 (7)

Общее решение уравнения (7) имеет вид: F (w) = C1+
C2 arctg(w).
Отсюда получаем решение уравнения Кузнецова:

u(x, y, z, t) = − t

x
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Перейдем к получению второго решения уравнения
Кузнецова. Находим функции J , инвариантные относи-
тельно сдвигов вдоль траекторий векторных полей V3

и V2+X3, то есть решаем систему уравнений V3(J) = 0
и (V2 +X3) (J) = 0. Видим, что решения уравнения
Кузнецова, инвариантные относительно этих вектор-
ных полей, нужно искать в виде:
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Подставляя (9) в уравнение Кузнецова и делая замену

переменной q =
y2 + z2

x
3

2

приходим к уравнению:

F (q)
′′
q + F (q)

′
= 0 (10)

Общее решение уравнения (10) имеет вид:

F (q) = C1 + C2 ln q (11)

где C1 и C2 — произвольные константы. Таким обра-
зом, получаем второе автомодельное решение уравне-
ния Кузнецова:
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)
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√
x

x
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2

(12)

Графическая интерпретация решения (12) приводится
на рис. 1.

Рис. 1: Фокусировка акустического пучка

Для получения еще одного решения уравнения Куз-
нецова находим функции J , инвариантные относи-
тельно сдвигов вдоль траекторий векторных полей V3

и V3+X2, то есть решаем систему уравнений V3(J) = 0
и (V3 +X2) (J) = 0. Видим, что решения уравнения
Кузнецова, инвариантные относительно этих вектор-
ных полей, нужно искать в виде:

u(x, y, z, t) =

F

(

4tx− z2

x
3

2

)

√
x

(13)

Подставляя (13) в уравнение Кузнецова и делая замену
переменной, получаем уравнение:

16FFqq − 2qFqq + 16F 2

q
− 2Fq − 64Fqqq = 0 (14)

После интегрирования уравнения (14) по переменной q
прийдем к уравнению:

8FFq − qFq − 32Fqq = 0 (15)
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Общее решение уравнения (15) имеет вид:

F =
q

8
+ C1 (16)

Таким образом, получаем еще одно автомодельное ре-
шение уравнения Кузнецова:

u(x, y, z, t) =

4tx− z2

8x
3

2

+ C̃1

√
x

(17)

Визуализация решения (17) показана на рис. 2 и рис. 3
в различные моменты времени.

Рис. 2: Сингулярное решение уравнения ХЗК

Рис. 3: Сингулярное решение уравнения ХЗК

Перейдем к получению еще одного решения урав-
нения Кузнецова. Положим в X2 и X3: f2(x) = x3

и f3(x) = x3 и построим коммутаторы векторных по-
лей: K1 = [V3, V3 +X2], K2 = [V3, V3 +X3], K3 =
[V3 +X2, V3 +X3].

Находим функции J , инвариантные относительно
сдвигов вдоль траекторий векторных полей K1, K2

и K3, т.е. решаем систему уравнений K1(J) = 0,
K2(J) = 0 и K3(J) = 0. Видим, что решения уравне-
ния Кузнецова, инвариантные относительно этих век-
торных полей, нужно искать в виде:

u(x, y, z, t) = −3t

x
+

3

4

z2

x2
+G(x, y) (18)

где G(x, y) — произвольная дифференцируемая функ-
ция переменных x и y.

Подставляя (18) в уравнение ХЗК, получаем уравне-
ние на функцию G(x, y):

15

2x2
+

∂2G(x, y)

∂y2
= 0 (19)

Решая уравнение (19), получаем:

G(x, y) = −15

4

y2

x2
+ F1(x)y + F2(x)

, где F1(x) и F2(x) — произвольные дифференцируе-
мые функции переменной x. Таким образом, принимая
во внимание (18) и (19) получаем решение уравнения
ХЗК:

u(x, y, z, t) = −3t

x
+

3

4

z2

x2
− 15

4

y2

x2
+ F1(x)y + F2(x)(20)

Для получения еще одного решения уравнения Куз-
нецова положим в X2 и X3 f2 (x) = x, f3 (x) = x. На-
ходим функции J , инвариантные относительно сдви-
гов вдоль траекторий векторных полей V3, X8 и X9,
т.е. решаем систему уравнений V3(J) = 0, X2(J) = 0,
X3(J) = 0. Видим, что решения уравнения Кузнецо-
ва, инвариантные относительно этих векторных полей,
нужно искать в виде:

u(x, y, z, t) = − t

x
+

1

4

z2

x2
+

G

(

y

x
3

4

)

√
x

(21)

Подставляя (21) в уравнение Кузнецова и делая замену

переменной q =
y

x
3

4

приходим к уравнению:

1

2
+

∂2G

∂q2
= 0 (22)

Общим решением уравнения (22) является функция:

G (q) = −1

4
q2 + C1q + C2.
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Рис. 4: Поверхность равной плотности (сечение решения уравнения ХЗК)

Таким образом, делая обратную замену переменной
и принимая во внимание (21) и (22), получаем решение
уравнения ХЗК:

u(x, y, z, t) = − t

x
+

1

4

z2

x2
+

−1

4

y2

x
3

2

+
C1y

x
3

4

+ C2

√
x

(23)

где C1 и C2 — произвольные константы.
Визуализация решения (23) показана на рис. 4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в ходе работы методами теории сим-
метрий была построена алгебра симметрий уравнения

Кузнецова, более известного как уравнение Хохлова–
Заболотской–Кузнецова. Были выделены конечномер-
ная подалгебра симметрий и бесконечномерная подал-
гебра. Также путем составления линейных комбинаций
векторных полей были построены подалгебры специ-
ального вида и построены сингулярные решения, инва-
риантные относительно данных подалгебр. В ходе ра-
боты было получено решение, отвечающее режиму фо-
кусировки акустического пучка в вязкой теплопроводя-
щей среде, учитывающей явление диссипации энергии.
В качестве визуализации результатов были построены
поверхности равной плотности в различные моменты
времени.
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The paper deals with the construction of exact singular solutions of the Kuznetsov equation, better known as the Khokhlov–
Zabolotskaya–Kuznetsov equation (KZK). This equation is a third–order partial differential equation and describes the propagation
of a bounded sound beam in a nonlinear medium with dissipation. To construct exact solutions, the methods of the modern theory of
symmetries of differential equations and the theory of singular solutions are used. Also, in this paper, some solutions are visualized,
in particular, a solution that corresponds to the effect of focusing the sound beam.
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