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В настоящей работе описывается подход к анализу устойчивости режима транспорта заряда
в полупроводниковой сверхрешетке, основанный на рассмотрении динамики набора малых возму-
щений неоднородного в пространстве распределения напряженности электрического поля. Обна-
ружено, что обращение в ноль действительной части коэффициента, характеризующего распро-
странение рассматриваемого возмущения, свидетельствует о развитии пространственно-временной
неустойчивости. При этом, значение мнимой части, определяющее частоту колебаний данного воз-
мущения, в момент развития неустойчивости соответствует частоте колебаний напряжения в си-
стеме. Применение предложенной методики позволяет учесть свойства инжектирующего контакта
на устойчивость стационарного распределения напряженности электрического поля. Обнаружено,
что уменьшение дифференциальной проводимости контакта позволяет при определенных значениях
приложенного напряжения стабилизировать распределение поля в системе.
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из перспективных классов систем, спо-
собных генерировать сверхвысокочастотное и те-
рагерцовое излучение, являются полупроводниковые
структуры с пространственно-периодическим потен-
циалом — полупроводниковые сверхрешетки, чьи
квантово-механические свойства позволяют достичь
высокой подвижности электронов. Теоретически было
предсказано [1–3], что в случае однородного распреде-
ления электрического поля в устройстве, полупровод-
никовая сверхрешетка может генерировать сигналы на
частоте блоховских колебаний, которая может дости-
гать нескольких ТГц. Однако в реальных сверхрешет-
ках распределение электрического поля неоднородно,
что приводит к различного рода неустойчивостям и,
в частности, к возникновению дрейфа доменов повы-
шенной концентрации заряда.

Последнее препятствует поддержанию когерентных
блоховских колебаний и усилению сигнала на блохов-
ской частоте. Вместе с тем, в ряде работ теорети-
чески и экспериментально показано, что приложение
наклонного магнитного поля и использование блох-
циклотронных резонансов может существенно увели-
чить мощность и частоту следования доменов, и ин-
дуцировать колебания электрического тока с достаточ-
но мощными гармониками, лежащими в области суб-
терагерцовых и терагерцовых частот [4–6], что делает
перспективным использование режимов движущихся
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доменов для генерации в терагерцовом и субтерагер-
цовом диапазоне.

Очевидно, что проблема анализа структурной устой-
чивости пространственного распределения напряжен-
ности электрического поля в полупроводниковой
сверхрешетке является актуальной задачей как с точ-
ки зрения реализации блоховского излучения, так
и в контексте улучшения свойств генерации сигнала
за счет движущихся электронных доменов.

Среди основных методов анализа устойчивости хоро-
шо известны подходы, основанные на критерии Креме-
ра [7–10]. Однако, данные подходы основаны на при-
ближении однородного пространственного распределе-
ния поля в сверхрешетке и, в случае сильно неодно-
родных распределений необходимо применять методи-
ки, основанные на численном моделировании.

В настоящей работе описывается подход к анализу
устойчивости, основанный на рассмотрении динамики
набора малых возмущений неоднородного в простран-
стве распределения напряженности электрического по-
ля [? ] В результате применения разработанного подхо-
да обнаружено, что обращение в ноль действительной
части коэффициента, характеризующего распростра-
нение рассматриваемого возмущения, свидетельству-
ет о развитии пространственно-временной неустойчи-
вости. При этом, значение мнимой части, определяю-
щее частоту колебаний данного возмущений, в момент
развития неустойчивости соответствует частоте коле-
баний напряжения в системе. Применение предложен-
ной методики позволяет учесть свойства инжектиру-
ющего контакта на устойчивость стационарного рас-
пределения напряженности электрического поля. В ра-
боте обнаружено, что уменьшение дифференциальной
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проводимости контакта позволяет при определенных
значениях приложенного напряжения стабилизировать
распределение поля в системе.

1. ИССЛЕДУЕМАЯ СИСТЕМА

Коллективный транспорт заряда в минизонной по-
лупроводниковой сверхрешетке может быть описан
в рамках полуклассического подхода при помощи си-
стемы уравнений гидродинамики

∂n

∂t
= −β

∂

∂x
(nvd(F )) ,

∂F

∂x
= R(n+ 1),

(1)

где n(x, t) и F (x, t) соответствуют безразмерной кон-
центрации заряда и напряженности электрического по-
ля, соответственно, vd(F ) = F/(1+F 2) — зависимость
скорости коллективного движения носителей заряда от
напряженности электрического поля. Безразмерные ко-
эффициенты b = 0.03, R = 15 вычисляются исходя из
параметров системы, их значения были выбраны со-
гласно экспериментальной работе [12]. Уравнения си-
стемы (1) дополняются граничными условиями

J0 = sF0,

V =
L
∫

0

F (x)dx,
(2)

где L — безразмерная длина системы, s — проводи-
мость инжектирующего контакта, J0(F0) — характери-
стика инжектирующего контакта, V — разность потен-
циалов, приложенная к системе, которая поддержива-
ется постоянной в каждый момент времени.

Численное интегрирование уравнений (1) и (2) по-
казывает, что при превышении величиной V критиче-
ского значения V ∗ состояние системы характеризуется
пространственно–временной динамикой концентрации
носителей заряда и напряженности поля. При V < V ∗

пространственные распределения n(x) и F (x) не меня-
ются с течением времени.

2. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ

Для анализа устойчивости стационарных распре-
делений n(x) и F (x) по аналогии с [11] введем
в рассмотрение малые возмущения этих величин
ñ(x, t) ≪ n(x, t), F̃ (x, t) = F (x, t) и опишем их
пространственно–временную эволюцию при помощи
линеаризованного оператора

∂ñ

∂t
= −β

∂

∂x

(

(n+ ñ)
(

vd(F ) + v
′

d
(F )F̃

))

,

∂F̃

∂x
= Rñ,

(3)

где F (x) и n(x) — стационарные во времени распреде-
ления напряженности электрического поля и концен-
трации носителей заряда.

Решения уравнений (3) будем искать в виде ñ(x, t) =

n̆(x) exp(σt) и F̃ (x, t) = F̆ (x) exp(σt), гдеσ = λ+ iω. С
учетом данных подстановок система (3) может быть
приведена к виду

vd(F )
d2F̆

dx2
+

(

σ

β
+ v

′

d
(F )

dF

dx
+Rnv

′

d
(F )

)

dF̆

dx
+

+

(

R
dn

dx
v

′

d(F ) +Rnv
′′

d (F )
dF

dx

)

F̆ = 0. (4)

Полученное обыкновенное дифференциальное урав-
нение определяет набор пространственных распреде-
лений возмущения напряженности электрического по-
ля для заданного коэффициента распространения s.
Для нахождения возмущений необходимо использо-
вать граничные условия

F̆0 = 1.0,

dF̆

dx

∣

∣

∣

x=0
= −

R

v
d
(F0)

(

s− v
′

d
(F0)−

v
′

d
(F0)
R

dF0

dx

)

F̆0,

V̆ =
L
∫

0

F̆ (x, t), V̆ = 0.

(5)

При этом, для нахождения незатухающего возмуще-
ния необходимо решать уравнения (4)–(5) при усло-
вии l = 0.

На рис. 1,а показана зависимость величины V̆ от
частоты возмущения при условии l = 0 и различных
значениях безразмерного напряжения V, приложенного
к системе. При этом, Кривая 2 соответствует значению
V ∗ = 1.25, кривые 1 и 3 соответствуют случаям, когда
V < V ∗ и V > V ∗. Видно, что в случае развития
неустойчивости в системе условие V̆ = 0 выполняется
при определенном значении w, которое соответствует
собственной частоте возмущения, характеризующегося
нулевым значением коэффициента затухания l.

На рис. 2,б показаны зависимости V̆ (ω), построен-
ные для трех выбранных значений приложенного на-
пряжения V: V ∗ = 1.25 (кривая 1), V ∗

2 = 2.3 (кри-
вая 2), V ∗

3 = 3.32(кривая 3). При данных значениях
напряжения существуют значения +w и -w, при кото-
рых выполняются условия l = 0 и V̆ = 0. Полученный
результат свидетельствует о появлении новых незату-
хающих возмущений при увеличении значения напря-
жения, что, в свою очередь, связано с усложнением
режима колебаний. Следует отметить, что в системе
одновременно появляются пары возмущений, харак-
теризующихся комплекснозначными коэффициентами
распространения. Данный результат объясняет нали-
чие совпадающих показателей Ляпунова, рассчитан-
ных для данной системы в работе [13].

На рис. 1,в сплошной линией показана зависимость
частоты колебаний состояния системы, возникающих
при потере устойчивости (V > V ∗). Точками показа-
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Рис. 1: а — зависимость величины V̆ от частоты возмуще-
ния при условии l = 0 и различных значениях безразмерного
напряжения V, приложенного к системе: V ∗ = 1.25 (кривая
2), V < V

∗ (кривая 1), V > V
∗ (кривая 3); б — зависимости

V̆ (ω), построенные для трех выбранных значений приложен-
ного напряжения V : V ∗ = 1.25 (кривая 1), V ∗

2 = 2.3 (кривая
2), V ∗

3 = 3.32 (кривая 3); в — зависимость частоты колеба-
ний состояния системы, возникающих при потере устойчи-
вости (V > V

∗) (сплошная линия), зависимость собственной
частота колебаний первого возмущения от приложенного на-
пряжения (точки)

на собственная частота колебаний первого возмуще-
ния. Видно, что в момент возникновения неустойчиво-
сти частота колебаний в системе определяется часто-
той первого возмущения. Это свидетельствует о воз-
никновении неустойчивости посредством бифуркации
Андронова-Хопфа. При этом, следует отметить, что
при увеличении напряжения частота колебаний пер-
вого возмущения и частота колебаний состояния си-
стемы остаются близкими.

Рассматривая уравнений (4)–(5), описывающие по-
ведения набора малых возмущений, можно отметить,
что, согласно граничному условию (5), поведение воз-
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Рис. 2: Линии потери устойчивости, полученные на осно-
вании рассмотрения динамики возмущений, при различных
значения дифференциальной проводимости инжектирующего
контакта: s ∼ 0 (кривая 1) и s = 0.5 (кривая 2). Заштрихо-
ванная область соответствует состояниям, устойчивость ко-
торых определяется параметрами инжектирующего контакта

мущений определяется дифференциальной проводимо-
стью инжектирующего контакта. С учетом этого, мож-
но предположить, что при определенных условиях, воз-
можно управление устойчивостью при помощи подбора
оптимальной характеристики J0(F0).

На рис. 2 показаны линии потери устойчивости, по-
лученные на основании рассмотрения динамики воз-
мущений при различных значениях дифференциальной
проводимости инжектирующего контакта: s ∼ 0 (кри-
вая 1) и s = 0.5 (кривая 2). Заштрихованная область
соответствует состояниям, устойчивость которых опре-
деляется параметрами инжектирующего контакта.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен подход к анализу устойчиво-
сти стационарного неоднородного распределения на-
пряженности электрического поля, основанный на рас-
смотрении динамики набора малых возмущений.

Показано, что стационарное состояние в данной си-
стеме характеризуется набором пар возмущений, име-
ющих вид плоских волн, распространение которых
описывается комплексно-сопряженными коэффициен-
тами. Действительная часть коэффициентов описывает
затухание амплитуды возмущений и является отрица-
тельной, а мнимая часть — собственную частоту коле-
баний данных возмущения.

Показано, что при увеличении значения управ-
ляющего параметра (значения напряжения, прило-
женного к системе) наблюдается обращение в ноль
действительной части коэффициента, характеризую-
щего распространение одного из возмущений рас-
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сматриваемого набора, что свидетельствует о разви-
тии пространственно-временной неустойчивости. При
этом, значение мнимой части, определяющее часто-
ту колебаний данного возмущения, в момент разви-
тия неустойчивости соответствует частоте колебаний
напряжения в системе.

Таким образом, возникает возможность анализа
устойчивости, позволяющего предсказать поведение
системы в нестационарном режиме.

Применение предложенной методики позволяет
учесть свойства инжектирующего контакта на устой-
чивость стационарного распределения напряженности
электрического поля. Обнаружено, что уменьшение
дифференциальной проводимости контакта позволяет
при определенных значениях приложенного напряже-
ния стабилизировать распределение поля в системе.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (грант № 16-32-00272).
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Analysis of the stability of the field distribution in a semiconductor superlattice
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In this paper, we describe an approach to the analysis of stability, based on an analysis of the dynamics of a set of the small
perturbations of an inhomogeneous distribution of the electric field in superlattice. It has been found that zero value of the real part
of the coefficient characterizing the propagation of the perturbation indicates the development of space-time instability. In this case,
the value of the imaginary part, which determines the frequency of oscillations of the perturbation, corresponds to the frequency
of the voltage fluctuations in the system. The application of the proposed technique allows us to take into account the properties
of the injecting contact on the stability of the stationary distribution of the electric field. It has been found, that a decrease in the
differential conductivity of the contact makes it possible to stabilize the field distribution in the system for certain values ??of the
applied voltage.
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