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Трехмерные световые пучки–импульсы, называемые световыми пулями, изучаются как аналити-
чески, так и численно. С помощью метода усредненного Лагранжиана получено аналитическое ре-
шение, описывающее пулю при нелинейном параметрическом взаимодействии. Получены условия
устойчивого распространения пули, представляющее собой соотношение между дифракционной,
дисперсионной и нелинейной длинами. Аналитические выводы подтверждены в процессе компью-
терного моделирования. В расчетах показано, что световая пуля распространяется на расстояние,
значительно превышающее дисперсионную и дифракционную длины в анизотропной среде. От-
дельно рассмотрены случаи устойчивого распространения двухкомпонентной трехмерной световой
пули, а также формирование светового пучка-импульса при генерации второй оптической гармони-
ки.
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ВВЕДЕНИЕ

В последнее время возрос интерес к исследова-
нию формирования устойчивых локализованных све-
товых волн, называемых пространственно-временными
солитонами или оптическими пулями. Такие двух-
или трехмерные самозахватывающиеся моды возника-
ют в результате конкуренции между нелинейной са-
мокомпрессией поля и линейными эффектами дифрак-
ции и дисперсии, приводящими к расплыванию вол-
новых пакетов в пространстве и времени. Оптические
пули не только представляют предмет теоретических
исследований, но открывают возможности практиче-
ских приложений, таких как сверхбыстрые полностью
оптические системы обработки данных [1] или высоко-
точная интерферометрия [2]. В отличие от одномерных
солитонов, двух- и трехмерные пули, являясь о своей
природе многомерной структурой, нестабильны в ку-
бичных средах: при распространении происходит кол-
лапс пучка [3]. Однако в квадратично-нелинейных сре-
дах в случае генерации второй гармоники коллапса не
происходит, пуля остается стабильной [4, 5]. Теоре-
тические исследования распространения многомерных
пуль в квадратичных средах до сих пор проводились
в основном с помощью компьютерных расчетов. Отме-
тим при этом, что в [6] построена аналитическая фор-
ма приближенного стационарного солитонного реше-
ния для многомерной модели генерации второй опти-
ческой гармоники в предположении синхронизма груп-
повых скоростей. Кроме того в [7] представлен ана-
лиз дисперсной модуляционной неустойчивости про-
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странственных солитонов вследствие невырожденного
трехволнового взаимодействия.

В настоящей работе рассматривается возможность
генерации и устойчивого распространения трехмерных
оптических пуль в квадратично–нелинейных средах.
Среди способов преодоления неустойчивости много-
мерных солитонов предлагается использовать нелиней-
ное параметрическое взаимодействие. В качестве сре-
ды для достижения такого типа нелинейности мож-
но предложить анизотропную микродисперсную сре-
ду, в которой существенна пространственная диспер-
сия. Такая среда позволяет реализовать одновремен-
ное выполнение фазового и группового синхронизма.
Предполагается, что нелинейная рефракция проявля-
ется раньше, чем дифракция и дисперсия. С помощью
метода усредненного Лагранжиана получено аналити-
ческое решение в виде пространственно–временного
солитона. В результате компьютерного моделирования
подтверждено устойчивое распространение пули, име-
ющей форму и параметры, предсказанные аналитиче-
ски.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И АНАЛИТИЧЕСКОЕ
ИССЛЕДОВАНИЕ

При генерации второй оптической гармоники в им-
пульсном режиме комплексные амплитуды основной
частоты ψ1 и второй гармоники ψ2 описываются сле-
дующей системой уравнений

i

[

∂ψ1

∂z
+ δ

∂ψ1

∂τ

]

+
β
(1)
2

2

∂2ψ1

∂τ2
− γ1ψ

∗
1ψ2e

i(2k1−k2)z =

=
c

2n1ω
∆⊥ψ1, (1)
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i

[

∂ψ2

∂z
− δ

∂ψ2

∂τ

]

+
β
(2)
2

2

∂2ψ2

∂τ2
− γ2ψ

2
1e

−i(2k1−k2)z =

=
c

4n2ω
∆⊥ψ2, (2)

где τ = t−0.5(1/v1+1/v2)z, δ = 0.5(1/v1−1/v2) — рас-
стройка групповых скоростей, ω — частота основной
волны, c — скорость света в вакууме, β(1,2)

2 — коэф-
фициенты дисперсии, γ1,2 — коэффициенты нелиней-
ности, k1,2 - волновые векторы, n1,2 — коэффициенты
преломления.

Рассмотрим случай равенства фазовых и групповых
скоростей k2 = 2k1, n1 = n2 = n, δ = 0, v1 = v2 =
v, τ = t − z/v. Дисперсионные коэффициенты будем
считать связанными соотношением β

(2)
2 = 2β

(1)
2 .

В этом случае система (1), (2) сводится к виду

i
∂Φ1

∂z
+
k2
2

∂2Φ1

∂τ2
− γΦ∗

1Φ2 =
c

2nω
∆⊥Φ1, (1a)

i
∂Φ2

∂z
+ k2

∂2Φ2

∂τ2
− γ

2
Φ2

1 =
c

4nω
∆⊥Φ2, (2a)

γ ≡ γ1,Φ1 =

√

2γ2
γ1

ψ1,Φ2 = ψ2 (3)

Кроме того мы положили, что

β
(2)
2 = 2β

(1)
2 = 2k2 (4)

В одномерном случае (∆⊥ = 0) система (1а), (2а)
при учете (3) обладает солитонными решениями вида

ψ1 = ±3k2
4τ2p

√

2

γ1γ2
exp

(

i
k2z

2τ2p

)

sech2
(

τ

2τp

)

, (5)

ψ2 = − 3k2
4τ2pγ1

exp

(

i
k2z

τ2p

)

sech2
(

τ

2τp

)

. (6)

Здесь τp — временная длительность импульса.
Учет поперечных возмущений проведем методом

«усредненного лагранжиана». Заметим для этого, что
системе (1а), (2а) соответствует плотность Лагранжи-
ана

L = L1 + L2 + Lint, (7)

где

L1 =
i

2

(

Φ∗
1

∂Φ1

∂z
− Φ1

∂Φ∗
1

∂z

)

−k2
2

∣

∣

∣

∣

∂Φ1

∂τ

∣

∣

∣

∣

2

+
c

2nω
|∇⊥Φ1|2 ,

(8)

L2 =
i

2

(

Φ∗
2

∂Φ2

∂z
− Φ2

∂Φ∗
2

∂z

)

−k2
∣

∣

∣

∣

∂Φ2

∂τ

∣

∣

∣

∣

2

+
c

4nω
|∇⊥Φ2|2 ,

(9)

Lint = −γ
2

(

Φ∗2
1 Φ2 +Φ2

1Φ
∗
2

)

. (10)

В соответствии с (5), (6) пробные решения выберем
в виде

Φ1 = ±6k2
γ
µ2 exp (iQ) sech2 (µτ) , (11)

Φ2 = −3k2
γ
µ2 exp (2iQ) sech2 (µτ) . (12)

Здесь µ и Q — соответственно «медленная» и «быст-
рая» функции координат.

После подстановки (11), (12) в (7)–(10) и интегри-
рования по τ будем иметь

+∞
∫

−∞

Ldt = 216

(

k2
γ

)2

Λ,

где «усредненный Лагранжиан»

Λ =
µ3

3

[

c

2nω
(∇⊥Q)

2 − ∂Q

∂z

]

+
2

5
k2µ

5+

+
A

4nω

(

1 +
π2

30

)

µ (∇⊥µ)
2
. (13)

Запишем с использованием (13) уравнения Эйлера–
Лагранжа

∂

∂z

∂Λ

∂ (∂Q/∂z)
+∇⊥

∂Λ

∂ (∇⊥Q)
= 0,

∂Λ

∂µ
= 0.

В результате получим

∂ρ

∂z
+∇⊥ (ρ∇⊥φ) = 0, (14)

∂φ

∂z
+
(∇⊥φ)

2

2
+

2c

nω
k2ρ

2/3 =
1

3

(

1 +
π2

30

)

( c

nω

)2 ∆⊥
√
ρ

√
ρ

.

(15)
Здесь

ρ = µ3, φ = − c

nω
Q. (16)

Полагая в (14), (15) ∇⊥ = 0, имеем ρ = µ3 = const.
Пусть µ = 1/2τp. Тогда из (15) с учетом (16) име-

ем Q =
k2
2τ2p

z, что в точности совпадает со случаем

одномерного решения. Это важный аргумент в пользу
метода «усредненного Лагранжиана».

Система (14), (15) формально схожа с уравнениями
двумерной гидродинамики идеальной квантовой жид-
кости, где роль времени играет координата z.
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Правая часть (15) учитывает влияние дифракции. В
ее отсутствие имеем приближение геометрической оп-
тики.

Нетрудно видеть, что система (14), (15) эквивалент-
на уравнению для комплексной функции ψ:

i
∂ψ

∂z
= − ck2

gnω
|ψ|4/3 ψ + g∆⊥ψ+

+

[

1

6g

(

1 +
π2

30

)

( c

nω

)2

− g

]

ψ

|ψ|∆⊥ |ψ| , (17)

где

ψ =
√
ρ exp

(

−i φ
2g

)

, (18)

g — некоторая постоянная, введенная для обезразме-
ривания показателя мнимой экспоненты в (18).

Будем искать решение (17) в виде

ψ = F (r⊥) exp (−iκz) . (19)

Подставляя (19) в (17), получим

∆⊥F =
1

R2
0

F − bF 7/3, (20)

где

1

R2
0

=
6gκ

1 + π2/30

(nω

c

)2

, b = − 6k2
1 + π2/30

nω

c
. (21)

Отсюда видно, что (20) имеет локализованное в по-
перечных координатах решение при b > 0, т.е. при
k2 < 0. Тогда R имеет смысл характерного попереч-
ного размера импульса.

Введем безразмерные переменные

ζ = r⊥/R0, P =
(

bR2
0

)3/4
F. (22)

∆ζP = P − P 7/3. (23)

Условиям (4) и k2 < 0 можно удовлетворить, если
рассматривать микродисперсную среду, обладающую
пространственной дисперсией [9].

В аксиально-симметричном случае уравнение (23)
принимает вид

d2P

dζ2
+

1

ζ

dP

dζ
= P − P 7/3. (24)

В окрестности максимума, где ζ = 0, справедливо раз-
ложение

P = 2.32
(

1− 0.52ζ2 + 0.20ζ4 − ...
)

. (25)

При ζ >> 1 можно пренебречь нелинейным слагае-
мым в (24). Тогда

P ∼ K0(ζ) ∼
1√
ζ
exp (−ζ) , (26)

где K0(ζ) — функция Макдональда нулевого порядка.
При всех значениях ζ от нуля до бесконечности дан-

ное решение очень хорошо (с относительной точно-
стью, большей 1%) аппроксимируется функцией

P = 2.32sech3/2 (0.83ζ) . (27)

Данная зависимость изображена на рис. 1.

Рис. 1: Зависимость P (ζ), построенная на основе выраже-
ния (27); данная зависимость с точностью до 1% совпадает
с численным решением уравнения (23) практически на всем
интервале значений ζ

Учитывая, что µ = ρ1/3, а F =
√
ρ, получим µ =

F 2/3. Учитывая также (27) и (22), будем иметь

µ =
1.75√
bR0

sech

(

0.83
r

R0

)

, (28)

ρ =
5.36

b3/2R3
0

sech3
(

0.83
r

R0

)

. (29)

Тогда получаем

R0 = 3.422
τ0√
b
. (30)

Здесь τ0 — временная длительность импульса на оси
аксиальной симметрии.

2. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Компьютерное моделирование проводилось на осно-
ве системы уравнений (1а–2а). Данная система имеет
следующие интегралы движения, сохранение которых
контролировалось в процессе счета:

I1(z) =

∫∫∫

(|ψ1|2 + 2 |ψ2|2)dxdydτ, (31)
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а
б

в
г

д е

Рис. 2: Распределение интенсивности на центральных сечениях tz (а,б), xz (в,г), yz (д,е) пучков первой (а, в, д) и второй
(б, г, е) гармоник

H(z) =

∫∫∫

[

k2
2

(

∣

∣

∣

∣

∂ψ1

∂τ

∣

∣

∣

∣

2

+ 2

∣

∣

∣

∣

∂ψ2

∂τ

∣

∣

∣

∣

2
)

−

− c

4nω

(

2

∣

∣

∣

∣

∂ψ1

∂x

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂ψ2

∂x

∣

∣

∣

∣

2

+ 2

∣

∣

∣

∣

∂ψ1

∂y

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂ψ2

∂y

∣

∣

∣

∣

2
)

+

+γRe(ψ2
1ψ

∗
2)
]

dxdydτ. (32)

Для численного решения (1а)–(2а) использовалась
известная псевдо-спектральная нелинейная консерва-
тивная разностная схема. Поскольку решаемая зада-
ча трехмерна, а следовательно, требует экономичного
по времени алгоритма, для ее реализации был разра-
ботан оригинальный итерационный процесс, аналогич-
ный описанному в [9]. Итерации проводились поэтап-
но по координатам t, x и y, и осуществлялись до до-
стижения заданной точности. Первый интеграл, имею-
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щий смысл энергии системы, сохранялся с точностью
∼ 10−10, гамильтониан — с точностью ∼ 10−4.

Известно, что в одномерном случае существует со-
литонное решение вида ψ1,2 0 = E cosh−2(x/rx) [10].

В качестве начального условия, в отличие от [6], где
задавался гауссов профиль, в соответствии с [8, 11, 12]
использовалось выражение

ψ1,2 0 = E1,2 cosh
−2(x/rx) cosh

−2(y/ry) cosh
−2(τ/rτ ).

(33)
На рис. 2 приведено распределение амплитуд пер-

вой и второй гармоник в центральных сечениях xz, yz
и tz. Брались следующие параметры k1 = 0.5, k2 = 1,
β
(1)
2 = −2, β(2)

2 = −4 — случай аномальной дисперсии,
γ1 = 1, γ2 = 0.5, rx = ry = 1, τ0 = 1, E1 = E2 = 12.
Легко видеть, что амплитуда пучка осциллирует, но
весь пучок распространяется как целое. Следователь-
но, можно говорить о том, что распространяется опти-
ческая пуля, содержащая две гармоники.

Также был рассмотрен процесс генерации пуль из
начального гауссова пучка основной частоты. Был про-
веден ряд численных экспериментов, показывающих,
что происходит генерация второй частоты и дальней-
ший захват в пулю вида (33).

Численный эксперимент, проведенный с системой
(1а–2а), подтверждает справедливость найденных вы-
ше аналитических решений в пределе дистанций, зна-

чительно превышающих дисперсионную 2τ2p / |k2| и ди-
фракционную (nω/c)R2

0.
Наибольший интерес представляет ситуация, когда

на входе в среду вторая гармоника отсутствует. Этот
случай соответствует импульсному режиму генера-
ции второй гармоники, сопровождаемой формировани-
ем двухкомпонентной «световой пули». Анализ пока-
зывает, что в установившемся режиме данное числен-
ное решение находится в хорошем согласии с найден-
ным выше аналитическим решением.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С помощью метода усредненного Лагранжиана полу-
чено аналитическое решение в виде двухкомпонентной
оптической пули, распространяющейся в квадратично-
нелинейной среде. Компьютерное моделирование под-
твердило устойчивое распространение «дышащего»
солитона на расстояние, существенно превышаю-
щее дифракционную и дисперсионную длины. Прове-
ден вычислительный эксперимент, демонстрирующий
возможность формирования двухкомпонентной пули
в процессе генерации второй оптической гармоники.

Работа выполнена при финансовой поддержке Рос-
сийского Научного Фонда (проект № 17-11-01157).
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Propagation of 3d optical buillets in quadratically nonlinear media
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Three-dimensional light beams-pulses, known as light bullets, are studied analytically and numerically. Using the method of the
averaged Lagrangian obtained analytical solution describing a bullet in nonlinear parametric interaction. The obtained conditions
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for sustainable spread of bullets, which is a ratio between diffraction, dispersion and nonlinear lengths. Analytical conclusions
are confirmed in the process of computer simulation. The calculations demonstrate that the light bullet extends to a distance far
exceeding the dispersion and diffraction lengths in the anisotropic medium. Separately the cases of stable propagation of two-
component three-dimensional light bullets, as well as the formation of the beam pulse by generating the second optical harmonic.

PACS: 42.65.Tg
Keywords: quadratic nonlinearity, two-color soliton, optical bullet.
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