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Численно решена система нестационарных нелинейных уравнений, описывающих движение ос-
циллирующей бесконечно тонкой пластины конечной длины в несжимаемой вязкой жидкости. Ре-
шение получено в виде поля колебательных скоростей вязкой волны как функции безразмерных па-
раметров: безразмерной длины l и безразмерного колебательного смещения пластины a. Построены
траектории движения частицы жидкости в таком поле. Показано, что они отличаются от прямых,
перпендикулярных направлению распространения, характерных для идеализованных (линейных)
поперечных вязких волн. Появляется горизонтальная составляющая колебательной скорости ча-
стицы жидкости, зависящая от величины a. Качественно проанализированы особенности скорости
распространения вязкой волны, возбужденной пластиной конечных размеров.
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ВВЕДЕНИЕ

Классическое решение линеаризованного уравнения
движения вязкой несжимаемой жидкости в виде урав-
нения теплопроводности приведено во всех учебниках,
например, [1], и имеет следующий вид:

V = V0exp i(ωt− kx), (1)

где

k = (1 + i)/δ = k0 + i/δ = ω/cph + i/δ (2)

комплексное волновое число. В вещественной форме
записи выражение (1) принимает вид

V = U0cos(ωt− k0x), (3)

где

U0 = V0exp(−x/δ). (4)

V0 — экспоненциально убывающая с расстоянием ам-
плитуда вязкой волны.

Одномерные решения (1), (3) получены при условиях
прилипания вязкой жидкости на колеблющейся с цик-
лической частотой ω в своей плоскости (Y Z) бесконеч-
ной плоскости и убывании скорости жидкости до ну-
ля на бесконечности. Здесь обозначено δ =

√

2ν/ω —
толщина пограничного слоя — расстояние, на ко-
тором амплитуда плоской волны убыла в e раз;
ν = η/ρ — кинематическая и η — сдвиговая вязкости,
ρ — плотность среды. V0 — амплитуда колебательной
скорости пластины.
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Выражения (1), (3) описывают плоскую вязкую по-
перечную одномерную волну, бегущую по X с фазо-
вой скоростью cph = ωδ. Эта скорость постоянна. Вол-
на экспоненциально затухает. Волна, амплитуда кото-
рой экспоненциально убывает в определенном направ-
лении, проекция волнового вектора на которое имеет
мнимую составляющую, является неоднородной [1].

Для иллюстрации нестационарного поля скорости
неоднородной вязкой волны по (1), (3) воспользова-
лись результатом численного расчета, выполненного
в пакете Matlab для следующих условий: среда с ди-
намической вязкостью η = 1480 × 10−3 Па·с, плот-
ностью ρ = 1.26 × 103кг/м3, кинематической вязко-
стью ν = η/ρ ≈ 1175 × 10−6 м2/с, частота колеба-
ний пластины f = 50Гц, толщина пограничного слоя
δ =

√

2γ/ω ≈ 2.7× 10−3 м.

На рис. 1 приводится изображение такой плоской
вязкой волны в безразмерных координатах. Контурны-
ми линиями нанесены изолинии амплитуд скорости U0.
Из этого рисунка видно, что волна распространяет-
ся вдоль X, ее плоские фронты совпадают с плоско-
стями, перпендикулярными оси распространения. Ско-
рость движения плоскостей равных амплитуд постоян-
на и равна 0.756 м/с.

Численное решение линеаризованного уравнения
движения позволило получить поле колебательных
скоростей вязкой волны для любого момента времени.
Выбрали шаг по времени достаточно малым (T/200)
и измерили соответствующее ему смещение определен-
ной фазы волны. Удалось определить фазовую скорость
волны. Она оказалась постоянной и равной вычислен-
ной по аналитической формуле (2) 0.859м/с.

В наших исследованиях [2, 3] были косвенные ука-
зания на то, что вязкие волны, генерируемые источ-
никами конечных размеров, проявляют и другие ин-
тересные свойства неоднородных волн: пространствен-
ную дисперсию скорости распространения, отклонение
траектории движения частиц жидкости от прямой, пер-
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пендикулярной волновому вектору. Этим темам посвя-
щена настоящая работа.
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Рис. 1: Представление одномерной неоднородной плоской
вязкой волны в безразмерных координатах: a — изолинии
скорости жидкости V, б — изолинии величины V/V0. Зе-
леные линии соответствуют нулевым значениям указанных
величин

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Постановка задачи с точностью до значений без-
размерных параметров a = A/δ и l = L/δ совпадает
с постановкой задачи работы [4]. Величина L — дли-
на пластины в направлении колебаний, величина A —
амплитуда колебательного смещения.

2. ТРАЕКТОРИИ ЧАСТИЦ ЖИДКОСТИ В ВЯЗКОЙ
ВОЛНЕ

Чтобы найти траекторию частицы жидкости, исполь-
зовали следующую методику.

1. Численно решили систему уравнений (1) поста-
новки задачи указанной работы.

2. Задали массивы начального положения частиц
x (1) = x0 и y (1) = y0 и начальный момент вре-
мени t (1) = t0.

3. Нашли номера элементов n в массиве данных по-
зиции узлов сетки МКЭ, соответствующие ком-
понентам массива, наиболее близким по значе-

нию к координатам x(i) и y(i), по методу наи-
меньших квадратов. Номера элементов одномер-
ного массива времени i = 1, 2, 3, . . ..

4. Нашли элементы массива Vn результатов ре-
шения задачи для текущего момента времени
t(i + 1) = t(i) + ∆t(i) с этими номерами.

5. Вычислили новые координаты

x (i+ 1) = x (i) + Vxn (i)∆t (i),

y (i+ 1) = y (i) + Vyn (i)∆t (i).

6. Использовали результаты для задания начально-
го положения частиц и начального момента вре-
мени для следующей итерации.

7. Повторили указанные шаги, заменив начальное
положение результатом предыдущей итерации.

На рис. 2 показаны траектории частиц жидкости,
выделенных в поле вязкой волны, возбужденной ос-
циллирующими пластинами бесконечно малой толщи-
ны и длиной l = 60 и l = 1 при значении параметра
a = 0.5. Тонкая вертикальная пунктирная линия —
ось симметрии задачи. Колеблющаяся пластина нуле-
вой толщины изображена на этой оси толстой сплош-
ной линией. Видно, что строго вертикальные смеще-
ния частиц, характерные для пластины большой дли-
ны l = 60 (вертикальные тонкие цветные линии, длина
которых пропорциональна амплитуде колебательного
смещения) пропадают с уменьшением размера пласти-
ны. Траектории частиц жидкости за время, равное пе-
риоду, становятся фигурами, напоминающими эллип-
сы. Появляется х-ая компонента скорости и тем боль-
шая, чем меньше параметр l. Размер «эллипса» (со-
отношение x-ой и y-ой компонент скорости) и ориен-
тация «эллипса» зависят от начальных координат вы-
бранных точек наблюдения. Расположенные на оси ча-
стицы жидкости (область 2) приобретают в разы мень-
шие горизонтальные компоненты скорости по сравне-
нию с частицами, расположенными ближе к краю пла-
стины (область 1). Особенно хорошо это заметно на
вставке, где траектории показаны в увеличенном виде.
Видно также, что за время, большее периода, траекто-
рии частиц становятся спиралями.

На рис. 3 показана зависимость х-компоненты ко-
лебательной скорости Vx вязкой волны от параметра
a. Обратим внимание, что по оси ординат отложена
величина Vx/V0, что позволяет сравнить сильно раз-
личающиеся величины скоростей. Из рисунка видно,
что отклонение траектории частицы от вертикальной
прямой, даже находящейся первоначально на оси пла-
стины, появляется при сравнительно малых a.

На рис. 4 приведены аналогичные зависимости, но
для жидкой частицы, расположенной вблизи края пла-
стины. Из рисунка видно, что на траекторию частицы
в вязкой волне, генерируемой у края пластины, вли-
яние параметра a сильнее, чем для частицы, распо-
ложенной на оси, проходящей через центр пластины
перпендикулярно ее поверхности.
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Рис. 2: Траектории частиц жидкости в полях вязких волн, генерируемых конечными пластинами при значении параметра a =

0.5. Тонкие цветные линии соответствуют траекториям частиц жидкости при значении параметра l = 60. Толстые пунктирные
цветные линии соответствуют траекториям частиц жидкости при значении l = 1. Звездочки — начальные положения частиц
жидкости при значении безразмерного времени τ = π/2+πn. Временной интервал, в который совершается движение, τ = 2π.
На вставках справа 1 и 2 увеличены области, отмеченные прямоугольными рамками на рисунке. На каждой вставке толщина
линий соответствует увеличению времени наблюдения, т.е. росту n от 1 до 3. Синими кружками выделены положения частиц
в моменты времени τ = 3π/2 + πn и τ = 2π + π
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Рис. 3: Зависимость х-компоненты колебательной скорости
Vx частицы жидкости от параметра a. Длина пластины
l = 10δ. Первоначальные координаты частицы x = 0, y = 0.
Время наблюдения t=0.03 с

Широкий диапазон исследованных параметров a по-
казал, что горизонтальная компонента колебательной
скорости (по величине и направлению) вязкой вол-
ны немонотонно зависит от его величины. Для кон-
кретных условий этой задачи увеличение параметра
a с 5 до 6 привело к изменению знака производной
кривой ∂vx/∂x.

Обратим внимание на то, что направления х-
компоненты колебательной скорости Vx частиц, рас-

положенных первоначально на оси Y = 0 и у края
пластины противоположны. По оси частицы движут-
ся к поверхности пластины, а на краях — от нее.
Это же качественно видно из анализа наклона спи-
ралей траекторий, приведенных на рис. 2. Касатель-
ная в каждой точке траектории совпадает с направ-
лением мгновенного вектора скорости жидкости. Это
даёт основание предположить направление замкнутых
мгновенных линий тока.

3. СКОРОСТЬ РАСПРОСТРАНЕНИЯ

Рассмотрим процесс распространения вязкой волны
от пластины конечных размеров и сравним его с тако-
вым, возбужденным бесконечной пластиной. Для этого
численно в пакете Comsol 5.2 решили нестационарное
нелинейное уравнение движения несжимаемой вязкой
жидкости с граничными условиями прилипания (см.
систему (1) постановки задачи). Были использованы
следующие шаги по пространству δ/30 и по време-
ни T/200. Полученное поле колебательной скорости
V (r, t) построено в виде, аналогичном рис. 1. При де-
лении величины V на значение величины амплитуды
U0, как было сделано для задачи о бесконечной пла-
стине, контурные графики приняли вид, показанный
на рис. 5. Для бесконечной пластины, заметим, они
имели вид параллельных прямых (рис. 1). Отсюда сле-
дует, что поле вязких волн, генерируемое бесконечно
тонкой пластиной конечной длины l, не описывается
огибающей U0.
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Рис. 4: Зависимость горизонтальной составляющей колебательной скорости частицы жидкости от расстояния x точки на-
блюдения от пластины. Параметром кривых является параметр a = A/δ. Правый рисунок относится к переднему по ходу
движения краю, а левый — к заднему. Длина пластины l = 10δ. Первоначальные координаты частицы x=0, y = L/2 — L/10.
Время наблюдения t=0.025 с для правого рисунка, t=0.035 с — для левого
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Рис. 5: Контурные графики линий равных амплитуд для ос-
циллирующих пластин конечной длины: а — l = 10δ, б — 5δ,
в — 1δ. Безразмерная амплитуда колебаний a = 0.25. Точка
наблюдения выбрана на геометрической оси пластины Y = 0

Это наблюдение подтверждает вывод, сделанный
в [3] для осциллирующего цилиндра, что в результате
взаимодействия вязких волн и осциллирующего потока
зависимость совокупной скорость жидкости от рассто-
яния имеет сложный вид, зависящий от безразмерных
параметров a и l.

Контурные линии равных амплитуд найдены для
пластин трех длин l = 10δ, 5δ, 1δ. Характерным для
всех них является следующее. Линия, соответству-
ющая фазе вязкой волныnπ, где n = 0, 1, 2, . . . (зе-
леная линия на рис. 5) — это линия перемещения
нуля колебательной скорости. Эта линия не прямая,
как было для случая бесконечной пластины. Она тем
сильнее отклоняется от прямой, чем меньше размер
источника. Величина dx/dt есть скорость перемеще-
ния нуля скорости волны. Как видно из рисунков, эта
величина с увеличением расстояния x от пластины
сначала падает, а затем растет. То есть проявляется
дисперсия скорости распространения, усиливающаяся
для малых источников.

На рис. 5 пунктиром построены линии перемеще-
ния максимумов скорости, соответствующие фазе вол-
ны (n + 1)π/2. Видно, что с уменьшением длины пла-
стины скорость распространения этой фазы волны рас-
тет. Проявляется и зависимость скорости распростра-
нения от расстояния х от пластины.

Вычисленные значения величины скорости распро-
странения оказались меньше скорости распростране-
ния плоской вязкой волны (рис. 6).

Обращает на себя внимание тот факт, что отме-
ченные выше особенности распространения вязких
волн сильно зависят от времени наблюдения. В те-
чение первого полупериода вязкая волна распростра-
няется еще в неподвижной жидкости. Затем волны
распространяются в жидкости, возмущенной не толь-
ко колебательными движениями, но и потоками вы-
теснения, сопровождающими осцилляции источников
конечных размеров.
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Рис. 6: Скорость распространения фазы π (нули колебатель-
ной скорости) для пластин разной длины на расстоянии до
середины пластины y = 0

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Траектории частиц жидкости в поле вязкой волны
от пластины конечной длины не прямые, параллель-

ные направлению колебаний, а похожи на эллипсы.
Соотношение осей этих «эллипсов» определяется на-
чальными координатами частицы жидкости при про-
чих равных условиях.

Экстремальное значение величины горизонтальной
составляющей колебательной скорости частиц жидко-
сти на оси, проходящей через точку, находящуюся
вблизи края пластины, наблюдается при a = 1. При
a < 5 горизонтальная компонента скорости жидкости
имеет направление от пластины. В диапазоне 5 < a < 6
ее направление изменяется на противоположное.

Огибающая поля вязких волн, возбужденного пла-
стиной конечных размеров, описывается функцией,
убывающей медленнее, чем функция exp(−x/δ) для
бесконечной плоскости. Ее конкретный вид зависит от
величин безразмерных параметров a и l, что подтвер-
ждает сделанный нами ранее вывод для осциллирую-
щего цилиндра.

Скорости распространения экстремального и нулево-
го значений функции колебательной скорости в реша-
емой нелинейной задаче не равны друг другу. Для них
наблюдаются пространственные дисперсии.

Авторы благодарят Илью Шатилина за проведение
серии численных расчетов.
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Properties of the inhomogeneous viscous waves excited by a plate of finite size
A. S. Pavlovskiia, S.A. Iiudinab, N.G. Semenovac

Department of Radiophysics, Faculty of Physics, Saint Petersburg State University. Saint Petersburg 199034, Russia
E-mail: aartyom.pavlovskiy@gmail.com, bsisgfi@mail.ru, ctatabukamena@rambler.ru

We have numerically solved the set of time-dependent nonlinear equations, which describes motion of an infinitely thin plate
oscillating in incompressible viscid fluid. The solution was obtained in the form of oscillation velocity field in the viscid wave. It is
a function of the dimensionless length l and the dimensionless oscillation displacement a of the plate. We have plotted trajectories
of the fluid particle motion in such a field. It has been shown that they differ from the straight lines normal to the direction of
propagation. Such lines are peculiar to the idealized (linear) transverse viscid waves. There appeared a horizontal component of the
oscillation speed of the fluid particle. The value of horizontal component depends on a. We have qualitatively analyzed characteristic
features of the propagation velocity of viscid wave, excited by a finite plate.
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