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Исследовано звуковое поле точечного диполя с моментомM в двух многомодовых волноводах —
трубе с прямоугольным и трубе с круговым сечением, стенки обеих труб жесткие. Поле дипо-
ля получено дифференцированием поля монополя по координатам этого источника. Показано, что
при приближении диполя с моментом M к жесткой стенке волновода пропадает излучение, обу-
словленное компонентой момента, перпендикулярной этой стенке. Рассчитана мощность излучения
диполя в многомодовом волноводе, исследована зависимость этой мощности от частоты. Показано,
что мощность излучения диполя в узкой (по сравнению с длиной звуковой волны) трубе равна
ρc(kM)2(4S)−1, где k — волновое число, ρ и c — соответственно плотность заполняющей среды
и скорость звука в ней,S — площадь поперечного сечения трубы, M — проекция момента диполя
на ось этой трубы.
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ВВЕДЕНИЕ

Диполем называют пару монополей с объемными
скоростями −V и +V , расположенных на малом рас-
стоянии l друг от друга. Ось, проведенную от моно-
поля с объемной скоростью −V к монополю с объем-
ной скоростью +V называют осью диполя. Звуковое
поле диполя определяется моментом диполя M , рав-
ным произведению объемной скорости V и расстояния
l между монополями. Одинаковое дипольное излуче-
ние можно осуществить при помощи различных пар
противофазных монополей, подбирая объемные скоро-
сти монополей и расстояния между ними так, чтобы
моменты были одинаковы [1, 2]. Если размеры диполя
стремить к нулю и одновременно увеличивать в обрат-
ном отношении объемные скорости составляющих мо-
нополей чтобы момент диполя не менялся, то неизмен-
ным будет оставаться и излучаемое поле. В результате
получим «точечный» диполь с моментом M = limV l,
V → ∞, l → 0.

Работа диполя в неограниченной однородной сре-
де детально исследована в книге [1]. Ниже найде-
но звуковое поле точечного диполя с моментом M

в двух многомодовых волноводах — трубе с прямо-
угольным и трубе с круговым сечением, стенки обе-
их труб жесткие. Поле диполя получено дифферен-
цированием поля монополя по координатам этого ис-
точника. Обозначим через p0(r0, r) звуковое поле мо-
нополя с объемной скоростью V, радиусы–векторы
r0 (x0, y0, z0) и r(x, y, z) определяют положение излу-
чателя и наблюдателя. Пусть монополи с объемными
скоростями −V и +V расположены в близких точ-
ках, определяемых радиусами-векторами r0 и r0 + l.
При малом l звуковое поле этой пары противофазных
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монополей (диполя) равно

p0(r0 + l, r)− p0(r0, r) ≈

≈ l
∂p0
∂l0

= l{l0∇p0} = V l{l0∇(p0/V )},

где l
0 — орт по оси диполя , ∇ — оператор Гамильтона,

градиент поля p0 берется по координатам x0, y0, z0. Ес-
ли размеры диполя стремить к нулю и одновременно
увеличивать в обратном отношении объемные скоро-
сти составляющих монополей чтобы момент диполя не
менялся, то неизменным будет оставаться и излучае-
мое поле. Звуковое поле точечного диполя в волноводе
равно

p = M{l0∇(p0/V )} = M∇(p0/V ), M = M l
0. (1)

Рассчитаем поле диполя в волноводе с прямоуголь-
ным сечением и абсолютно жесткими стенками. Выбе-
рем систему координат так, чтобы две стенки волно-
вода совпадали с координатными плоскостями y = 0
и z = 0. Длины сторон поперечного сечения волново-
да обозначим через hy и hz. Диполь с заданным мо-
ментом M(Mx,My,Mz) расположен в точке (x0, y0, z0).
Согласно [1], поле монополя, расположенного в этой
точке, равно

p0 =
∑

m,n

2kρcV

hyhzεmεnξmn

cos(ςymy0) cos(ςznz0)×

× cos(ςymy) cos(ςznz) exp [iξmn |x− x0|], (2)

где ςym = mπ/hy, ςzn = nπ/hz, ξm =
√

k2 − ς2ym − ς2zn,

ε0 = 2, εn = 1 при n 6= 0.
Подставляя это поле в формулу (1), получим поле

диполя
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p = −
∑

m,n

2kρc

hyhzεmεnξmn

{iξmnsign(x− x0)Mx cos(ςymy0) cos(ςznz0) + ςymMy sin(ςymy0) cos(ςznz0)+

+ςznMz cos(ςymy0) sin(ςznz0)} cos(ςymy) cos(ςznz) exp [iξmn |x− x0|].

(3)

Излучаемая мощность диполя в прямоугольной трубе равна

Q =

∗
∑

m,n

kρc

hyhzεmεnξmn

{[ξmnMx cos(ςymy0) cos(ςznzo)]
2 + [ςymMy sin(ςymy0) cos(ςznz0)+

+ςznMz cos(ςymy0) sin(ςznz0)]
2},

(4)

где звездочка над суммой означает, что суммирова-
ние производится только по распространяющимся мо-
дам (ξmn > 0). Из формул (3) и (4)следует, что при
приближении диполя с моментом M к жесткой стенке
волновода пропадает излучение, обусловленное компо-
нентой момента, перпендикулярной этой стенке.

Рассчитаем поле диполя с моментом M в круглой

трубе с жесткой стенкой. Направим ось z цилиндри-
ческой системы координат r, ϕ, z по оси трубы, радиус
трубы обозначим через a . Пусть момент диполя лежит
в полуплоскости ϕ = ϕ0, координаты диполя в этой по-
луплоскости обозначим через r0 и z0. Поле монополя,
расположенного в точке (r0, ϕ0, z0) внутри трубы, по-
лучим методом Фурье [1, 2]. Оно равно

p0 =
∑

m,n

kρcV

πa2εmξmnTmn

Jm(ςmnr0)J(ςmnr) cos[m(ϕ− ϕ0)] exp[iξmn |z − z0|], (5)

где обозначено

Tmn ≡
2

a2

∫ a

0

J2
m(ςmnr)rdr = {J2

m(ςmna)− Jm−1(ςmna)Jm+1(ςmna)} > 0,

Jm(ςr) — функция Бесселя, ςmn — n-й корень уравнения J ′

m(ςa) = 0, ξmn =
√

k2 − ς2mn, ε0 = 2, εm = 1 при
m 6= 0, V — объемная скорость монополя. Подставляя это поле в формулу (1), получим поле диполя с моментом
M(Mr, 0,Mz) в круглой трубе. В цилиндрических координатах градиент поля p0 берется по координатам r0, ϕ0, z0.
В результате имеем следующую формулу

p =
∑

m,n

kρc

πa2εmξmnTmn

{ςmnJ
′

m(ςmnr0)Mr − iξmnsign(z − z0)Jm(ςmnr0)Mz}×

×Jm(ςmnr) cos[m(ϕ− ϕ0)] exp[iξmn |z − z0|].

(6)

Излучаемая мощность диполя в круглой трубе равна

Q =
∗

∑

m,n

kρc

2πa2εmξmnTmn

{[ξmnJm(ςmnr0)Mz]
2 + [ςmnJ

′

m(ςmnr0)Mr]
2}, (7)

где звездочка над суммой означает, что суммирова-
ние производится только по распространяющимся мо-
дам (ξmn > 0) . Из формул (6) и (7) следует, что при
приближении диполя с моментом M к жесткой цилин-
дрической стенке трубы пропадает излучение, обуслов-
ленное компонентой Mr.

Согласно формулам (4) и (7), мощность излучения
диполя в узкой (по сравнению с длиной волны) трубе

равна (kM)2ρc
/

4S, где S — площадь сечения трубы,
M — проекция момента диполя на ось этой трубы.
Мощность излучения монополя в такой трубе равна

V 2ρc
/

4S.

Для примера исследуем частотную зависимость
мощности излучения монополя и диполя, расположен-
ных в начале координат, момент диполя направлен по
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Рис. 1: Зависимости величин Γ1 и Γ2 от ka

оси трубы [3]. Звуковое поле этих источников состоит
только из осесимметричных мод. Мощности излучения
монополя и диполя получим по следующим простым
формулам:

Q1 =
ρc

4S
V 2Γ1(ka), Γ1(ka) = 1 +

N
∑

n=1

k

ξnJ2
o (ςna)

, (8)

Q2 =
ρc

4S
(kM)2Γ2(ka), Γ2(ka) = 1 +

N
∑

n=1

ξn
kJ2

o (ςna)
,

(9)
где ςn ≡ ς0n, ξn ≡ ξ0n, (N + 1) — число однородных
осесимметричных мод в трубе.

Величина Γ1 есть нормированное акустическое со-
противление излучения монополя в круглой трубе, ве-
личина Γ2характеризует интенсивность излучения ди-
поля в этой трубе. Они определяются по формулам

Γ1 =
2S

ρc
Rep0(0, 0, 0)/V,Γ2 =

2S

ρc
Rev(0, 0, 0)/(kM),

v(r, ϕ, z) = (1/k)∂p/∂z.

Зависимости этих величин от параметра ka пред-
ставлены на рис. 1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Найдено звуковое поле точечного дипольного ис-
точника с моментом M в двух многомодовых волно-
водах –– трубе с прямоугольным и трубе с круго-
вым сечением, стенки обоих волноводов жесткие. Рас-
считана мощность излучения диполя в многомодовом
волноводе, исследована зависимость этой мощности
от частоты.
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Radiation of a dipole in a waveguide

A.D. Lapin
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Investigated the sound field of a point dipole with moment M in two multimode waveguides — tube with a rectangular and
tube with a circular cross-section, the wall of the both tubes are rigid. The field of the dipole obtained by the differentiation of
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a field monopole on the coordinates this source. It is shown that the approach of the dipole with moment M to the rigid wall of
the waveguide is lost radiation due to the component of the moment perpendicular to this wall. The calculated radiation power of
a dipole in a multimode waveguide, investigated the dependence of this power on the frequency. It is shown that the radiation power
of a dipole in a narrow (compared to the wavelength of sound) tube is equal to ρc(kM)2(4S)−1, where k is the wave number, ρ
and c — consequently the density of filling medium and sound velocity in it, S — the cross–sectional area of the pipe, M — the
projection of dipole moment on the axis of the tube.

PACS: 43.20.+g
Keywords: monopole, dipole, multimode waveguide.
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