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Рассматривается метод моделирования акустических полей в случайно-неоднородном подвод-
ном звуковом канале, основанный на построении пропагатора в базисе нормальных мод волновода.
Взаимодействие мод моделируется с помощью случайных матриц с некоррелированными матричны-
ми элементами, дисперсии которых определяются спектром неоднородности. Проведено сравнение
спектральной статистики получаемого таким образом пропагатора с соответствующими данны-
ми, полученными путем прямого решения параболического уравнения. Показано, что пропагатор,
построенный с помощью случайных матриц, способен корректно воспроизводить процесс декоге-
ренции акустического поля по мере удаления от источника звука.
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ВВЕДЕНИЕ

Разработка эффективных методов численного
моделирования дальнего распространения звука
в случайно-неоднородных подводных звуковых ка-
налах является одной из наиболее важных задач
акустики океана. Даже малая горизонтальная неод-
нородность скорости звука становится существенным
фактором на расстояниях порядка сотен километров
от источника звука [1, 2]. По этой причине срав-
нительно легко решаемые горизонтально-однородные
и адиабатически-неоднородные модели подводного
звукового канала не способны воспроизвести реаль-
ную картину звукового поля. Ситуация усугубляется
при расчетах акустических полей, создаваемых широ-
кополосными импульсными акустическими сигналами.
Вкупе со статистическим моделированием с помо-
щью метода Монте–Карло, это требует достаточно
значительных численных ресурсов. В работах [3, 4]
предложен достаточно элегантный метод решения
данной проблемы, основанный на применении теории
случайных матриц. В этом методе не требуется
прямое решение волнового уравнения. В его основе
лежит модовое представление акустического поля,
при этом коэффициенты межмодового взаимодействия
представляются как случайные величины, статистика
которых определяется полем неоднородности скорости
звука. Корреляции между различными межмодовыми
переходами не учитываются. Вместе с тем, такие
корреляции могут порождать различные когерентные
явления, которые могут наблюдаться в экспериментах.
К числу таких явлений можно отнести когерентные
лучевые кластеры [5]. В работе [6] было показано, что
когерентные кластеры проявляются в спектральной
статистике пропагатора, определяющего динамику
модовых амплитуд. В связи с этим можно задаться
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вопросом о том, насколько хорошо теория случайных
матриц воспроизводит спектральные свойства реаль-
ного пропагатора. Именно этому вопросу и посвящена
данная работа. Интерес к спектрам здесь связан с тем,
что именно в них заложена информация о физике
распространения. Другими словами, спектральная
статистика является весьма чувствительным индика-
тором возможных противоречий между результатами
теории случайных матриц и прямого моделирования.

1. ПРОПАГАТОР АКУСТИЧЕСКОГО ПОЛЯ

Акустическое поле на расстоянии r = rF от источ-
ника может быть формально представлено в виде

Ψ(rF , z) = Ĝ(r0, rF )Ψ(r0, z),

где введен пропагатор акустического поля Ĝ(r0, rF ).
С помощью модового представления пропагатор может
быть представлен в виде матрицы, элементы которой
определяются по формуле

Gmn(r0, rF ) =

∫

ψ∗

mĜ(r0, rF )ψndz,

где Ĝ(r0, rF )ψn — акустическое поле при r = rF , по-
рождаемое начальным условием в виде n-й моды ψn.
Имеем:

Ĝ(r0, rF = rJ ) = Ĝ(rJ−1, rJ )Ĝ(rJ−2, rJ−1) . . .

. . . Ĝ(r1, r2)Ĝ(r0, r1). (1)

В дальнейшем мы положим r0 = 0. Кроме того, мы
будем рассматривать эквидистантное разбиение интер-
вала [0 : rJ ] с шагом rb, а также неоднородности, стати-
стические свойства которых не меняются вдоль трассы.
В первом порядке теории возмущений мы имеем [2]

Ĝ(rj−1, rj) = Ĝ(rb) = δmne
−ik0Emrb(Î − iÂ),

Â = k0

∫ rb

r′=0

eik0(Em−En)r
′

V̂ (r′)dr′.
(2)
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Здесь введена матрица V̂ , элементы которой равны

Vmn(r) =

∫

ψ∗

m(z)V (r, z)ψn(z)dz.

В основе подхода, предложенного в [3,4], лежит пред-
ставление матриц Â, соответствующих отдельным про-
межуточным сегментам, в виде случайных некоррели-
рованных гауссовых матриц, статистические свойства
которых определяются свойствами случайной неодно-
родности. В частности, элементы матрицы Â представ-
ляются в виде произведения

Amn(rb, k0) = σmn(rb, k0)zmn(k0),

где zmn — случайная гауссова комплексная величина
со стандартным отклонением, равным 1, а величина
σmn определяется пространственным спектром неод-
нородности. Тогда процесс вычисления акустического
поля можно условно провести в два этапа. На первом
этапе мы, согласно (1), перемножаем случайные матри-
цы и получаем результирующий пропагатор. На втором
этапе мы действуем этим пропагатором на вектор на-
чального состояния в модовом представлении, тем са-
мым получая модовые амплитуды акустического поля
на требуемом расстоянии от источника.

2. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ПРОПАГАТОРА

Информация о характере распространения волн за-
ключена в спектре пропагатора. Собственные функ-
ции и собственные значения пропагатора удовлетворя-
ют уравнению

Ĝ(r0, rF )Φm(z) = gmΦm(z), gm = |gm|eiφm , φm ∈ ℜ.

Основной интерес здесь вызывают собственные
фазы пропагатора φm. Как было показано в работе [6],
волновой хаос, обусловленный рассеянием звука на
внутренних волнах, проявляется в статистике так
называемых межуровневых расстояний

s =
k0M(φm+1 − φm)

2π
, φM+1 = φ1 +

2π

k0
,

m = 1, 2, . . . ,M,

где фазы φm пронумерованы в порядке возрастания,
а M — общее число канальных мод, распространяю-
щихся без контакта с дном. Вид статистического рас-
пределения межуровневых расстояний качественно за-
висит от интенсивности перекачки акустической энер-
гии между различными модами. Так, если рассеяние на
неоднородности является незначительным и моды сла-
бо взаимодействуют друг с другом, то матрица пропа-
гатора близка к диагональной, а статистика межуров-
невых расстояний описывается распределением Пуас-
сона

ρ(s) ∼ exp(−s). (3)

В противоположном случае, когда рассеяние звука
приводит к достаточно интенсивной перекачке энергии
между модами, амплитуды матричных элементов мед-
ленно спадают по мере удаления от главной диагона-
ли. В этом режиме возникает эффект «расталкивания»
собственных значений [6], а статистика межуровневых
расстояний описывается распределением Вигнера

ρ(s) ∼ s2 exp

(

−4s2

π

)

. (4)

На практике мы можем встретиться с ситуацией, ко-
гда сильному рассеянию подвержена только некоторая
группа мод. В этом случае статистика межуровневых
расстояний имеет некоторую промежуточную форму
между распределениями Пуассона и Вигнера. В от-
дельных случаях удается найти аналитическую фор-
му такого распределения. Так, рассмотрим случай, ко-
гда число канальных мод является достаточно боль-
шим, т.е. частота звука достаточно велика. Кроме то-
го, пусть матрица пропагатора может быть разделе-
на на два почти изолированных друг от друга бло-
ка: один соответствует модам со слабым рассеянием,
а другой — модам с сильным рассеянием. Тогда стати-
стика межуровневых расстояний подчиняется распре-
делению Берри–Робника [6]

ρ(s) =

[

v2r erfc

(√
π

2
vcs

)

+
(

2vrvc +
π

2
v3cs

)

exp
(

−π
4
v2cs

2
)

]

exp(−vrs), (5)

где vr и vc — доли мод со слабым и сильным рассея-
нием, соответственно, vr + vc = 1.

В качестве примера мы рассмотрим подводный зву-
ковой канал с биэкспоненциальным профилем скоро-
сти звука [7, 8]

cb(z) = c0 +∆c(z) = c0

[

1 +
b2

2
(e−az − κ)2

]

,

где c0= 1490м/с, a = 0.5м−1, b = 0.557 и κ = 0.6065.
Предполагается, что глубина океана не меняется вдоль

УЗФФ 2017 1750124–2



УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА № 5, 1750124 (2017)

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0 1 2 3 4 5

r

s

КН
ТСМ, r

b
=10 км

ТСМ, r
b
=50 км

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0 1 2 3 4 5

r

s

КН
ТСМ, r

b
=10 км

ТСМ, r =50 км

а б

b

Рис. 1: Распределение межуровневых расстояний для а — rF = 50 км и б — rF = 250 км. «КН» — кривые, полученные
путем прямого решения параболического уравнения с помощью схемы Крэнка–Николсон, «ТСМ» — результаты, полученные
с помощью теории случайных матриц при разных значениях шага пропагатора rb

трассы и равна 4 км. При построении модели случай-
ной неоднородности δc(r, z) использован метод, пред-
ложенный в работе [9].

На рис. 1 представлены распределения межуров-
невых расстояний, полученные как с помощью тео-
рии случайных матриц, так и путем прямого реше-
ния параболического уравнения с использованием схе-
мы Крэнка–Николсон. Моделирование с помощью слу-
чайных матриц производилось для двух значений шага
пропагатора rb: 10 и 50 км. Все представленные кривые
соответствуют частоте звука 50 Гц.

Мы видим высокую степень схожести между кри-
выми, полученными с помощью различных методов.
Это указывает на то, что моделирование с помощью
случайных матриц обеспечивает достаточно хорошее
согласие с прямым решением. Сравнивая распределе-
ния, рассчитанные для разных значений расстояния от
источника rF , можно отметить, что основные разли-
чия касаются области малых значений s: при rF =
250км доля малых межуровневых расстояний оказы-
вается значительно ниже, что свидетельствует об уси-
лении расталкивания собственных значений, характер-
ном для перехода от распределения Пуассона (3) к рас-
пределению Вигнера (4). Это соответствует процессу
декогеренции акустического поля вследствие рассея-
ния звука на случайной неоднородности. Чтобы от-
следить динамику этого процесса с ростом дистанции
между источником и приемником, мы можем восполь-
зоваться аппроксимацией распределений межуровне-
вых расстояний с помощью формулы (5). На рис. 2
представлена зависимость доли когерентных (т. е. сла-
бо рассеивающихся) мод vr как функция расстояния от
источника. Мы видим, что, несмотря на быстрое спа-
дание, некоторая доля слабо рассеивающихся мод со-
храняется до расстояний порядка 500 км. Кроме того,
отметим, что кривая, соответствующая шагу пропага-
тора rb = 50 км, гораздо лучше согласуется с резуль-
татами прямого расчета, чем кривая, соответствующая
rb = 10 км, из которой следует практически полное ис-

чезновение когерентных мод уже на расстоянии 400 км
от источника. Это различие связано с вкладом горизон-
тальных корреляций случайной неоднородности. Если
шаг пропагатора выбран слишком малым, то пропага-
торы, соответствующие соседним сегментам волновода,
не могут считаться полностью статистически независи-
мыми. С другой стороны, шаг пропагатора не должен
быть и слишком большим, поскольку в этом случае
становится неприменимой теория возмущений первого
порядка, лежащая в основе формулы (2).
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Рис. 2: Доля мод со слабым рассеянием как функция рассто-
яния от источника. Использованы те же обозначения кривых,
что и на рис. 1

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленной работе проведено тестирование
нового подхода к моделированию акустических полей,
основанного на применении случайных матриц. В ка-
честве метода тестирования был использован статисти-
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ческий анализ спектральных свойств распространения
звука. Показано, что теория случайных матриц поз-
воляет достаточно корректно описать процесс декоге-
ренции акустического поля вследствие рассеяния на
случайных неоднородностях.
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Modeling of acoustic wavefields by means of the random matrix theory
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A method of acoustic wavefield modeling in a randomly-inhomogeneous underwater sound channel is considered. The method
is based on the construction of a propagator in the basis of normal modes of the waveguide. Mode coupling is modeled using
random matrices with uncorrelated elements whose variances are determined by inhomogeneity spectrum. Spectral statistics of
such propagator is compared with the corresponding data obtained via direct solution of the parabolic equation. It is shown that
the propagator constructed via random matrices describes fairly the process of wavefield decoherence with increasing range.
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