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Рассмотрена статистическая задача о распространении низкочастотного звука в волноводе мел-
кого моря с двумерными случайными неоднородностями. Исследуется закон спадания средней
интенсивности поля с расстоянием в условиях флуктуирующего термоклина и при наличии по-
глощающего жидкого дна. В рамках метода поперечных сечений показано, что взаимодействие
мод с расстоянием при не слишком сильных флуктуациях волновых чисел мод носит локальный
характер, поэтому его учет является лишь некоторой добавкой к адиабатическому решению для
интенсивности, в целом не меняющей средний закон потерь при распространении. Проведено со-
поставление с результатами диффузионного приближения.
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ВВЕДЕНИЕ

Для описания влияния флуктуаций скорости звука
в океане на распространение низкочастотных акусти-
ческих сигналов в работах [1, 2] был предложен под-
ход, получивший название диффузионного приближе-
ния, который в дальнейшем использовался во многих
исследованиях (см., например, работы [3–5] и приве-
денные там многочисленные ссылки). Указанный под-
ход является, по-сути, методом малых возмущений,
примененным к приближенным уравнениям однона-
правленного распространения (рассеяния вперед) для
акустических мод глубоководного волновода, поэтому
описание на его основе тем лучше, чем слабее слу-
чайные неоднородности в морской среде, и чем ме-
нее выражены флуктуации акустического сигнала. По-
следнее, однако, оказывается несправедливым при рас-
смотрении случайной среды мелкого моря, где важ-
ным фактором, по сравнению с распространением зву-
ка в глубоком океане, является присутствие проницае-
мого поглощающего дна. В этом случае волновые чис-
ла мод, фигурирующие в решении задачи, комплексны,
что усиливает флуктуации поля и приводит к новым
важным эффектам, рассмотренным в [6, 7]. В продол-
жение этих исследований в настоящей работе для слу-
чайного мелкого моря с 2D–флуктуациями скорости
звука анализируется сравнительный вклад в среднюю
интенсивность поля от межмодового взаимодействия,
вытекающего из диффузионного приближения [1, 2],
и из более точного метода поперечных сечений, или
локальных мод. Аналитические оценки и численное
моделирование показывают, что в рамках диффузион-
ного приближения взаимодействие мод принципиаль-
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но определяет поведение статистических моментов зву-
кового поля, тогда как в методе поперечных сечений
(МПС) взаимодействие мод является знакопеременной
добавкой к адиабатическому решению, не накаплива-
ющейся с расстоянием.

1. ФОРМУЛИРОВКА ПРОБЛЕМЫ

Рассмотрим морскую среду с горизонтальными
границами, включающую водный слой и жидкий
слой донных осадков. В водном слое с постоян-
ной плотностью ρ0, средний профиль скорости зву-
ка c0(z) испытывает слабые двумерные флуктуации
δc(r, z) = c(r, z)− c0(z), |δc/c0| ≪ 1 (r, z — координа-
ты цилиндрической системы). Случайное поле скоро-
сти звука ǫ(r, z) = −2δc(r, z)/c0 считаем гауссовым со
средним значением, равным нулю 〈ǫ(r, z)〉 = 0 (угловые
скобки означают усреднение по ансамблю случайных
реализаций), и некоторой анизотропной корреляцион-
ной функцией Bǫ(r1 − r2, z1 − z2) ≡ 〈ǫ(r1, z1)ǫ(r2, z2)〉,
имеющей амплитуду Bǫ(0, 0) = σ2

ǫ (безразмерная ин-
тенсивность флуктуаций) и масштабы пространствен-
ной корреляции по горизонтали Lr и глубине Lz. Мо-
дельное жидкое дно примем однородным со значения-
ми плотности, скорости звука и поглощения: ρ1, c1, β1.
Поле давления p(r, z) в стохастическом волноводе от
монохроматического источника, расположенного в точ-
ке r = 0, z = z0, удовлетворяет линейным уравнениям
акустики с двумерно–неоднородными коэффициентами
c(r, z). Представим его в волновой зоне источника по-
средством разложения по локальным модам данного
случайного волновода:

p(r, z) =

M
∑

m=1

Gm (r) ϕm (r, z) ,

∂2

∂z2
ϕm (r, z) +

[

k2 (r, z)− κ2
m (r)

]

ϕm (r, z) = 0.

(1)
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Собственные функции ϕm на поверхности (z = H)
и на дне (z = 0) океана удовлетворяют следую-
щим граничным условиям: ϕm(r,H) = 0, ϕm(r, 0) +
gm(r)ϕ′

m(r, 0) = 0, где gm(r) характеризует импе-
данс проницаемого дна, а квадрат волнового числа

k2(r, z) = k20(z)[1 + ǫ(r, z)] является случайной функ-
цией благодаря флуктуациям скорости звука ǫ(r, z),
k0 = ω/c0. В нерегулярном волноводе в пренебрежении
обратно рассеянным полем модовые амплитуды Gm(r)
удовлетворяют квадратурному представлению [8–10]:

Gm(r) = Am(r) exp

{

∫ r

0

[

iκm(ξ)− (2am)−1
∑

n

an [Vmn(ξ) (κm(ξ)/κn(ξ))− Vnm(ξ)]

]

dξ

}

, (2)

где

κmr ≫ 1, am = ϕm(0, z0)/2,

Am = iam[2πiκm(r)r]−1/2.

В выражении (2) Vmn(r) =

∫ H

0

ϕm(r, z)

ρ(r, z)

∂ϕn(r, z)

∂r
dz —

элемент кососимметрической матрицы
(Vmn(r) = −Vnm(r), Vnn(r) = 0), описывающей
межмодовое взаимодействие из-за горизонтальных
изменений, вызванных флуктуациями скорости звука.
Матрицу взаимодействия можно переписать также
в более удобном виде [7]:

Vmn(r) =
[

κ2
n(r) − κ2

m(r)
]−1

×

×

∫ H

0

dz
ϕm(r, z)ϕn(r, z)

ρ(z)
k20(z)

∂ǫ(r, z)

∂r
.

(3)

Из (2), (3) (далее МПС) следует, что в первом по-
рядке метода возмущений по ǫ межмодовое взаимодей-
ствие является некоторой знакопеременной добавкой
к решению, слабо зависящей от расстояния, а накопле-
ние влияния слабых флуктуаций обеспечивается в ос-
новном первым членом в экспоненте, представляющим
адиабатическое приближение. В рамках теории выше-
упомянутых работ [1–5] вместо (1) решение ищется
через собственные значения и функции невозмущенно-
го волновода κ0m, ϕ0m (при ǫ(r, z) = 0). При этом для
модовых амплитуд Gm(r) и матрицы взаимодействия
мод Vmn(r) используются приближенные уравнения:

∂

∂r
Gm(r) = iκ0mGm (r) + i

N
∑

n=1

Vmn (r)Gn (r) ,

κ0m = κ′
0m + iκ′′

0m,

Vmn(r) = 0.5 (κ′
0nκ

′
0m)

−1/2
×

×

∫ H

0

ϕ0m(z)ϕ0n(z)k
2
0(z)ǫ(r, z)dz.

(4)
В первом порядке метода возмущений по ǫ диаго-

нальный член матрицы V в (4) дает решение, близкое
к адиабатическому (первый член экспоненты в (2)), по-
скольку, как показано в [7],

κm(r) = κ0m + δκm(r),

δκm(r) ≈
1

2κ0m

∫ H

0

ϕ2
0m(z)k20(z)ǫ(r, z)dz.

Далее на примере расчета ряда модельных волново-
дов покажем, что средняя интенсивность на осно-
ве диффузионного приближения (4) может значитель-
но отличаться от МПС (2), (3), причем это отличие
растет с расстоянием.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Ниже представлены примеры статистического моде-
лирования для нескольких волноводов, имеющих для
звука разную проницаемость дна. В водной толще вы-
брана конфигурация профиля скорости звука в ви-
де регулярного термоклина (характерного для осен-
него периода на шельфе Японского моря, где прово-
дились измерения), на который накладываются дву-
мерные флуктуации скорости звука. Они описываются
анизотропной корреляционной функцией

Bǫ(r1 − r2, z1 − z2) = σ2
ǫ exp

(

−
|r1 − r2|

Lr
−

|z1 − z2|

Lz

)

с масштабами Lz = 10м, Lr = 5 км. Числовые ха-
рактеристики водного слоя аналогичны рассмотрен-
ным в [7]: глубина H = 50м, приповерхностный слой
15м, в котором c0(z) = 1525м/с и интенсивность
флуктуаций [δc/c0]

2 = 10−6, придонный слой толщи-
ной 10м имеет c0(z) = 1500м/с и [δc/c0]

2 = 10−6;
слой линейного термоклина имеет толщину 25м,
1500м/с≤ c0(z) ≤1525м/с и [δc/c0]

2 = 10−5. Па-
раметры однородного жидкого дна (ρ1/ρ0, c1, β1)
волноводов изменяются следующим образом: плот-
ность ρ1/ρ0 уменьшается от 2 до 1.3, скорость зву-
ка c1 от 1600м/с до 1530 м/с, поглощение β1 посто-
янно, показатель преломления на границе вода–дно
n0 = (c0(0)/c1) (1 + iβ1).
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Рис. 1: Потери при распространении, представленные относительно значения интенсивности в свободном поле на расстоянии
1м от источника, для первого волновода: c1 = 1600м/с, (ρ1/ρ0) = 2, β1 = 0.01. Кривые: 1 — локально–модовое решение
на основе (2), (3), 2 — его адиабатическое приближение, 3 — диффузионное приближение (4), 4 — его адиабатическая
аппроксимация, 5 — усредненная (по пространству) интенсивность для модели волновода при ǫ = 0

Рис. 2: Потери 〈I(r, z)〉 для второго волновода: c1 = 1530м/с, (ρ1/ρ0) = 1.3, β1 = 0.01. Кривые: 1 — локально–модовое
решение на основе (2), (3), 2 — его адиабатическое приближение, 3 — диффузионное приближение (4), 4 — его адиабатическая
аппроксимация, 5 — усредненная (по пространству) интенсивность для модели волновода при ǫ = 0

Для вычислений в качестве опорной выбрана частота
звука 500 Гц. Средняя интенсивность звукового поля

〈I〉 =
〈

|p|2
〉

=

=
∑

n

〈

|Gn|
2
|ϕn|

2
〉

+
∑

(n6=m)

〈Gn G∗
m (ϕn ϕ

∗
m)〉

рассчитывалась усреднением по ансамблю из 1000
случайных реализаций при расположении источни-
ка и приемника на горизонтах H − z0 = 25м,
H − z = 40м. На рис. 1 приведен график потерь при
распространении для первого волновода с параметра-
ми дна c1 = 1600м/с, (ρ1/ρ0) = 2, β1 = 0.01. В таком
волноводе 11 распространяющихся мод флуктуируют
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и взаимодействуют между собой. Видно, что кривые
потерь 1 и 3 достаточно близки для первой половины
трассы, но постепенно расходятся при r > 50км (встав-
ка в верхнем правом углу рисунка). Адиабатическое
приближение к МПС (маркерная кривая 2) в пределах
2 дБ соответствует решению (2), (3), и различие почти
не меняется с расстоянием. В то же время адиабати-
ческая аппроксимация к диффузионному приближению
(маркерная кривая 4) с расстоянием становится все ху-
же, то есть метод малых возмущений в описании (4)
дает все большую ошибку.

На рис. 2 приведены потери при распростра-
нении для второго волновода с параметрами дна
c1 = 1530м/с, (ρ1/ρ0) = 1.3, β1 = 0.01, для которых
в невозмущенном водном слое возбуждается 4 распро-
страняющихся моды, (при вычислениях дополнительно
учитывались 3 вытекающие моды в соответствие с раз-
резом Пекериса на комплексной плоскости волновых
чисел κm). В данном примере отмеченные выше осо-
бенности проявляются еще рельефнее. Адиабатическая
кривая 2 дает хорошее приближение к МПС–решению
за исключением отдельных участков расстояний, та-
ких, как r ≈ 43 − 48 км, где наблюдаются отклонения
до 5–8 дБ. В то же время кривые 3 и 4 диффузионно-
го приближения при r > 5 км значительно расходятся
между собой и отличаются от решения МПС, причем
отличие заметно растет с дистанцией распространения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Численным моделированием показано, что адиаба-
тическое приближение метода поперечных сечений хо-
рошо описывает закон спадания средней интенсивно-
сти: решение МПС, учитывающее межмодовое взаимо-
действие, локально колеблется вблизи адиабатическо-
го уровня. Для диффузионного приближения ситуация
иная. Здесь учет взаимодействия мод является прин-
ципиально важным, но само приближение описывает
средние потери в волноводе тем хуже, чем сильнее
флуктуации сигнала. В частности, это характерно для
волноводов с более проницаемым дном, когда волно-
вые числа мод имеют большую мнимую часть. Кроме
того, по сравнению с МПС в диффузионном прибли-
жении очевидно накопление ошибки описания с рас-
стоянием, что также следует из теоретического анали-
за данного приближения, поскольку с ростом дистан-
ции метод малых возмущений становится неприменим.
Таким образом, диффузионное приближение, развитое
в работах [1–5], удовлетворительно описывает распро-
странение звука в мелком море только на относитель-
но небольшие расстояния и при условии достаточной
жесткости дна.
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On local effect of low-frequency sound field mode coupling in randomly–inhomogeneous
two–dimensional shallow sea
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Statistical problem of a low–frequency sound propagation in shallow-sea waveguide with two–dimensional random
inhomogeneities is considered. Transmission loss law for average intensity in the case of fluctuating thermocline and absorbing
liquid bottom is investigated. Within the framework of local–mode approach it is shown that mode coupling with the distance is of
local character if there are no strong fluctuations of modal wavenumbers in stochastic waveguide. So, in the local-mode approach
the mode coupling to be the certain supplement to adiabatic approximation of intensity, and it does not change seriously the average
transmission loss. Comparison between results of local–mode and diffusion approximation is also carried out.
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