
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА № 4, 1740904 (2017)

Методы ускоренной сходимости в статистической физике

П.Н. Николаев∗

Московский государственный университет имени М. В.Ломоносова,
физический факультет, кафедра квантовой статистики и теории поля

Россия, 119991, Москва, Ленинские горы, д. 1, стр. 2
(Статья поступила 13.06.2017; Подписана в печать 15.06.2017)

В работе дана классификация методов ускоренной сходимости, используемых в статистической
физике. Среди них выделен комбинированный метод, использующий физический анализ системы
и математические методы ускоренной сходимости. Показана его эффективность для получения
уравнения Карнахана–Старлинга. Предлагаемый метод носит общий характер и применим для
широкого класса систем.
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ВВЕДЕНИЕ

Для решения задач статистической физики прихо-
дится использовать ряды теории возмущений. При
этом расчет каждого последующего члена такого ряда
сопряжен с большими математическими сложностями.
Кроме того, получаемые ряды для многих наиболее ин-
тересных физических областей (например, экстремаль-
ных состояний вещества) сходятся очень медленно.

По этой причине возникает задача об ускорении схо-
димости ряда, то есть его преобразования в другой
ряд, который имел бы такую же сумму, как и исход-
ный, но сходился быстрее [1–5]. Несмотря на боль-
шие достижения в расчете вириальных коэффициен-
тов, число их весьма ограничено, и этим определяется
актуальность использования методов ускоренной схо-
димости.

Для системы твердых сфер в настоящее время чис-
ло известных вириальных коэффициентов равно один-
надцати, а для системы с потенциалом взаимодей-
ствия Леннард–Джонса — восьми, причем за послед-
ние пятьдесят лет точность вычисления этих вириаль-
ных коэффициентов значительно возросла [6, 7].

Для более сложных потенциалов взаимодействия
число известных вириальных коэффициентов еще
меньше. В этой связи применение методов ускоренной
сходимости рядов теории возмущений является совер-
шенно необходимым условием при использовании ви-
риальных рядов, либо более сложных вариантов рядов
теории возмущений, при описании состояния вещества
при высоких плотностях и высоких давлениях.

1. ТИПЫ МЕТОДОВ УСКОРЕННОЙ СХОДИМОСТИ

Имеющиеся методы ускоренной сходимости рядов
теории возмущений в статистической физике можно
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разделить на три группы. В первую очередь это ма-
тематические методы ускоренной сходимости. Они ос-
нованы на чисто математических свойствах рядов, ко-
торые либо известны изначально, либо наличие кото-
рых предполагается. К математическим методам уско-
ренной сходимости относятся метод Куммера, ме-
тод Эйлера, метод аппроксимант Паде и целый ряд
других, успешно используемых для решения целого
ряда задач [2].

Остановимся на методе Эйлера, который будет ис-
пользован в настоящей работе. Пусть ряд

s =

∞
∑

k=0

akx
k (1)

сходится при некотором x 6= 1. Тогда применяя фор-
мулу для геометрической прогрессии, преобразуем ряд
(1) к виду

s =
a0

1− x
+

x

1− x

∞
∑

k=0

∆akx
k, (2)

где ∆ak = ak+1 − ak.
При необходимости данную процедуру можно про-

вести несколько раз. Данный метод требует дополни-
тельного анализа для сравнения скорости сходимости
исходного ряда (1) и тех рядов, которые получаются
в результате преобразований (например, (2)).

Вторую группу составляют физические методы уско-
ренной сходимости. Их суть заключается в том, что,
исходя из физических соображений, мы переходим от
функций, ряды теории возмущений для которых схо-
дятся медленно, к функциям, для которых ряды тео-
рии возмущений сходятся быстрее. В статистической
термодинамике основная задача состоит в вычислении
статистического интеграла. Для реальных потенциа-
лов взаимодействия его свойства во многом помогают
определить те функции, ряды теории возмущений для
которых сходятся быстрее. Эти свойства находятся на
основе асимптотического анализа поведения статисти-
ческого интеграла.
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Для ускорения сходимости рядов теории возмуще-
ний, исходя из физических соображений, следует учи-
тывать также размерность пространства. Надо исполь-
зовать представление о числе ближайших соседей, по-
ведение системы при больших плотностях, включая
метастабильную область и область упорядоченной фа-
зы, особенности поведения различных термодинами-
ческих функций [8–10]. Важную роль здесь играет
и выбор основного приближения. Например, достаточ-
но точное уравнение состояния системы твердых сфер
необходимо и в случае неравновесных процессов для
вычисления коэффициентов переноса для плотных га-
зов в рамках теории Больцмана–Энскога.

Начало использовния физических методов ускорен-
ной сходимости в статистической физике было поло-
жено Л.Тонксом [11]. Для одномерного случая он по-
лучил точное решение

p =
kT

(1−Nσ/L)L
, (3)

где L — длина системы, p — давление, N — число ча-
стиц, σ — диаметр твёрдого стержня, k — постоянная
Больцмана, T — абсолютная температура. Соотноше-
ние (3) описывает всю фазовую диаграмму системы
твердых стержней.

Тонкс провел анализ поведения статистического ин-
теграла одномерной системы и нашел обобщение на
системы двух и трёх измерений в виде уравнения со-
стояния при предельно больших плотностях. Для дву-
мерной системы при больших плотностях им было по-
лучено:

p =
NkT

(1 − ϑ1/2)S
, (4)

где S — площадь системы, ϑ = 31/2Nσ2/2S.
В приближении разложения по степеням плотности

для малых плотностей было найдено уравнение состо-
яния с точностью до третьего вириального коэффици-
енты включительно:

pS = NkT (1 + 1, 814ϑ+ 2, 573ϑ2). (5)

Основываясь на выражениях (4) и (5), Тонкс предла-
гает следующую интерполяционную формулу для опи-
сания всей фазовой диаграммы двумерной системы:

NkT

pS
=

1− 1, 307ϑ3 + 0, 307ϑ4

1 + 1, 814ϑ+ 2, 573ϑ2
. (6)

Аналогичным образом Тонксом была получена
асимптотика для системы трех измерений для ϑ → 1:

pV = NkT/(1− ϑ1/3), (7)

где V — объем системы, ϑ = Nσ3
/√

2V .

Для случая малых плотностей

pV = NkT (1 + 2, 9619ϑ+ 5, 483ϑ2) (8)

c точностью до третьего вириального коэффициента
включительно. Тонкс предложил на основе получен-
ных асимптотик (7) и (8) использовать следующую ин-
терполяционную формулу:

pV = NkT
1 + 2, 9619ϑ+ 5, 483ϑ2

1− 0, 8517ϑ3 − 0, 1483ϑ4
. (9)

Из сравнения интерполяционных формул Тонкса вид-
но, что они являются частным случаем аппроксисмант
Паде.

В работе Тонкса рассмотрены системы твёрдых сфер.
Очевидно, что использование методов улучшения схо-
димости рядов теории возмущений во многом опреде-
ляется типом потенциала взаимодействия между ча-
стицам системы. Для подавляющего числа статисти-
ческих систем известно лишь несколько первых чле-
нов рядов теории возмущений. Поэтому здесь весь-
ма важным является выбор основного приближения,
которое во многом определяет в дальнейшем ско-
рость сходимости рядом теории возмущений. Обра-
щает на себя внимание тот факт, что соотношения
(6) и (9) не описывают фазовый переход в системах
твердых дисков и сфер.

В работе [12] дан обзор последующего развития фи-
зических методов ускоренной сходимости рядов теории
возмущений в статистической физике. Там же приве-
дено изложение нового метода, основанного на анализе
свойств статистического интеграла. Суть его заключа-
ется в следующем.

Из анализа выражения для свободной энергии ре-
альных систем при больших плотностях следует, что

F → ∞ (10)

при ρ → ρ0, где ρ0 — максимально допустимая плот-
ность в системе (для системы твердых сфер эта плот-
ность соответствует плотности при плотной упаков-
ке, а для системы с потенциалом взаимодействия
Леннард–Джонса ρ0 = ∞).

Поэтому выражение для свободной энергии системы

F = F0 − θ ln
(

Q/V N
)

(11)

естественно представить в виде

F = F0 − θNm ln q(θ, ρ). (12)

Здесь F0 — свободная энергия идеального газа,

q(θ, v) =
(

Q/V N
)1/Nm

, m — эффективное число бли-
жайших соседей. В этом случае теория возмущений,
учитывая выражения (10)–(12), развивается для функ-
ции q(θ, ρ). Последующее применение этого подхо-
да и сопоставление полученных результатов с данны-
ми эксперимента показывает высокую его эффектив-
ность [12].
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Наиболее общими являются комбинированные мето-
ды ускоренной сходимости рядов теории возмущений.
В рамках данного подхода на основе физических со-
ображений осуществляется переход к функциям, ряды
теории возмущений для которых сходятся достаточно
быстро, а уже для них применяются математические
методы ускорения сходимости.

2. СИСТЕМА ТВЕРДЫХ СФЕР

В данной работе рассмотрена система твердых сфер
в одномерном, двумерном и трехмерном случаях. По-
лучение уравнения Карнахана–Старлинга, описываю-
щего уравнение состояния твердых сфер с хорошей
степенью точности для трехмерной системы, следуя
работе [3], сведено к использованию метода Эйлера
ускоренной сходимости ряда, полученного на основе
ряда по степеням плотности для свободной энергии.
Этот ряд обладает тем свойством, что его коэффициен-
ты слабо отличаются друг от друга. Грубо говоря, ряд
ведет себя подобно геометрической прогрессии. Одно-
кратное применение метода Эйлера к данному ряду
при учете только второго вириального коэффициента
(и при использовании информации об известных вири-
альных коэффициентах) позволяет получить уравнение
Карнахана–Старлинга.

Последующий учет всех известных вириальных ко-
эффициентов позволяет найти уравнение состояния,
описывающее стабильную фазу с точностью современ-
ного машинного эксперимента. Метастабильная фаза
описывается также достаточно хорошо. Для улучше-
ния совпадения теории и эксперимента в метастабиль-
ной области произведен учет асимптотики выражения
для свободной энергии системы. То есть для получе-
ния окончательного результата мы используем комби-
нированный метод ускоренной сходимости. В резуль-
тате получено полное согласие теоретических данных
и данных машинного эксперимента [3].

Система твердых сфер является базовой при по-
строении статистической термодинамики реальных си-
стем, особенно для областей большой плотности, фа-
зовых переходов и метастабильных областей. Получен-
ное с высокой степенью точности уравнение состояния
для системы твердых сфер позволяет описывать эти
сложные области фазовой диаграммы и находить для
них новые интересные особенности, имеющие суще-
ственный практический интерес.

Предлагаемый подход допускает очевидное обобще-
ние на многокомпонентные системы, системы с много-
гочастичным взаимодействием, квантовые системы.

Для одномерной системы все вириальные коэффи-
циенты постоянны и равны друг другу. Поэтому непо-
средственное применение методы Эйлера к вириаль-
ному уравнению состояния приводит к точному реше-
нию Тонкса (3), которое одновременно в данном слу-
чае и будет уравнением Карнахана–Старлинга для од-

номерной системы, если использовать подход, предло-
женный в работе [3].

Для двухмерной системы, если в вириальном ряду
перейти к безразмерным переменным и использовать
приведенную плотность в единицах собственной плот-
ности частиц, мы увидим практически линейное воз-
растание вириальных коэффициентов в зависимости от
их номера. Тогда, используя подход работы [3], мы
можем получить обобщенное уравнение Карнахана–
Старлинга для двумерной системы. В приближении
второго вириального коэффициента имеем уравнение

pS

NkT
=

1

(1 − y)2
, (13)

где y = 1

4
πσ2 N

S .

Таким образом, мы имеем уравнение Карнахана–
Старлинга для одномерной системы (3), двумерной
(13) и стандартное выражение для трехмерной систе-
мы [3]. Для одномерной системы оно совпадает с точ-
ным выражением Тонкса, а для двумерного и трехмер-
ного случаев, если следовать [3], мы можем получить
и обобщение на случай точного учета всех известных
вириальных коэффициентов.

Так же как и в работе [3] для трехмерной системы
соотношение (13) может быть обобщено и на случай
учета известного асимптотического поведения свобод-
ной энергии при больших плотностях, то есть при

2
√
3y

π
→ 1. (14)

Это достигается за счет использования ограничения
на число ближайших соседей при больших плотностях.
Но данное выражение с использованием асимптотики
(14) не является аналогом интерполяционной форму-
лы Тонкса. Полученная формула по существу являет-
ся аналитическим продолжением уравнения состояния
в метастабильную область с использованием физиче-
ских ограничений, следующих из характера системы.

Для многомерных систем размерностью больше трех
также известны вириальные коэффициенты [13]. Их
анализ показывает, что предложенный метод применим
и в этом случае для получения уравнения Карнахана–
Старлинга. Но в силу ряда дополнительных особенно-
стей и характера поведения вириальных коэффициен-
тов здесь требуется специальный анализ рядов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе проведен анализ наиболее широко
используемых в статистической физике методов уско-
ренной сходимости рядов теории возмущений. Их мож-
но поделить на три больших класса: математические,
физические и комбинированные. Сравнительный ана-
лиз показал, что среди математисеских методов чаще
всего для ускорения сходимости рядов теории возму-
щений используется метод аппроксимант Паде. Этот
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метод исследован подробно на основе исследования
имеющихся вириальных коэффициентов для системы
твердых сфер [14].

В 2014 году было вычислено значение одиннадцато-
го вириального коэффициента [14]. В этой же работе
приведены результаты для всех вириальных коэффи-
циентов (для сфер единичного диаметра):

B2 =
2π

3
,

B3 =
5π2

18
,

B4 = 2.636218008,

B5 = 2.1213811(13),

B6 = 1.5669044(41), (15)

B7 = 1.099157(11),

B8 = 0.739342(37),

B9 = 0.48487(12),

B10 = 0.31248(30),

B11 = 0.19582(97).

Здесь же подробно проанализирована точность полу-
ченных результатов. Она указана в скобках.

По данным вириальным коэффициентам (15) авто-
ром были построены аппроксиманты Паде.

Для определения эффективности метода аппрокси-
мант Паде используются данные метода молекуляр-
ной динамики (ММД) и метода Монте–Карло (ММК).
В настоящее время мы хорошо знаем уравнение состо-
яния системы не только для стабильной фазы, но и для

части метастабильной области, которая соответствует
двухфазной области системы твердых сфер.

При несомненной полезности метода аппроксимант
Паде наличие большого числа известных вириальных
коэффициентов показало и слабые места этого мето-
да. Во-первых, нельзя выбрать единственную аппрок-
симанту, лучше всего в целом описывающую всю фа-
зовую диаграмму. Во-вторых, разные области фазовой
диаграммы лучше всего описывают, в общем случае,
разные аппроксиманты.

Таким образом, вопрос отбора аппроксимант, оче-
видный при небольшом числе известных вириальных
коэффициентов, становится сложным при большом
числе известных коэффициентов.

Вместе с тем, использование других методов также
представляет несомненный интерес. В настоящей рабо-
те используется метод Эйлера для исследования одно-
мерной, двумерной и трехмерной систем твердых сфер
для получения уравнения состояния, которое хорошо
описывало бы всю фазовую диаграмму однородной фа-
зы. Для двумерной и трехмерной систем необходимо
хорошее описание и метастабильных областей. Здесь
надо использовать физические методы, а также комби-
нированные методы ускоренной сходимости рядов тео-
рии возмущений.

Проведенное рассмотрение показало, что наиболее
перспективными являются комбинированные методы
ускоренной сходимости.

Проведенное в работе рассмотрение может быть
обобщено на широкий класс статистических систем,
как классических, так и квантовых.
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In the work the classification of the methods of accelerated convergence used in statistical physics is given. Among them a
combined method using physical analysis of the system and mathematical methods of accelerated convergence is picked out. Its
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effectiveness is shown for obtaining the Carnahan–Starling equation. The proposed method is of a general nature and is applicable
to a wide class of systems.
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