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При распространении электромагнитных волн в волноводах с анизотропным заполнением при
определенных соотношениях коэффициентов анизотропии возможно преобразование прямых волн
в обратные, для которых направление фазовой и групповой скоростей противоположны. Подобный
эффект представляет значительный интерес при передаче сигналов по волноводам. Анализируется
поведение дисперсионных кривых в зависимости от параметров анизотропии. Установлено, что
множество точек возникновения обратных волн на плоскости квадрат частоты преломления –
квадрат постоянной распространения образует эллипс.
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ВВЕДЕНИЕ

Обратные волны, характеризующиеся противопо-
ложным направлением фазовой и групповой скоро-
сти, были открыты в [1, 2]. Их исследованию было
посвящено значительное количество работ, особенно
в области теории упругости, где они первоначально
и были обнаружены Достаточно полно состояние во-
проса для теории упругости отображено в моногра-
фии [11]. В электродинамике существование обрат-
ных волн было обнаружено для частично заполнен-
ных волноводов круглого сечения. В работе [12] про-
ведено исследование области локализации возникнове-
ния обратных волн на плоскости частота–постоянная
распространения, при этом точки возникновения об-
ратных волн рассматриваются как функции параметра
заполнения волновода — отношения диаметра диэлек-
трической вставки к диаметру металлической стенки.
Трудности подобных исследований связаны со слож-
ным видом дисперсионного уравнения, допускающего
только численное решение. В настоящей работе рас-
смотрено распространение волн в волноводе с постоян-
ным, но анизотропным заполнением. В подобных вол-
новодах, с одной стороны, существуют обратные вол-
ны, с другой стороны, их математическое описание
может осуществляться аналитическими методами, что
позволяет провести достаточно полное исследование
поведения дисперсионных кривых в зависимости от
параметров анизотропии.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим стационарную систему уравнений Макс-
велла

rotE = ikH rotH = −ikεE, (1)

divεE = 0 divH = 0, (2)

в которой сокращен временной множитель e−iωt. Под k

понимаем k = ω
c
. Считаем, что тензор диэлектрической

проницаемости задается диагональной матрицей

ε =





ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε3





с постоянными коэффициентами. Считаем, что грани-
ца волновода идеально-проводящая:

E× n|∂Q = 0, Hn|∂Q = 0,

Волновод представляет собой цилиндр

Q = {(x, y) ∈ Ω, z ∈ (−∞,∞)}

кадратного сечения

Ω = {0 < x < 1, 0 < y < 1} .

Наложим ограничения на параметры тензора диэлек-
трической проницаемости. Считаем, что 0 < ε1 < ε2.
Будем рассматривать изменение дисперсионных кри-
вых в зависимости от параметра ε3. При различ-
ных значениях ε3 дисперсионные кривые имеют ка-
чественно разный вид. Если ε3 < ε1 или ε3 >

ε2, то дисперсионные кривые являются монотонны-
ми функциями и существуют только прямые вол-
ны. При значениях ε3, расположенных между ε3
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и ε3 (ε1 < ε3 < ε2), при определенных значени-
ях частот появляются точки ветвления дисперсион-
ной кривой, эти точки отвечают за появление обрат-
ных и комплексных волн. Под комплексными волна-
ми подразумеваются волны с комплексным значением
квадрата постоянной распространения, существующи-
ми в волноводе, несмотря на отсутствие мнимой части
у диэлектрической проницаемости.

Рассмотрим моды волновода, т. е. решения вида
E = E(x, y)eiγz ,H = H(x, y)eiγz. Подставляя их в си-
стему (1)–(2) и сокращая на eiγz, получим (сле-
дуя работам [11], [13]–[15]) относительно векторов
(Hx, Hy, Ez) и (Ex, Ey, Hz) с целью рассматривать ли-
нейную задачу на собственные значения





0 ik ∂
∂x

−ik 0 ∂
∂y

− ∂
∂x

− ∂
∂y

0









Hx

Hy

Ez



 =

= iγ





ε−1

1 0 0
0 ε−1

2 0
0 0 1









ε1Ex

ε2Ey

Hz



 , (3)





0 −ik ∂
∂x

ik 0 ∂
∂y

− ∂
∂x

− ∂
∂y

0









ε1Ex

ε2Ey

Hz



 =

= −iγ





1 0 0
0 1 0
0 0 ε3









Hx

Hy

Ez



 . (4)

Два оставшихся уравнения имеют вид

(rotE)z = ikHz, (5)

(rotH)z = −ikε3Ez . (6)

Разрешая систему уравнений относительно
(Hx, Hy, Ez), получим задачу

SA = −γ2FA, (7)

где

S =







− ∂2

∂x2 − k2ε1 − ∂2

∂x∂y
ik ∂

∂y
ε2

− ∂2

∂y∂x
− ∂2

∂y2 − k2ε2 −ik ∂
∂x

ε1

−ikε2
∂
∂y

ikε1
∂
∂x

−ε1
∂2

∂x2 − ε2
∂2

∂y2






,

F =





1 0 0
0 1 0
0 0 ε3



 , (8)

где вектор

A = {Hx, Hy, Ez}
удовлетворяет дополнительному уравнению

(rotA)z = −ikε3Hz (9)

и граничным условиям

Hn|∂Q = 0, Ez |∂Q = 0. (10)

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Будем искать собственный вектор задачи (7)–(10)
вида

A =

= {Hx sinπy cosπy, Hy cosπx sinπmy, Ez sinπx sinπy} .

Мы ограничиваемся рассмотрением решения с подоб-
ной зависимостью от поперечных координат, учитывая,
что подобное решение отражает характерные черты за-
дачи

SA = −γ2FA. (11)

При этом упрощаются детали поиска аналитического
решения. Подставляя A в уравнение (11) и исключая
Ez, учитывая (9), приходим к задаче

MA⊥ = −γ2
A⊥ (12)

или

(

π2(1 + ε2
ε3
)− k2ε2 π2(1− ε2

ε3
)

π2(1 − ε1
ε3
) π2(1 + ε1

ε3
)− k2ε1

)(

Hx

Hy

)

=

= −γ2

(

Hx

Hy

)

. (13)

Элементы aij матрицы M равны:

a11 = π2(1 +
ε2

ε3
)− k2ε2, a12 = π2(1− ε2

ε3
),

a21 = π2(1− ε1

ε3
), a22 = π2(1 +

ε1

ε3
)− k2ε1.

Собственные значения γ2
1,2(k) имеют вид

γ2
1,2 =

1

2
(−(a11 + a22)±

√

(a11 − a22)2 + 4a12a21).

Если (a11−a22)
2+4a12a21 < 0, то квадраты постоянных

распространения становятся комплексными величина-
ми.

Таким образом, возникновение комплексных волн
происходит в точках выполнения условий

(a11 − a22)
2 + 4a12a21 = 0. (14)

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Вещественная часть дисперсионных кривых в этих
точках соответствует прямой и обратной волнам. Для
прямых волн квадрат постоянной распространения яв-
ляется возрастающей функцией квадрата частоты, для
обратной — убывающей.

На рис. 1 показано поведение дисперсионных кри-
вых, когда ε3 меньше ε1. Дисперсионные кривые имеют

УЗФФ 2017 1740703–2



УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА № 4, 1740703 (2017)

g
2

k
2

Рис. 1: Дисперсионные кривые при значении ε3 <

ε1
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Рис. 2: Дисперсионные кривые, демонстрирующие
поведение прямых и обратных волн при ε1 < ε2 <

ε3
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Рис. 3: Касание дисперсионной кривой с осью абс-
цисс
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Рис. 4: Пересечение дисперсионной кривой с осью
абсцисс

стандартный монотонный характер, качественно соот-
ветствуя кривым полого волновода. Для полого вол-
новода дисперсионные кривые в переменных квадрат
частоты — квадрат постоянной распространения явля-
ются прямыми. В случае наличия анизотропии проис-
ходит деформация этих кривых, однако монотонность
сохраняется.

При увеличении параметра ε3 происходит качествен-
ное изменение поведения дисперсионной кривой. По-
являются участки убывания, а не роста дисперсион-
ной кривой. Эти участки соответствуют существова-
нию обратных волн. Типичное поведение дисперсион-
ной кривой приведено на рис. 2.

При значении ε3 среднем гармоническим между ε1
и ε2 возникает явление касания дисперсионной кри-

вой оси абсцисс. Возбуждение волновода на этой ре-
зонансной частоте приводит к линейному росту поля,
а не к нарастанию поля пропорционально

√
t как в точ-

ках пересечения дисперсионных кривых с осью абс-
цисс (см. рис. 3).

Дальнейшее увеличение параметра ε3 приводит к
восстановлению пересечения дисперсионной кривой
оси абсцисс (см. рис. 4)

При значениях ε3 больших ε2 обратные волны про-
падают (см. рис. 5).

На рис. 6 изображена общая картина дисперсионных
кривых при изменении ε3 от ε1 до ε2.

Множество критических точек дисперсионных кри-
вых, соответствующих различным значениям ε3, об-
разует кривую, напоминающую эллипс. Докажем, что
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Рис. 5: Дисперсионная кривая, соответствующая
ε3 > ε2
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Рис. 6: Общий вид дисперсионных кривых, соот-
ветствующих различным значениям ε3

эта кривая в самом деле является эллипсом.
Соответствующие значения (k2, γ2) определяются из

уравнения (14) как

k2 =
π2

ε3
± 2π2

√

(ε3 − ε1)(ε2 − ε3)

(ε2 − ε1)ε3
,

γ2 =
ε1 + ε2

2
k2 +

π2

2

ε1 + ε2 + 2ε3
2ε3

.

Множество точек (k2, γ2) описывает кривую при изме-
нении ε3 от ε1 до v2 на плоскости (k2, γ2).
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Рис. 7: Эллипс точек возникновения обратных и комплекс-
ных волн

Эта кривая является эллипсом. Для того, чтобы это
доказать, достаточно сделать замену

sin t =

√
4ε1ε2

ε2 − ε1

(√
ε1ε2

1

ε3
− ε1 + ε2

2
√
ε1ε2

)

,

переходя от переменной ε3 к переменной t, параметри-
зующей кривую. После замены переменых и введения
для упрощения записи констант ai, bi, ci, i = 1, 2, вы-
числяемых по ε1, ε2, кривая принимает вид:

k2 = a1 + b1 cos t+ c1 sin t,

γ2 = a2 + b2 cos t+ c2 sin t.

Таким образом, учитывая, что кривая (k2(t), γ2(t))
имеет характерную форму первой фигуры Лиссажу,
убеждаемся что множество точек ветвления представ-
ляет собой эллипс (рис. 7).

Этот эллипс касается оси ординат при значении
ε3 = ε1+ε2

2
и имеет тангенс наклона большой оси к оси

абсцисс, равный ε1+ε2
2

.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена область локализации критических то-
чек дисперсионных кривых анизотропного волновода.
Доказано, что множество особых точек образует эл-
липс. Установлено касание эллипса с осью ординат.
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The effect of transformation of direct to backward waves in the waveguide with anisotropic filling is considered. The dependence
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